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Данная статья посвящена проблеме решения многопро-
дуктовых задач, позволяющие оптимизировать транспорт-
ные перевозки. В статье рассмотрены математические моде-
ли перевозок для различных категорий товаров и приведены 
доказательство разрешимости двухпродуктовых задач. 
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Процессы транспортировки являются одним из обязательных элементов 
функционирования любой экономической системы, транспорт является неотъ-
емлемой частью всех производственных и торговых процессов. Имеющиеся 
данные свидетельствуют о том, что доля транспортных затрат в цене товара 
весьма значительна и может достигать 25 – 30%. Поэтому снижение расходов 
на перевозку товаров было и остается важной и актуальной задачей управле-
ния экономической системой. Математическими моделями задач оптимально-
го планирования перевозки товаров являются соответствующие задачи линей-
ного программирования транспортного типа. Задачи транспортного типа со-
ставляют специальный класс задач линейного программирования, специфич-
ность которого связана с особой структурой матрицы ограничений, что позво-
ляет строить для их решения алгоритмы, более эффективные, чем стандартный 
симплекс-метод. 

Первые работы, об оптимизацией перевозок, относятся к середине 30-х го-
дов ХХ в. и связаны с именами советских математиков А.С. Толстого и 
Л.В.Канторовича. Систематическое же изучение транспортных моделей нача-
лось десятилетием позднее в работах американских ученых Хичкока, Купман-
са, Данцига и др.  

                                                 
* © Монтлевич В.М., Бородинова И.А., 2008 
Монтлевич Владимир Михайлович, Бородинова Ирина Александровна, кафедра математики, 
информатики и математических методов в экономике, 443011, Россия, г. Самара, ул. Акад. Пав-
лова, 1. 
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Исторически первой, и наиболее изученной транспортной моделью являет-
ся классическая транспортная задача перевозки одного вида товара (однопро-
дуктовая) и некоторые ее варианты. Для этой модели разработана развитая 
теория и эффективные модификации прямого и двойственного симплекс-
метода, известные как метод потенциалов и венгерский метод [1]. Дальнейшее 
изучение этого класса задач пошло, в основном, в направлении многоиндекс-
ных транспортных моделей, посредством которых могут описываться ситуа-
ции перевозки товара различными видами транспорта, перевозка нескольких 
видов товара, динамические задачи перевозок и ряд других [2-4]. Однако, мно-
гоиндексные транспортные модели не отражают особенностей, связанных с 
перевозкой разнородных товаров. С практической же точки зрения такие зада-
чи более естественны, чем однопродуктовые. Поэтому представляет интерес 
изучение различных постановок, особенностей и методов решения многопро-
дуктовых транспортных задач. 

Приведем некоторые постановки многопродуктовых транспортных задач. 
Введем обозначения. Пусть имеется m пунктов производства, n пунктов по-
требления, k видов продукта. Не теряя общности, можем считать, что в каж-
дом пункте производятся (потребляются) все виды продуктов. Тогда объем 
производства в i-ом пункте представим в виде вектора ),...,,( 21 ikiii aaaa = , 

объем потребления в j-ом пункте – в виде ),...,,( 21 jkjjj bbbb = , стоимость пе-

ревозки единицы продуктов из i-го пункта производства в j-ый пункт потреб-
ления ),...,,( 21 ijkijijij cccс = , а объем перевозок из i-го пункта в j-ый 

).,...,,( 21 ijkijijij xxxx =   

Тогда суммарные транспортные затраты будут выражаться в виде  
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Ограничения задачи будут существенно зависеть от характера перевозимых 
товаров. Рассмотрим ситуацию с этой точки зрения. Все товары можно разде-
лить на три категории: 

– независимые товары, когда спрос на товар не зависит от спроса на ос-
тальные и не может быть удовлетворен за счет потребления других товаров; 

– дополняющие товары (товары-комплименты), спрос на которые зависит 
от спроса на другие товары, но не может быть удовлетворен за счет потребле-
ния других товаров; 

– взаимозаменяемые товары (товары-сабституты), спрос на которые может 
быть удовлетворен за счет потребления других товаров. 

Рассмотрим модели перевозок для каждой категории товаров. 
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Независимые товары 
В этом случае ограничения задачи можно записать в виде 
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0≥ijx           (4) 
Очевидно, что задача (1)–(4) распадается на k независимых однопродукто-

вых подзадач.  
 

Дополняющие товары 
Основная задача, которая возникает в этом случае – это задача определения 

полного спроса на товары в пунктах потребления. Пусть 0
jb  – начальный пла-

нируемый вектор спроса на товары в пункте j, bj – полный спрос, αpq – спрос 
на товар q, порождаемый единицей потребления товара p, αpp= 0, А – матрица 
размерности k×k, составленная из элементов αpq. Тогда полный спрос в пункте 
j будет неотрицательным решением системы уравнений вида 

0
jjj bAbb =−  или 

0)( jj bbAE =− , где Е – единичная матрица. 

Условия существования неотрицательных решений для систем такого типа 
(условия продуктивности матрицы А) хорошо известны [5, 6]. 

После того, как полный спрос на все виды товаров определен, задача сво-
дится к случаю 1 с независимыми товарами. 

 
Взаимозаменяемые товары  
В случае взаимозаменяемых товаров потребность в одном товаре может 

быть удовлетворена некоторым объемом других товаров. Для любой пары то-
варов i и j обозначим через ijα  количество товара i, необходимое для замены 

единицы товара j, А – матрица размерности k×k, составленная из элементов αij. 
Пусть в пункт потребления j завезли набор продуктов ),...,,( 21 ijkijijij xxxx = . 

Каждый из продуктов может использоваться, во-первых, для удовлетворения 
спроса в нем самом и, во-вторых, для удовлетворения спроса на другие про-
дукты, которые могут быть заменены им. Таким образом, объем поставки каж-
дого товара в п. j должен быть представлен в виде k слагаемых: 
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где p
jly  – часть поставки продукта l в п. j, которая используется для заме-

щения продукта p. 
Условие удовлетворения спроса, с учетом взаимозаменяемости, запишем в 

виде 
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Таким образом, получаем следующую формулировку задачи оптимизации 

перевозок взаимозаменяемых товаров:  
Минимизировать (1) при условиях (2), (5), (6) и (4). В такой постановке за-

дача существенно отличается от планарной трехиндексной транспортной зада-
чи, которая обычно рассматривается как многопродуктовая модель перевозки. 

Исследуем частный случай двух товаров (k=2). Запишем модель для этого 
случая в следующем виде 

min
2

1 1 1

→=∑∑∑
= = =p

m

i

n

j

p
ij

p
ij

xcL
       (7) 

∑
=

=
n

j

p
i

p
ij ax

1  mip ,1     ,2,1 ==       (8) 

211
j

i
jij yyx +=∑

 nj ,1=       (9) 

212
j

i
jij zzx +=∑

 nj ,1=       (10) 
111
jjj bzy =+α   nj ,1=      (11) 
222
jjj bzy =+β   nj ,1=      (12) 
0,, ≥p

j
p
j

p
ij zyx         (13) 

Здесь y1j, y2j – части поставки в п.j 1-го товара. y1j – часть на покрытие по-
требности в самом 1-м товаре, y2j – часть на покрытие потребности во 2-м то-
варе. Аналогично определяются z1j, z2j. � – коэффициент замены 1-го товара 
вторым, � – коэффициент замены 2-го товара первым. 

Теорема 1. (Достаточное условие разрешимости). Для разрешимости зада-
чи (7)–(13) достаточно выполнения условий: 
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Доказательство.  
Рассмотрим вспомогательную однопродуктовую задачу с n пунктами по-

требления и 2m пунктами производства. Параметры задачи определим сле-
дующим образом. 
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 для всех mi ≤ , т.е. условия (8) задачи (7)–(13) вы-
полняются. 
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также выполняется. Случай 
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=  рассматривается аналогично с учетом 
условия 2). Таким образом, теорема полностью доказана. 

 Свойства задачи (1), (2), (5), (6), (4) зависят не только от числа перево-
зимых товаров, но и от характера взаимосвязей между ними. Рассмотрим два 
частных случая. 

1. В двухпродуктовой задаче только один из двух товаров может быть за-
менен другим. Для определенности 1-й заменяет второй, обратная замена не-
допустима. Тогда α=0, z1j=0. Задача (7)–(13) примет вид 
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Условие разрешимости в этом случае может быть сформулировано сле-

дующим образом. 
Теорема 2. Для разрешимости задачи (14)–(19) необходимо и достаточно 

выполнения условий: 
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Необходимость втекает непосредственно из условий задачи (14)–(19), дока-
зательство достаточности подобно доказательству теоремы 1. 
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2. Распространим рассмотренный выше случай на задачу с k продуктами. 
Будем считать, что продукты P1, P2, …, Pk упорядочены таким образом, что 
потребность в продукте Pt может быть удовлетворена только продуктами Ps, 
s≤t. Введем отношение взаимозаменяемости товаров: Pt7Ps⇔товар Pt заменяет 
Ps. Отношение 7 рефлексивно, антисимметрично и транзитивно, т.е. является 
отношением порядка. Будем предполагать, что порядок линейный. Тогда спра-
ведлива следующая  

Теорема 3. Пусть в задаче (1), (2), (5), (6), (4) отношение взаимозаменяемо-
сти товаров является нестрогим линейным порядком. Тогда для разрешимости 
задачи необходимо и достаточно выполнения условий: 
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где ith  – остаток товара t, оставшийся в пункте производства i после удовле-
творения потребности в товарах, предшествующих s в отношении 7. 

Доказательство проводится индукцией по номеру товара, аналогично дока-
зательству теоремы 2. 
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ABOUT SOME TASKS OF MULTICOMMODITY  
TRANSPORTING PROBLEMS 

This article deals with the question of solving of multicom-
ponent problems allowing optimizing transportation. The 
mathematical models of transportations for different categories 
of goods are considered and the proofs of solvability of two-
component problems are given in the article.  

Keywords and phrases: transportation problem, multicomponent transportation 
problem, category of goods, productivity, optimization of transportations, conditions 
of solvability, interchangeability of goods (trade-off of goods). 
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