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УДК 512.572

О РОСТЕ НЕКОТОРЫХ АССОЦИАТИВНЫХ АЛГЕБР
И АЛГЕБР ЛЕЙБНИЦА1

© 2008 С.М.Рацеев2

В случае произвольного поля получено асимптотическое поведение
роста ассоциативной алгебры верхнетреугольных матриц. Показано,
что если идеал тождеств ассоциативного многообразия содержит эле-
мент [x1, x2]...[x2s−1, x2s], то экспонента такого многообразия является
целой. Также для некоторых алгебр Лейбница с нильпотентным ком-
мутантом получен базис тождеств и оценки роста.

Ключевые слова: ассоциативная алгебра, алгебра Лейбница, многообра-
зие, базис, оценка роста.

Введение

Пусть K(X) — свободная алгебра над полем K, где X = {x1, x2, ...}—
счетное множество свободных образующих. Обозначим через A некоторую
PI-алгебру. Совокупность всех тождеств алгебры A образует T -идеал Id(A)
в свободной алгебре K(X). Пусть V —многообразие алгебр, порожденное ал-
геброй A. Тогда алгебра K(X,V) = K(X)/Id(A) является относительно свобод-
ной алгеброй многообразия V.

Пусть Pn —подпространство в пространстве K(X), состоящее из всех по-
лилинейных элементов степени n от переменных x1, ..., xn. В случае основ-
ного поля нулевой характеристики вся информация о многообразии V со-
держится в его полилинейных компонентах Pn(V) = Pn/(Pn ∩ Id(A)), n =
= 1, 2, .... Асимптотическое поведение последовательности cn(V) = dim Pn(V),
n = 1, 2, ..., называют ростом многообразия V.

Для произвольного многообразия V можно определить нижнюю и верх-
нюю экспоненты:

Exp(V) = lim
n→∞

n
√

cn(V), Exp(V) = lim
n→∞

n
√

cn(V).
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В случае их равенства введем обозначие Exp(V) = Exp(V) = Exp(V).

1. Рост ассоциативных многообразий, в которых
выполнено тождество [x1, x2]...[x2s−1, x2s] = 0

Хорошо известно (А.Регев [1]), что если в ассоциативной алгебре A вы-
полнено нетривиальное тождество, а значит многообразие V нетривиаль-
но, то последовательность cn(V) экспоненциально ограничена, то есть су-
ществуют такие константы α и a, что cn(V) � αan для любого n. В слу-
чае основного поля нулевой характеристики М.В. Зайцев и А.Джамбруно
[2–3] доказали, что экспонента произвольного нетривиального ассоциатив-
ного многообразия существует и является целым числом.

Под обозначением [x1, x2, ..., xn] будем понимать левонормированную рас-
становку коммутаторов [[[x1, x2], x3], ..., xn]. Обозначим через Vs ассоциатив-
ное многообразие, определенное тождеством

[x1, x2][x3, x4]...[x2s−1, x2s] = 0. (1.1)
Пусть UTs = UTs(K) — алгебра верхнетреугольных матриц порядка s над
полем K. Очевидно, что UTs ∈ Vs. Более того, для данной алгебры имеют
место следующие свойства (см. [4–5. С. 52]).

Теорема 1: (i) В случае произвольного поля K базис полилинейной
компоненты Pn(UTs) состоит из элементов вида

xi1 ...xik[x11, ..., x1a1]...[xc1, ..., xcac], (1.2)
где {xi1 , ..., xik , xi j} = {x1, ..., xn}, xi1 < ... < xik , k � 0, a1, ..., ac � 2, c � s − 1
и переменные в каждом коммутаторе [x j1, ..., x jaj] упорядочены следующим
образом:

x j1 > x j2 < x j3 < ... < x jaj .

(ii) Если поле K бесконечно, то полилинейное тождество (1.1) порож-
дает идеал тождеств алгебры UTs.

В работе [6] показано, что в случае поля нулевой характеристики ас-
социативное многообразие V имеет полиномиальный рост тогда и только
тогда, когда G,UT2 � V, где G — бесконечномерная алгебра Грассмана.

Пусть Ac = {[x1, x2]...[x2c−1, x2c]}T —идеал тождеств многообразия Vc. Оче-

видно, что Pn(Vs) �
s−1
⊕

c=0
Pn(Ac/Ac+1), так как A0/As � K(X,Vs), где A0 = K(X) —

свободная ассоциативная алгебра. Пространство Pn(Ac/Ac+1) есть линейная
оболочка следующих элементов:

Pn(Ac/Ac+1) =< xi1 ...xik[x11, ..., x1a1]...[xc1, ..., xcac] |
k � 0, a1, ..., ac � 2; {xi1 , ..., xik , xi j} = {x1, ..., xn} >K .

Заметим, что элементы xi1 , ..., xik , а также элементы x j3, ..., x jaj , j = 1, ..., c
можно менять местами, так как, меняя местами два рядом стоящих элемен-
та, мы дополнительно получаем элемент из Ac+1. Данное свойство назовем
(∗).
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Теорема 2: Пусть V —подмногообразие в Vs и основное поле произволь-
но. Тогда существуют такие константы d, N, α и β, причем d ∈ {0, 1, ..., s},
что для любого n � N будет выполняться следующее двойное неравенство:

nβdn � cn(V) � nαdn.

Доказательство данной теоремы проходит аналогичным образом, как и
доказательство такого же двойного неравенства для многообразий алгебр
Лейбница с нильпотентным коммутантом (см. [7]), с использованием про-
странств Pn(Id(V ∩ Vc)/Id(V ∩ Vc+1)) и свойства (∗).

2. Взаимосвязь алгебры UTs и многообразий алгебр
Лейбница с нильпотентным коммутантом

Алгебра Лейбница над полем K —неассоциативная алгебра, которая опре-
деляется тождеством

(xy)z = (xz)y + x(yz),

т.е. правое умножение на элемент алгебры является дифференцированием.
Любая алгебра Ли является, в частности, алгеброй Лейбница.

В элементах будем опускать скобки при их левонормированной расста-
новке, то есть a1a2...an = (((a1a2)a3...)an).

Пусть Ws —многообразие алгебр Лейбница, определяемое тождеством

x0(x1x2)(x3x4)...(x2s−1x2s) = 0.

В случае если характеристика основного поля равна нулю, то многообразие
W2 имеет почти полиномиальный рост (см. [8]). Более того, в работе [9]
было показано, что многообразие алгебр Лейбница V имеет полиномиаль-
ный рост тогда и только тогда, когда W2,N2A � V ⊂ Ws для некоторого s,
где N2A —многообразие алгебр Ли, определяемое тождеством

(x1x2)(x3x4)(x5x6) = 0.

Обозначим через UT 0
s алгебру верхнетреугольных s × s матриц над по-

лем K с нулевым умножением, то есть a0b0 = 0 для любых a0, b0 ∈ UT 0
s .

Рассмотрим прямую сумму векторных пространств UT 0
s и UTs:

Us = UT 0
s ⊕ UTs.

В пространстве Us определим умножение элементов следующим образом:

(a0 + a)(b0 + b) = (a0b)0 + [a, b].

Нетрудно проверить, что Us ∈ Ws.
Обозначим через Xi оператор правого умножения на элемент xi:

yXi = yxi, y(XiX j) = (yxi)x j,

где y, xi, x j — элементы свободной неассоциативной алгебры K(X).
Предложение: Пусть поле K бесконечно.
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1) В алгебре UTs выполнено полилинейное тождество

f (x1, x2, ..., xn) = 0 (2.1)

тогда и только тогда, когда в алгебре Us выполняется полилинейное тож-
дество

y f (X1, X2, ..., Xn) = 0. (2.2)

2) Полиномы

f1(x1, x2, ..., xn), f2(x1, x2, ..., xn), ..., fm(x1, x2, ..., xn) (2.3)

линейно независимы в пространстве Pn(UTs) тогда и только тогда, когда
линейно независимы в пространстве Pn+1(Us) следующие полиномы:

x1 fi(X̂1, X2, ..., Xn+1), ..., xn+1 fi(X1, X2, ..., X̂n+1), i = 1...m, (2.4)

где символ̂ означает, что соответствующий элемент пропущен.
Доказательство: 1) Пусть в UTs выполнено тождество (2.1). Тогда

полином f (x1, ..., xn) есть линейная комбинация элементов следующего вида
(теорема 1):

...[xi1 , xi2]...[xi3 , xi4 ]...[xi2s−1 , xi2s]... .

Подействовав эндоморфизмом ...[Xi1 , Xi2 ]...[Xi3 , Xi4]...[Xi2s−1 , Xi2s]... на элемент
y, получим такой элемент:

y...[Xi1 , Xi2 ]...[Xi3 , Xi4]...[Xi2s−1 , Xi2s]... = y...(xi1 xi2 )...(xi3 xi4 )...(xi2s−1 xi2s ),

который принадлежит идеалу тождеств алгебры Us. Поэтому в алгебре Us

выполнено тождество y f (X1, X2, ..., Xn) = 0.
Обратно, пусть в алгебре Us выполнено тождество (2.2). Предположим,

что тождество (2.1) не выполнено в алгебре UTs. Тогда найдутся такие
элементы a1, ..., an ∈ UTs, что f (a1, ..., an) = b � 0. Произведем следующую
подстановку в (2.2):

y → E0, x1 → a1, x2 → a2, ..., xn → an,

где E0 — единичная матрица из алгебры UT 0
s . Получаем, что

y f (X1, X2, ..., Xn) |y→E0 , x1→a1,...,xn→an
= b0 + c,

где 0 � b0 ∈ UT 0
s , c ∈ UTs. Поэтому тождество (2.2) не выполнено в алгеб-

ре Us. Противоречие. Таким образом, тождество (2.2) в алгебре Us влечет
тождество (2.1) в алгебре UTs.

2) Пусть элементы (2.3) линейно независимы в Pn(UTs). Рассмотрим ли-
нейную комбинацию ∑

1�i�m, 1� j�n+1

αi j x j fi(X1, ..., X̂ j, ..., Xn+1) = 0.

Предположим, что αi j � 0 для некоторых i и j. Подставим в данную ли-
нейную комбинацию элемент x2

j вместо элемента x j. Применяя тождество
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y(xx) = 0, которое справедливо в любой алгебре Лейбница, получим такую
линейную комбинацию:∑

1�i�m

αi j x
2
j fi(X1, ..., X̂ j, ..., Xn+1) = 0.

В силу пункта 1), приходим к выводу, что αi j = 0. Поэтому элементы (2.4)
линейно независимы в пространстве Pn+1(Us).

Если же элементы (2.3) линейно зависимы в Pn(UTs), то по пункту 1)
элементы

y fi(X1, X2, ..., Xn), i = 1, ...,m,

будут линейно зависимыми в Pn+1(Us), что означало бы линейную зависи-
мость элементов (2.4). Предложение доказано.

Теорема 3: Пусть K —произвольное поле. Тогда верно следующее.
(i) Базис полилинейной компоненты Pn(Us) состоит из элементов вида

xmxi1 ...xik(x11...x1a1)...(xc1...xcac), (2.5)

где m = 1, 2, ...n, {xm, xi1 , ..., xik , xi j} = {x1, ..., xn}, k � 0, a1, ..., ac � 2, c � s −
− 1, xi1 < ... < xik и переменные в каждой скобке (x j1...x jaj) упорядочены
следующим образом:

x j1 > x j2 < x j3 < ... < x jaj .

(ii) Если char K = 0, то тождество x0(x1x2)(x3x4)...(x2s−1x2s) = 0 порождает
идеал тождеств алгебры Us.

Доказательство: Покажем справедливость пункта (i). Сначала устано-
вим, что пространство Pn(Ws) является линейной оболочкой элементов вида
(2.5). Для упрощения записей рассмотрим только случаи s = 1 и s = 2.

Пусть s = 1. В этом случае в многообразии W1 выполнено тождество
yxσ(1)xσ(1)...xσ(n) = yx1x2...xn, где σ ∈ S n. Поэтому Pn(W1) есть линейная обо-
лочка таких элементов: xix1...x̂i...xn, i = 1, ..., n.

Пусть s = 2. Применяя правило дифференцирования, будем передвигать
переменные в элементе xmxi1 ...xin−1 , начиная со второй позиции. При этом
будут получаться элементы вида

xmxi1 xi2 ...xip(x j1 x j2 ...x jq),

где q � 2. Меняя местами переменные xi1 , xi2 , ..., xip , будем дополнительно
получать элемент из идеала тождеств многообразия W2, поэтому можно
считать, что i1 < i2 < ... < ip. В скобке (x j1 x j2 ...x jq) можно менять местами
переменные x j3 , ..., x jq, поскольку также будем дополнительно получать эле-
мент из Id(W2). Применяя тождество x(yz) = −x(zy), которое выполняется
в любой алгебре Лейбница, можно менять местами переменные x j1 и x j2 .
Далее, применяя тождество

y(x3x2x1) = −y(x1(x3x2)) = −y(x1x3x2) + y(x1x2x3) = y(x3x1x2) − y(x2x1x3),

получим, что пространство Pn(W2) есть линейная оболочка элементов тре-
буемого вида.
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Покажем линейную независимость элементов (2.5) в пространстве Pn(Us).
Предположим, что для некоторого n элементы вида (2.5) линейно зависимы
по модулю идеала тождеств алгебры Us. Тогда существует нетривиальная
линейная комбинация этих элементов, которая принадлежит Id(Us):∑

αm,i1,...,ik,(11,...,1a1),...,(c1,...,cac)xmxi1 ...xik(x11...x1a1)...(xc1...xcac) = 0.

Пусть для некоторого набора чисел

m, i1, ..., ik, (11, ..., 1a1), ..., (c1, ..., cac),

удовлетворяющего условию (2.5), αm,i1,...,ik,(11,...,1a1),...,(c1,...,cac) � 0. Сделаем сле-
дующую подстановку:

xm → e0
11, xi1 → e11, xi2 → e11, ..., xik → e11,

x11 → e12, x12 → e22, x13 → e22, ..., x1a1 → e22,

x21 → e23, x22 → e33, x23 → e33, ..., x2a2 → e33, ...,

xc1 → ec,c+1, xc2 → ec+1,c+1, xc3 → ec+1,c+1, ..., xcac → ec+1,c+1.

Тогда получим, что αm,i1,...,ik,(11,...,1a1),...,(c1,...,cac)e
0
1,c+1 = 0. Противоречие. Поэто-

му элементы (2.5) линейно независимы в Pn(Us) и Pn ∩ Id(Us) = Pn∩ Id(Ws).
Тем самым мы установили справедливость пунктов (i) и (ii). Теорема до-
казана.

Обозначим через NsA многообразие алгебр Ли, определяемое тождеством

(x1x2)(x3x4)...(x2s+1x2s+2) = 0,

а через UT (−)
s — алгебру верхнетреугольных матриц порядка s с умножением

[, ]: [a, b] = ab − ba, где a, b ∈ UTs. Понятно, что UT (−)
s+1 ∈ NsA. Аналогично

доказательству теоремы 3 проходит доказательство следующей теоремы.
Теорема 4: (i) В случае произвольного поля K базис полилинейной

компоненты Pn(UT (−)
s+1) состоит из элементов вида

x1xmxi1 ...xik(x11...x1a1)...(xc1...xcac),

где m = 2, 3, ...n, {xm, xi1 , ..., xik , xi j} = {x2, ..., xn}, k � 0, a1, ..., ac � 2, xi1 < ... < xik ,
c � s−1 и переменные в каждой скобке (xj1...x jaj) упорядочены следующим
образом:

x j1 > x j2 < x j3 < ... < x jaj .

(ii) Если char K = 0, то тождество (x1x2)...(x2s+1x2s+2) = 0 порождает
идеал тождеств алгебры UT (−)

s+1.
Пусть f (n) и g(n) —две функции натурального аргумента. Будем обозна-

чать f (n) ≈ g(n), если lim
n→∞

f (n)/g(n) = 1.
Следствие: В случае произвольного поля выполнены следующие соот-

ношения:
cn(UT (−)

s+1) ≈ nssn−s−1,

cn(Ws) = cn(Us) ≈ nssn−s,

cn(Vs) = cn(UTs) ≈ ns−1sn+1−s,
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где равенство ”= ” имеет место для любого n � 1.
Доказательство: В работе [10] показано, что cn(NsA) ≈ nssn−s−1. Из тео-

рем 1, 3 и 4 следуют такие равенства для любого n � 1:

cn(NsA) = cn(UT (−)
s+1), cn(Ws) = cn(Us), cn(Vs) = cn(UTs),

(n + 1)cn(UTs) = cn+1(Us), cn+1(UT (−)
s+1) = cn(Us).

Тем самым следствие доказано.
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In the paper asymptotic behavior of the growth of the algebra of
upper triangular matrices is studied. We prove that the growth expo-
nent of any associative variety satisfying identity [x1, x2]...[x2s−1, x2s] = 0
is integral. For some Leibniz algebras with nilpotent commutator subal-
gebra a basis of identities and asymptotic behavior of codimensions is
obtained.
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