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О РАЗРЕШИМОСТИ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ
ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ГЕЛЛЕРСТЕДТА1

© 2008 И.А.Кузнецова2

В статье рассматривается нелокальная задача для уравнения сме-
шанного типа с краевыми условиями, содержащими операторы дроб-
ного интегро-дифференцирования. Доказаны существование и един-
ственность решения.

Ключевые слова: нелокальная задача, обобщенные операторы дробного
интегро-дифференцирования, сингулярное интегральное уравнение.

1. Постановка задачи

Рассмотрим уравнение

sgn y|y|muxx + uyy = 0, m > 0 (1.1)

в области D, ограниченной гладкой кривой Γ с концами A(0, 0) и B(1, 0),
лежащей в полуплоскости y > 0, и характеристиками AC и BC в полуплос-
кости y � 0:

AC : x − 2
m + 2

(−y)
m+2

2 = 0, BC : x +
2

m + 2
(−y)

m+2
2 = 1.

Пусть D1 = D
⋂

(y > 0) — эллиптическая часть, D2 = D
⋂

(y < 0) — гипербо-
лическая часть смешанной области D, J —интервал 0 < x < 1 прямой y =
= 0, Θ0(x) — точка пересечения характеристик уравнения (1.1), выходящих
из точек x ∈ (0, 1), c характеристикой AC, C

(
1
2 ,−

1
2

)
.

Примем следующие обозначения: Hλ[0, 1] (0 < λ � 1) —пространство
функций, удовлетворяющих на отрезке [0, 1] условию Гельдера фиксиро-
ванного порядка λ [1],

(
Iα,β,η0+ f

)
(x) —обобщенный оператор дробного инте-

1Представлена доктором физико-математических наук, профессором О.А.Репиным.
2Кузнецова Ирина Анатольевна, кафедра высшей математики Самарского государ-

ственного архитектурно-строительного университета, 443001, Россия, г. Самара, ул. Мо-
лодогвардейская, 194.
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гро-дифференцирования с гипергеометрической функцией Гаусса [2]

(
Iα,β,η0+ f

)
(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
x−α−β

Γ(α)

x∫
0

(x − t)α−1F
(
α + β,−η;α; 1 −

t
x

)
f (t)dt (α > 0),(

d
dx

)n (
Iα+n,β−n,η−n
0+ f

)
(x) (α � 0, n = [−α] + 1).

Для исследования гладкости функций, входящих в интегральные уравне-
ния, нам понадобятся леммы из работы [2].

Лемма 1.1: Пусть 0 < −α < λ � 1 и β < min[0, η+1]. Если ϕ(x) ∈ Hλ[0, 1],
то

(
Iα,β,η0+ ϕ

)
(x) ∈ Hmin[λ+α,−β][0, 1].

Лемма 1.2: Пусть 0 < α < λ < 1 и λ − α < 1, ρ(x) = xµ, 0 � µ < λ − α + 1.
Если ϕ(x) ∈ Hλ

0(ρ; [0, 1]), то
(
Dα

0+ϕ
)
(x) ∈ Hλ−α

0 (ρ; [0, 1]).
Задача 1.1: Найти функцию u(x, y) со свойствами:

1) u(x, y) ∈ C(D)
⋂

C1(D)
⋂

C2(D1
⋃

D2) —решение уравнения (1.1);

2) u(x, y) удовлетворяет краевым условиям

u(x, y)|Γ = ϕ(x, y), (x, y) ∈ Γ,

A
(
Iα,β1,β1+2β−1
0+ u [Θ0(t)]

)
(x) + B

(
Iα−β+1,β1+2β−1,β1+β−1
0+ uy(t, 0)

)
(x) = ψ(x) ∀x ∈ J (1.2)

и условию сопряжения uy(x,−0) = uy(x,+0) ∀x ∈ J,

β =
m

2(m + 2)
, − β < α < 1 − ε, β1 > 0, β1 > max[0,α + β1 + 2β], ε > 0, (1.3)

A и B—ненулевые константы разных знаков, ϕ(x, y) и ψ(x) — такие заданные
функции, что ϕ(x, y) ∈ C(0, 1), ψ(x) ∈ Hλ[0, 1], α + β1 < λ � 1.

2. Единственность решения

Известно, что в области D2 решение уравнения (1.1) с начальными дан-
ными

lim
η−ξ→0

u(ξ, η) = τ(ξ),

lim
η−ξ→0

(
m + 2

4

)n

2β(η − ξ)2β
(
∂u
∂ξ

− ∂u
∂η

)
= ν2(ξ),

где ξ = x − 2
m + 2

(−y)
m+2

2 , η =
2

m + 2
(−y)

m+2
2 , имеет вид [3]

u(ξ, η) = γ1

η∫
ξ

(η − ξ)1−2βτ(t)

(η − t)1−β(t − ξ)1−β
dt − γ2

η∫
ξ

ν2(t)

(η − t)β(t − ξ)η
dt, (2.1)

γ1 =
Γ(2β)
Γ2(β)

, γ2 =
1
2

(
4

m + 2

)2β
Γ(1 − 2β)
Γ2(1 − β)

.
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Из равенства (2.1) следует

u [Θ0(x)] = γ1x
1−2β

x∫
0

tβ−1(x − t)β−1τ(t)dt − γ2

x∫
0

t−β(x − t)−βν2(t)dt =

= γ1Γ(β)
(
Iβ,0,β−1
0+ τ(t)

)
(x) − γ2Γ(1 − β)

(
I1−β,2β−1,β−1
0+ ν2(t)

)
(x).

(2.2)

Подставим (2.2) в краевое условие (1.2) и, преобразовав его с учетом свойств
операторов интегро-дифференцирования, получим

Aγ1Γ(β)
(
Iα+β,β1 ,β1+β−1
0+ τ(t)

)
(x)+

+
[
B − Aγ2Γ(1 − β)

] (
Iα−β+1,β1+2β−1,β1+β−1
0+ ν2(t)

)
(x) = ψ(x).

(2.3)

Из равенства (2.3) следует соотношение между функциями τ(x) и ν2(x)
для области D2

τ(x) =
Aγ2Γ(1 − β) − B

Aγ1Γ(β)

(
I1−2β
0+ ν2(t)

)
(x)+

+
1

Aγ1Γ(β)

(
I−(α+β),−β1 ,α+β1+2β−1
0+ ψ(t)

)
(x),

(2.4)

откуда

ν2(x) =
Aγ1Γ(β)

Aγ2Γ(1 − β) − B

(
I2β−1
0+ τ(t)

)
(x)+

+
1

B − Aγ2Γ(1 − β)

(
I−(α−β+1),−(β1+2β−1),α+β1

0+ ψ(t)
)
(x).

(2.5)

Сформулируем принцип экстремума для задачи 1.1.
Лемма 2.1: Пусть ψ(x) ≡ 0. Тогда решение u(x, y) задачи 1.1 для урав-

нения (1.1) положительный максимум (отрицательный минимум) в области
D1 принимает на кривой Γ.

Доказательство: При ψ(x) ≡ 0

ν2(x) =
Aγ1Γ(β)

Aγ2Γ(1 − β) − B

(
D1−2β

0+ τ(t)
)
(x). (2.6)

Функция u(x, y) в области D1 не может достигать экстремума. Предполо-
жим, что положительный максимум в области D1 достигается в точке P(x0, 0),
x0 ∈ J. Учитывая, что дробные производные

(
D1−2β

0+ τ
)
(x) в точке положитель-

ного максимума строго положительны (в точке отрицательного минимума
строго отрицательны) [4], при выполнении условия AB < 0 из равенства
(2.5) получаем, что ν2(x0) > 0 . Последнее противоречит принципу Зарем-
ба—Жиро. Следовательно, функция u(x, y) не может достигать положитель-
ного максимума в области D1 в точке P(x0, 0), x0 ∈ J. Аналогично доказы-
вается, что u(x, y) не может достигать отрицательного минимума в области
D1. Из принципа экстремума следует, что задача 1.1 не может иметь более
одного решения.
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3. Существование решения

Положим, что контур Γ является ”нормальной кривой”(
x −

1
2

)2

+
4

(m + 2)2
ym+2 =

1
4
,

x = x(s), y = y(s) —параметрическое уравнение кривой Γ (0 � s � l); функции
x(s) и y(s) имеют непрерывные производные x′(s), y′(s), не обращающиеся
одновременно в нуль на [0, l], где l —длина Γ. Производные x′′(s), y′′(s)
удовлетворяют условию Гельдера на [0, l]; в окрестности точек A и B на

кривой Γ выполняется условие
∣∣∣∣∣dx
ds

∣∣∣∣∣ � C2y(m+1)(s), где C = const.

Решение задачи (1.1) в указанной выше области D1 записывается сле-
дующим oбразом [3]:

u(x, y) = ky

1∫
0

τ(t)
{ [

(x − t)2 +
4

(m + 2)2
ym+2

]β−1

−

−
[
(x + t − 2xt)2 + (1 − 2β)2(1 − 2t)2ym+2

]β−1 }
dt−

−k(1 − β)(m + 2)

(
1
4
− R2

)
y

l∫
0

ϕ(s)(r2
1)

β−2F(1 − β, 1 − β; 1 − 2β; 1 − σ)
dξ
ds

ds,

(3.1)

где k =
1
4π

(
4

m + 2

)2−2β
Γ2(1 − β)
Γ(2 − 2β)

, R2 =

(
x −

1
2

)2
+

4

(m + 2)2
ym+2.

Из равенства (3.1) следует соотношение между функциями τ(x) и ν1(x):

τ(x) = −k

1∫
0

ν1(t)
[
|x − t|−2β − (x + t − 2xt)−2β

]
dt −

1∫
0

H1(x, t)ν1(t)dt + Φ(x), (3.2)

k1 =
1
4π

(
4

m + 2

)2β
Γ2(β)
Γ(2β)

,

H1(t, x) =

l∫
0

ρ1(s; t, 0)G01(ξ, η; x, 0)ds, Φ(x) = −
l∫

0

ϕ(s)ρ1(s, x; 0)ds,

G01(ξ, η; x0, y0) —функция Грина задачи Неймана (задачи N). Приведем яв-
ный вид функции Грина задачи N для нормальной области [3].

G01(x, y; x0, y0) = q1(x, y; x0, y0) − (2r0)
−2βq1

(
x −

1
2
, y; x0, y0

)
,

x0 =
x0 − 1

2

4r2
0

, y0
m+2

2 =
y

m+2
2

0

4r2
0

,
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q1(x, y; x0, y0) = k1(r
2
1)
−βF(β, β, 2β, 1 − σ), r2

0 =

(
x0 −

1
2

)2

+
4

(m + 2)2
ym+2
0 .

Исключим τ(x) из равенств (2.4) и (3.2), положив ν(x) = ν1(x) = ν2(x).
После преобразований с учетом свойств операторов дробного интегро-

дифференцирования получим

Aγ2Γ(1 − β) − B
Aγ1Γ(β)

ν(x) + D1−2β
0+

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝k1

1∫
0

ν(t)
[
|x − t|−2β − (x + t − 2xt)−2β

]
dt

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠+
+D1−2β

0+

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1∫

0

H1(x, t)ν(t)dt

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = − 1
Aγ1Γ(β)

(
D1−2β

0+ g
)
(x) +

(
D1−2β

0+ Φ
)
(x),

(3.3)

где g(x) =
(
I−(α+β),−β1 ,α+β1+2β−1
0+ ψ

)
(x).

После стандартных вычислений уравнение (3.3) можно привести к син-
гулярному интегральному уравнению

c1ρ(y) +
c2

π

1∫
0

ρ(τ)
τ − y

dτ = F(y), (3.4)

c1 =
Aγ2Γ(1 − β) − B

Aγ1Γ(β)
+

k1

Γ(2 − 2β)
π(1 − cos 2πβ)

sin 2πβ
,

c2 =
k1

Γ(2 − 2β)
π, c2

1 + c2
2 � 0

(3.5)

ρ(y) = x−2β(1 − 2x + 2x2)ν(x), (3.6)

F(y) = x−2βF1(y), F1 = ( f1(y) + f2(y) + f3[ν])(1 − 2x + 2x2), (3.7)

f1(y) = −
1

Aγ1Γ(β)

(
D1−2β

0+ g
)
(x), (3.8)

f2(y) =
(
D1−2β

0+ Φ
)
(x), (3.9)

f3[ν] = −
1

Γ(2 − 2β)

1∫
0

K1(x, t)ν(t)dt,

K1(x, t) =
x∫

0

1

(x − ξ)1−2β

∂H1(t, ξ)
∂ξ

dξ.

(3.10)

Исследуем правую часть уравнения (3.4), следуя леммам 1.1 и 1.2. Учи-
тывая, что ψ(x) ∈ Hλ[0, 1], при выполнении условия (1.3) согласно лемме
1.1 имеем

g(x) ∈ Hλ0[0, 1], λ0 = min[λ − (α + β), β1].

Далее, следуя лемме 1.2, делаем вывод о том, что

f1(y) ∈ Hλ0−(1−2β)[0, 1], (3.11)

так как 0 < 1 − 2β < λ0 < 1, λ0 − (1 − 2β) < 1.
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Функцию f2(y), определяемую равенством (3.9), представим в виде

f2(y) =
1
Γ(2β)

x∫
0

(x − t)2β−1Φ′(t)dt.

Согласно результатам, полученным в работе [3],

f2(y) ∈ Hµ[0, 1], µ > β, (3.12)

при условии, что |ϕ(s)| < C1(l− s)1+2β, |ϕ(s)| < C2s1+2β. Из известных свойств
функции H(t, x), приведенных в работе [3], следует, что ядро K1(x, t) являет-
ся ограниченной в квадрате 0 � x, t � 1 функцией и удовлетворяет условию
Гельдера с показателем 0 < ε < 1. Тогда можно утверждать, что

1∫
0

K1(x, t)ν(t)dt ∈ C(0,ε)[0, 1]
⋂

C∞(0, 1). (3.13)

Из условий (3.11)–(3.13) следует, что

F1(y) ∈ Hh[0, 1], h = min(λ0 − (1 − 2β), µ).

Решение сингулярного интегрального уравнения (3.4) построим в соответ-
ствии с теорией, изложенной в работе [1]. Для определения индекса χ урав-

нения (3.4) рассмотрим функцию G(x) =
c1 − ic2

c1 + ic2
, Θ(x) = argG(x) = 2πn −

− 2 arctg
c2

c1
. Выберем

0 � Θ(0) < 2π,

т.е. Θ(0) = 2π−2 arctg
c2

c1
. Решение уравнения будем искать в классе функций,

ограниченных в точке x = 1 и неограниченных в точке x = 0, следовательно,
n0 = 1, а n1 = 0. Таким образом, индекс уравнения есть

χ =

[
Θ(1)
2π

]
+ n0 + n1 − 1 =

[
1 − 1

π
arctg

c2

c2

]
+ 1 + 0 − 1 = 0.

Согласно утверждению теоремы 3.2 из работы [1] уравнение (3.4) без-
условно разрешимо и его общее решение дается формулой

ρ(y) =
c1

c2
1 + c2

2

F(y) − c2

π(c2
1 + c2

2)

1∫
0

( x
t

)µ0
(
1 − x
1 − t

)µ1 F(t)
t − x

dt, (3.14)

µ0 = 1 − n0 −
Θ(0)
2π
=

1
π

arctg
c2

c1
− 1,

µ1 =
Θ(1)
2π

−
[
Θ(1)
2π

]
− n1 = 1 −

1
π

arctg
c2

c1
.

Таким образом, доказана следующая теорема.
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Теорема 3.1: Пусть
1) на ”нормальной кривой” Γ в окрестности точек A и B выполняется

условие
∣∣∣∣∣dx
ds

∣∣∣∣∣ � C2y(m+1)(s), где C = const;

2) ϕ(x, y) ∈ C(0, 1), |ϕ(s)| < C1(l − s)1+2β, |ϕ(s)| < C2s1+2β;
3) ψ(x) ∈ Hl[0, 1], α + β < λ � 1;
4) β =

m
2(m + 2)

, − β < α < 1 − ε, β1 > 0, β1 > max[0,α + β1 + 2β], ε > 0,

AB < 0. Тогда задача 1.1 имеет единственное решение u(x, y), определяемое
равенствами (3.1) и (2.1) для областей D1 и D2, ν(x) определяется равен-
ством (3.6), а функция ρ(y) —формулой (3.14), c1, c2, F(y) удовлетворяют
условиям (3.5) и (3.7)–(3.10).
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