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КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА ДВАЖДЫ
ВЫРОЖДАЮЩИХСЯ УРАВНЕНИЙ СОСТАВНОГО

ТИПА1

© 2008 А.М.Абдрахманов2

Для уравнений составного типа

K(t)Autt −Bu = f (x, t)

с эллиптико-параболическими операторами A и B и неотрицательной
функцией K(t) ставится краевая задача типа задачи E. Для постав-
ленной краевой задачи доказываются теоремы существования обоб-
щенных и ”почти регулярных” решений.

Ключевые слова: уравнение составного типа, пространственное вырожде-
ние, вырождение по выделенной переменной, краевая задача, обобщенное
решение, регулярное решение, существование.

Пусть Ω есть ограниченная область пространства �n с гладкой (для про-
стоты бесконечно-дифференцируемой) границей Γ, Q — есть цилиндр Q =
= Ω × (0, T ), 0 < T < +∞, S есть боковая граница цилиндра Q.

Предположим, что ai j(x), bi j(x), i, j = 1, ..., n, a0(x), b0(x), K(t) и f (x, t)
суть заданные при x ∈ Ω, t ∈ [0, T ] функции, A и B—дифференциальные
операторы вида:

Au =
∂

∂xi
(ai j(x)uxj ) + a0(x)u,

Bu =
∂

∂xi
(bi j(x)uxj ) + b0(x)u

(по повторяющимся индексам здесь и далее ведется суммирование в пре-
делах от 1 до n). Далее, пусть для функции K(t) выполняются условия:

K(0) = 0, K(t) > 0, t ∈ (0, T ].

1Представлена доктором физико-математических наук, профессором Л.С.Пулькиной.
2Абдрахманов Айдар Максутович (kickufa@online.ru), кафедра математики Уфим-

ского государственного авиационного технического университета, 450057, Россия,
Уфа-57, а/я 4925.
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Краевая задача: – найти функцию u(x, t), являющуюся в цилиндре Q
решением уравнения

Lu ≡ K(t)Autt −Bu = f (x, t) (1)

и такую, что для нее выполняются условия

u(x, t) |S= 0, (2)

u(x, T ) = 0, x ∈ Ω. (3)

Оператор A в дальнейшем будет предполагаться эллиптико-параболи-
ческим (точные условия см. ниже); тем самым в уравнении (1) допуска-
ется двойное вырождение — вырождение как по выделенной переменной t,
так и по пространственным переменным. Далее, оператор B, в частности,
может быть строго эллиптическим. Тогда в случае ai j(x) ≡ 0 при x ∈ Ω,
i, j = 1, ..., n уравнения (1) будут вырождающимися эллиптическими уравне-
ниями, в случае строго эллиптического оператора A— вырождающимися
уравнениями составного типа, в случае эллиптико-параболического опера-
тора A, как уже говорилось выше, дважды вырождающимся уравнением
составного типа. В случае K(t) ≡ 1 уравнения (1) с эллиптико-параболиче-
скими операторами A и B изучались в работе [1] (см. также [2, 3]).

Из сказанного выше следует, что настоящую работу можно рассматри-
вать как продолжение исследований [1], связанных с уравнениями (1) в
случае K(t) ≡ 1. Отметим также, что дважды вырождающиеся уравнения,
но с производными нечетного порядка по выделенной переменной, рассмат-
ривались ранее в работе [4].

Всюду ниже операторы A и B будут считаться эллиптико-параболиче-
скими на множестве Ω.

Определение 1: Пространством HL называется пространство, полу-
ченное замыканием множества функций из класса C2(Q), для которых вы-
полняются условия (2) и (3), по норме

||u||HL =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∫
Q

(
K(t)ai juxituxjt + bi juxiuxj + u2

)
dxdt

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
1
2

.

Определение 2: Обобщенным решением краевой задачи (1)–(3) назы-
вается функция u(x, t), принадлежащая пространству HL и такая, что для
любой функции v(x, t) из класса C2(Q), обращающейся в ноль по поверхно-
сти S и при t = T , выполняется интегральное тождество∫

Q

[
Kai juxjtvxit − Kta

i juxjtv − Ka0utvt − Kta0utv + bi juxj vxi − b0uv
]
dxdt =

=

∫
Q

f vdxdt.
(4)

Теорема 1: Пусть выполняются условия

ai j(x) ∈ C2(Ω), bi j(x) ∈ C2(Ω), i, j = 1, .., n;
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ai j(x) = aji(x), bi j(x) = bji(x), i, j = 1, .., n, x ∈ Ω;

a0(x) ∈ C(Ω), b0(x) ∈ C(Ω), K(t) ∈ C2([0, T ]);

K(t) > 0, t ∈ (0, T ], K(0) = 0;

ai j(x)ξiξ j � 0, bi j(x)ξiξ j � 0, x ∈ Ω, ξ ∈ Rn;[
bi j(x) −

1
2
Ktt(t)a

i j(x)

]
ξiξ j � β0|ξ|2, β0 > 0, x ∈ Ω, ξ ∈ Rn;

a0(x) � 0, b0(x) � −b0 < 0, b0(x) −
1
2
Ktt(t)a0(x) � 0, x ∈ Ω.

Тогда для любой функции f (x, t) такой, что f (x, t) ∈ L2(Q), ft(x, t) ∈ L2(Q),
f (x, 0) = f (x, T ) = 0 при x ∈ Ω, краевая задача (1)–(3) имеет решение u(x, t)
такое, что u(x, t) ∈ HL, u(x, t) ∈ L2(0, T ; W1

2 (Ω)).
Доказательство: Пусть ε есть положительное число. Положим

Kε(t) = K(t) + ε, ai j
ε (x) = ai j(x) + εδi

j,

где δi
j — символ Кронекера,

Lε(u) = Kε(t)

[
∂

∂xi

(
ai j
ε uxjtt

)
+ a0(x)utt

]
−Bu.

Рассмотрим краевую задачу: найти функцию (x, t), являющуюся в ци-
линдре Q решением уравнения

Lε(u) = f (x, t), (1∗)

и такую, что для нее выполняются условия (2) и (3), а также условие

u(x, 0) = 0, x ∈ Ω. (3∗)

Данная задача при выполнении указанных в формулировке теоремы
условий имеет решение u(x, t) такое, что (см. [1–3, 5])

u(x, t) ∈ L∞(0, T ; W2
2 (Ω)), ut(x, t) ∈ L∞(0, T ; W2

2 (Ω)),

utt(x, t) ∈ L∞(0, T ; W2
2 (Ω)), uttt(x, t) ∈ L2(0, T ; W2

2 (Ω)).

Покажем, что для этих решений имеют место нужные априорные оценки.
Рассмотрим равенство∫

Q

Lεu · udxdt =
∫
Q

f · udxdt.

Интегрируя по частям, используя условия (2), (3) и (3∗), а также усло-
вия теоремы и неравенство Юнга, нетрудно получить неравенство∫

Q

Kεa
i j
ε uxituxjtdxdt + β0

n∑
i=1

∫
Q

u2
xi
dxdt �

� δ2

2

∫
Q

u2dxdt +
1

2δ2

∫
Q

f 2dxdt, (5)
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в котором δ есть произвольное положительное число. Используя известное
неравенство ∫

Q

u2dxdt � C0

n∑
i=1

∫
Q

u2
xi
dxdt,

постоянная C0 в котором определяется лишь областью Ω, подбирая далее
число δ достаточно малым, получим, как следствие неравенства (5), первую
априорную оценку∫

Q

Kεa
i j
ε uxituxjtdxdt +

n∑
i=1

∫
Q

u2
xi
dxdt +

∫
Q

u2dxdt � C1 (6)

с постоянной C1, определяющейся лишь областью Ω, коэффициентами опе-
раторов A и B, а также функциями K(t) и f (x, t).

На следующем шаге рассмотрим равенство

−
∫
Q

Lεu · uttdxdt = −
∫
Q

f · uttdxdt.

Интегрируя по частям как в левой части данного неравенства, так и
в правой, используя условия (2), (3) и (3∗), условия теоремы и применяя
неравенство Юнга, получим, что для решений краевой задачи (1∗), (2), (3),
(3∗) будет выполняться оценка∫

Q

Kεa
i j
ε uxittuxj ttdxdt +

∫
Q

bi juxituxjtdxdt +
∫
Q

u2
t dxdt � C2 (7)

с постоянной C2, определяющейся лишь областью Ω, коэффициентами опе-
раторов A и B, а также функциями K(t) и f (x, t).

Оценок (6) и (7) уже вполне достаточно для доказательства теоремы.
Именно, обозначая через uε(x, t) решение краевой задачи (1∗), (2), (3), (3∗),
используя далее стандартные рассуждения о выборе из семейства функций
uε(x, t) слабо сходящейся подпоследовательности и переходе к пределу при
ε → 0, нетрудно получить, что для предельной функции u(x, t) будет вы-
полняться интегральное тождество (4) и будут сохраняться нужные вклю-
чения, имеющие место при ε > 0 вследствие оценок (6) и (7).

Теорема, таким образом, доказана.
Теорема 2: Пусть выполняются условия теоремы 1 и дополнительные

условия
bi j(x)ξiξ j � β1|ξ|2, β1 > 0, x ∈ Ω, ξ ∈ �n;

ai j(x)ξiξ j � α0|ξ|2, α0 > 0, x ∈ Γ, ξ ∈ �n;

|Kt(t)| � M
√

K(t), |Ktt(t)| � M
√

K(t), M � 0, t ∈ [0, T ].

Тогда для любой функции f (x, t) такой, что

f (x, t) ∈ L2(Q), ft(x, t) ∈ L2(Q), ftt(x, t) ∈ L2(Q),

fxitt(x, t) ∈ L2(Q), i = 1, ..., n, f (x, 0) = f (x, T ) = 0
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при x ∈ Ω, краевая задача (1)–(3) имеет решение u(x, t) такое, что

u(x, t) ∈ L2(0, T ; W2
2 (Ω)),

ut(x, t) ∈ L2(0, T ; W2
2 (Ω)), utt(x, t) ∈ L2(0, T ; W2

2 (Ω)).

Доказательство: Вновь воспользуемся методом регуляризации — опе-
ратор Lε определим, также как ранее, а функции ai j

ε (x) определим равен-
ствами

ai j
ε (x) = ai j(x) + εbi j(x).

Поскольку при фиксированном положительном ε оператор Lε вновь бу-
дет эллиптическим, то краевая задача (1∗), (2), (3), (3∗) вновь будет разре-
шима в указанном при доказательстве теоремы 1 классе; более того, вслед-
ствие принадлежности функций ft(x, t), ftt(x, t) пространству L2(Q) для реше-
ния u(x, t) этой краевой задачи будут выполняться включения (см. [1–3, 5])

uttt(x, t) ∈ L2(0, T ; W2
2 (Ω)), utttt(x, t) ∈ L2(0, T ; W2

2 (Ω)).

Заметим, что для решений краевой задачи (1∗), (2), (3), (3∗) будут вы-
полняться оценки (6) и (7). Далее, при x ∈ Ω выполняются равенства

utt(x, 0) = utt(x, T ) = 0.

Интегрируя по частям в равенстве∫
Q

Lεu · uttttdxdt =
∫
Q

f · uttttdxdt

и используя условия теоремы, нетрудно получить оценку∫
Q

Kεa
i j
ε uxitttuxj tttdxdt +

n∑
i=1

∫
Q

u2
xi ttdxdt +

∫
Q

u2
ttdxdt � C3 (8)

с постоянной C3, определяющейся лишь областью Ω, коэффициентами опе-
раторов A и B, а также функциями K(t) и f (x, t).

Рассмотрим теперь равенство∫
Q

Lεu ·Aεuttdxdt =
∫
Q

f ·Aεuttdxdt.

Интегрируя по частям, данное равенство нетрудно преобразовать к виду∫
Q

Kε (Aεutt)
2 dxdt +

∫
Q

∂

∂xi

(
ai juxjt

)
· ∂
∂xk

(
bkluxlt

)
dxdt+

+ε

∫
Q

[
∂

∂xi

(
bi juxjt

)]2
dxdt +

∫
Q

a0B0ut · utdxdt+

+

∫
Q

b0utAεutdxdt = −
∫
Q

ftAεutdxdt.

(9)
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Введем необходимый для дальнейшего изложения интеграл

I1 =
∫
Q

∂

∂xi

(
ai juxjt

) ∂
∂xk

(
bkluxlt

)
dxdt.

Вследствие условий теоремы, существует область Ω1, расположенная в Ω
и такая, что в ней выполняется неравенство

ai j(x)ξiξ j � α0

2
|ξ|2. (10)

Интеграл I1 интегрированием по частям преобразуется к виду

I1 =
∫
Q

ai jbkluxi xktuxj xltdxdt −
1
2

∫
Q

(
ai j

xk b
kl
)
xl

uxituxjtdxdt−

−
1
2

∫
Q

(
ai jbkl

xi

)
x j

uxktuxltdxdt +
∫
Q

ai j
xk b

kl
xi
uxjtuxltdxdt + IΓ,

(11)

где через IΓ обозначены возникающие после интегрирования по частям гра-
ничные интегралы. Вследствие неравенства (10), эллиптико-параболично-
сти оператора A и эллиптичности оператора B имеем∫

Q

ai jbkluxi xktuxj xltdxdt =
∫

Ω1×(0,T )

ai jbkluxi xktuxj xltdxdt+

+

∫
(Ω\Ω1)×(0,T )

ai jbkluxi xktuxj xltdxdt � m0

n∑
i, j=1

∫
Ω1×(0,T )

u2
xi x jtdxdt,

где постоянная m0 положительна и определяется лишь функциями ai j(x)
и bi j(x). Далее, вследствие оценки (7) и эллиптичности оператора B вто-
рой, третий и четвертый интегралы равенства (11) в сумме ограничены по
модулю числом, не зависящим от функции u(x, t) и от числа ε. Наконец,
интеграл IΓ с помощью условия (2) преобразуется к интегралу по границе
от некоторой квадратичной формы производных uxit, i = 1, ..., n (см. доказа-
тельство второго основного неравенства для эллиптических операторов в
[6, 7]). Используя это преобразование и применяя теоремы вложения, по-
лучаем, что имеет место неравенство

|IΓ| � δ

n∑
i, j=1

∫
Ω1×(0,T )

u2
xi x jtdxdt +C(δ)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
n∑

i=1

∫
Q

u2
xitdxdt +

∫
Q

u2
t dxdt

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
с произвольным положительным числом δ. Суммируя, подбирая число δ

малым, еще раз используя неравенство (7), получаем, что выполняется оцен-
ка

I1 � m1

n∑
i, j=1

∫
Ω1×(0,T )

u2
xi x jtdxdt − M0, (12)

в которой числа m1 и M0 положительны и определяются лишь коэффици-
ентами операторов A и B, областью Ω и функциями K(t) и f (x, t).
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Вернемся к равенству (9). Оценки (12) и (7), а также неравенство Юн-
га дают следствие из этого равенства — именно, оценку решений краевой
задачи (1∗), (2), (3), (3∗):∫

Q

Kε (Aεutt)
2 dxdt +

n∑
i, j=1

∫
Ω1×(0,T )

u2
xi x jtdxdt � M1 (13)

с постоянной M1, определяющейся лишь коэффициентами операторов A и
B, областью Ω и функциями K(t) и f (x, t).

Рассмотрим следующее равенство∫
Q

Lεu ·Aεuttttdxdt =
∫
Q

f ·Aεuttttdxdt. (14)

Заметим, что при x ∈ Ω выполняются равенства utt(x, 0) = utt(x, T ). Ис-
пользуя эти равенства, интегрируя в (14) по частям, используя далее усло-
вия теоремы и повторяя рассуждения, которые привели к оценке (13), ис-
пользуя по ходу оценку (8), получим, что для решений краевой задачи (1∗),
(2), (3), (3∗) выполняется оценка∫

Q

Kε (Aεutttt)
2 dxdt � M2 (15)

с постоянной M2, определяющейся лишь коэффициентами операторов A и
B, областью Ω и функциями K(t) и f (x, t).

Продифференцируем уравнение (1∗) дважды по переменной t (это воз-
можно). Запишем полученное уравнение в следующем виде:

Butt = KεAεutttt + 2KtAεuttt + KttAεutt + ftt. (16)

В (16) правая часть вследствие оценок (13) и (15), а также вследствие
условий на функции K(t) и f (x, t), принадлежит пространству L2(Q). Но то-
гда вследствие эллиптичности оператора B и вследствие второго основного
неравенства для эллиптических операторов для решений краевой задачи
(1∗), (2), (3), (3∗) будет выполняться оценка

n∑
i, j=1

∫
Ω

u2
xi x j ttdxdt � M3 (17)

с постоянной M3, определяющейся лишь коэффициентами операторов A и
B, областью Ω и функциями K(t) и f (x, t).

С помощью оценок (7), (8) и (17) теперь нетрудно показать, что из се-
мейства {uε(x, t)} решений краевой задачи (1∗), (2), (3), (3∗) можно выбрать
сходящуюся последовательность; предельная для этой последовательности
функция u(x, t) и будет требуемым решением краевой задачи (1)–(3).

Теорема доказана.
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In the paper a problem for a composite type equation

K(t)Autt −Bu = f (x, t)

with elliptic-parabolic operators A and B and nonnegative function K(t)
is studied.

For this problem existence of generalized and ”almost regular” solu-
tions is proved.
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