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ВАРИАНТ КРИТЕРИЯ ПРОЧНОСТИ
ДЛЯ ИЗОТРОПНЫХ ПОЛИМЕРОВ

© 2008 М.М.Алиев, Н.Г.Каримова1

В статье рассматривается новый критерий прочности для изотроп-
ных полимеров, находящихся под действием высокого уровня гидро-
статического давления. Получены результаты сравнения с критерием
прочности в виде экспоненциальной функции между первым инва-
риантом тензора напряжений и вторым инвариантом девиатора на-
пряжений и с известными критериями прочности Баландина, Друк-
кера–Прагера. В отличие от критериев прочности для изотропных
материалов, преимущество нового критерия состоит в том, что он
содержит только два параметра прочности (предел прочности при
растяжении и сжатии).

Ключевые слова: изотропный полимер, критерий прочности, тензор на-
пряжений.

Такие новые материалы, как труднодеформируемые сплавы, однона-
правленные композиты, изотропные полимеры, требуют разработки крите-
риев прочности, учитывающих существенность действия шарового тензо-
ра. Влияние гидростатического давления на характеристики прочности и
на напряжения разрушения было установлено в работах [1, 2], а на харак-
теристики текучести полимеров экспериментально показано в [3]. В рабо-
те [4] проведено экспериментальное исследование зависимости прочностных
свойств двух однонаправленно армированных композитных материалов от
величины наложенного высокого гидростатического давления.

Таким образом, актуальна задача о разработке, для некоторых видов
материалов, критерия прочности, который будет учитывать влияние высо-
кого уровня гидростатического давления. Один из таких критериев был
предложен в [5], где учитывается то обстоятельство, что одно лишь гидро-
статическое давление не может вызвать разрушения, так как при возрас-
тании давления (в направлении отрицательных значений гидростатической
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оси) поверхность разрушения стремится к прямой, параллельной гидроста-
тической оси.

Новый критерий прочности, предлагаемый в работе [5], для изотропных
полимеров в виде экспоненциальной функции между первым инвариантом
тензора напряжений и вторым инвариантом девиатора напряжений имеет
вид

η + (η + k) exp

(
ξ

ξ0
− 1

)
− k = 0, (1)

где k и ξ0 —константы материала;

η =
1√
3

√
(σ1 − σ2)2 + (σ1 − σ3)2 + (σ2 − σ3)2 (2)

—полярная координата в девиаторной плоскости;

ξ =
1√
3

(σ1 + σ2 + σ3) (3)

где σ1 > σ2 > σ3 — главные напряжения.
В теории пластичности со специальной оговоркой часто критерий проч-

ности принимается как условие текучести и используется для определения
предельной нагрузки. Решение задач теории пластичности в условиях плос-
кой деформации для пластичных материалов, используя критерий (1), как
условие текучести, является непростой задачей. Это связано с тем, что най-
ти соотношение для напряжений, удовлетворяющих этому критерию, доста-
точно сложно.

1. Вариант критерия прочности

Рассмотрим вариант построения критерия прочности для материалов,
работающих в условиях высокого уровня гидростатического давления.

В своих работах В.В.Соколовский [6] принимает специальное условие
текучести для пластичных материалов в условиях плоской деформации как
синусоидальную зависимость.

Исходя из предложения В.В.Соколовского, критерий прочности для изо-
тропных материалов, в том числе, полимеров принимаем в виде синусои-
дальной зависимости между параметрами η и ξ в виде

η = A sin

(
B − ξ

A

)
, (4)

где η и ξ определяются по (2) и (3), A и B—постоянные, зависящие от
характеристик прочности материала.

В отличие от критериев прочности для изотропных материалов, пред-
ложенных в [7, 8], преимущество критериев (1) и (4) состоит в том, что
они содержат только два параметра прочности (предел прочности при рас-
тяжении и сжатии).
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Согласно (5)
B − ξ

A
= arcsin

η

A
.

Разложив по ряду Тейлора, получим

B − ξ = η + η3

6A2
+

3η5

40A4
+ ... . (5)

Отсюда, оставляя два члена полинома, получим выражение критерия проч-
ности в виде

η3 +C
(
η + ξ

)
= D,

где C = 6A2, D = 6A2B.
Принимая из ряда три члена полинома, критерий прочности получим

в виде
η5 + η3C1 +C2

(
η + ξ

)
= D1 (7)

где C2 = 40A2, D1 = 40A4B, C1 =
20
3

A2.
Критерии (6) и (7), в отличие от (1) и (5), имеют традиционный вид.

Если разложение в ряд осуществить для экспоненциальной зависимости,
согласно (1), и для синусоида, согласно (4), то оба критерия имели бы
громоздкий вид.

Подставляя (2) и (3) в (6), критерий прочности приведем к разверну-
тому виду:

1

3
√

3

[
(σ1 − σ2)

2 + (σ1 − σ3)
2 + (σ2 − σ3)

2
] 3

2
+

+
C√
3

([
(σ1 − σ2)

2 + (σ1 − σ3)
2 + (σ2 − σ3)

2
] 1

2
+ (σ1 + σ2 + σ3)

)
= D.

(8)

Постоянные входящие в (8) могут быть определены из двух простых
испытаний.

При одноосном растяжении получим:

2
√

2

3
√

3
σ3

P +
C√
3

(√
2 + 1

)
σP = D. (9)

При одноосном сжатии:

2
√

2

3
√

3
σ3

C +
C√
3

(√
2 − 1

)
σC = D, (10)

где σP и σC —пределы прочности материала при одноосном растяжении и
сжатии соответственно.

Решая совместно (9) и (10), получим

C =
2
√

2
(
σ3

C − σ3
P

)
/3(√

2 + 1
)
σP −

(√
2 − 1

)
σC

= 6A2;

D =
2
√

2

3
√

3
σ3

P +C

√
2 + 1√

3
σP.
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Входящие в (7) постоянные связаны с C и D следующими зависимостя-
ми:

C1 =
10
9

C, C2 =
20
3

C, D1 =
20
3

D.

2. Результаты сравнения критериев прочности

Проведем сравнение предложенного нами критерия (6) с критерием (1).
Также рассмотрим известный критерий прочности Баландина [9], который
в параметрах η и ξ выглядит в следующем виде:

1, 5η2 +
√

3ξ (σC − σP) = σCσP. (11)

В координатной системе η и ξ построим предельные кривые для поли-
метилметакрилата (ПММА) с характеристиками прочности σC = 108 МПа;
σP = 85 МПа [5] (рис. 1).

Рис. 1. Предельные кривые в плоскости η и ξ для ПММА

На рис. 2 представлены предельные кривые, построенные для эпок-
сидного компаунда с характеристиками прочности σC = 38, 6 МПа; σP =

= 26 МПа [5].
Поверхность критерия (1) близка к конической при малых гидростати-

ческих давлениях и стремится к цилиндрической при возрастании гидро-
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Рис. 2. Предельные кривые в плоскости η и ξ для эпоксидного компаунда

статического давления. Кривая, построенная по критерию (11), при возрас-
тании такого давления резко отклоняется от (1). Поверхность критерия (6),
предложенного нами, имеет вид кубической параболы, находящейся между
поверхностями (1) и (11). Из данных рис. 1–2 также видно, что наиболь-
шее отклонение происходит в областях всестороннего растяжения, тогда
как критерии (11) и (6) почти совпадают, а критерий (1) завышает воз-
можность сопротивления материала на действие такого типа нагружения.

3. Плоское напряженное состояние

Для плоского напряженного состояния (σ3 = 0) критерий (6) будет
иметь вид

1

3
√

3

[
(σ1 − σ2)

2 + σ2
1 + σ

2
2

] 3
2
+

+
C√
3

([
(σ1 − σ2)

2 + σ2
1 + σ

2
2

] 1
2
+ (σ1 + σ2)

)
= D,

(12)

а критерий Баландина

σ2
1 + σ

2
2 − σ1σ2 + (σC − σP) (σ1 + σ2) = σCσP. (13)

Для сравнения результатов в условиях плоского напряженного состоя-
ния также рассмотрим критерий Друккера–Прагера [10], который в коор-
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динатах ξ и η имеет вид:
η + A ξ + B = 0,

а в плоском напряженном состоянии[
(σ1 − σ2)

2 + σ2
1 + σ

2
2

] 1
2
+
√

2
σC − σP

σC + σP
(σ1 + σ2) = 2

√
2
σPσC

σP + σC
. (14)

По критериям (12)–(14) в координатной системе σ1 и σ2 построены кривые
прочности для полиметилметакрилата (ПММА) (рис. 3) и эпоксидного ком-
паунда (рис. 4).

Рис. 3. Предельные линии в плоскости главных напряжений для ПММА

Сопоставив результаты, получим следующее: максимальное отклонение
между кривыми, построенными по критериям (12) и (14), составляет 14%,
а между критериями (12) и (13) — 5%.

4. Плоская деформация

Для получения условия текучести пластичного полимерного материа-
ла, неодинаково сопротивляющегося на растяжение и сжатие в условиях
плоской деформации, одна из главных относительных деформаций прирав-
нивается к нулю.

Принимаем (6) в виде пластического потенциала

Для случая плоской деформации при εz = ε3 = λ
∂ f
∂σ3
= 0 получим

3η2 (σ1 + σ2 − 2σ3) +C
(
η + σ1 + σ2 − 2σ3

)
= 0.
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Рис. 4. Предельные линии в плоскости главных напряжений для эпоксидного ком-
паунда

Отсюда точное выражение σ3 через прочностные параметры и другие
компоненты напряжений аналитически не представляется возможным.

Точно такая же сложность возникла в работе [9] при выводе условия
текучести для плоской деформации, когда поверхность текучести включает
третий инвариант девиатора напряжений.

Принимая линейную зависимость в виде

σ3 = 0, 5 (σ1 + σ2) + 0, 5 (σC − σP) , (15)

получено приемлемое решение. При этом максимальное отклонение между
точным решением и принятым находилось в пределах 4–10%.

Исходя из такого подхода, мы также принимаем σ3 подобно (15), в виде

σ3 = k (σ1 + σ2) + 0, 5 (σC − σP) , (16)

где k —постоянное, безразмерное число.
Подставляя (16) в (2) и (3), получим

η =

√
2√
3

{
σ2

1 + σ
2
2 + [k (σ1 + σ2) + 0, 5 (σC − σP)]

2 −
−σ1σ2 − (σ1 + σ2) [k (σ1 + σ2) + 0, 5 (σC − σP)]} 1

2 ,

ξ =
1√
3

[σ1 + σ2 + k (σ1 + σ2) + 0, 5 (σC − σP)] .

Обозначим
p = 0, 5(σ1 + σ2), q = 0, 5(σ1 − σ2).
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Тогда главные напряжения и параметры η и ξ будут определяться сле-
дующими зависимостями:

σ1 = p + q, σ2 = p − q,

η =

√
2√
3

[
(p + q)2 + (p − q)2 + (2kp + a1)

2 −

−
(
p2 − q2

)
− 2p (2kp + a1)

] 1
2 ,

(17)

ξ =
1√
3

[
+kp + 0, 5 (σ−σP)

]
, (18)

где a1 = 0, 5 (σC − σP).
Подставляя (17) и (18) в (6) и возводя в квадрат, а затем, группируя,

получим

d1q6 + m5q4 + m4q2 + p2 (m8 − m11) + p (m9 + m10) + (m2 − m13 − m12)+
+ [ d2p6 + m1p3 + d5q2p4 + q2p2m3 + d8q4p2 + d9q4p + d11q2p3+

+q2pm6 + p4m7 + d14p5
]
= 0.

Анализируя полученный критерий, в условиях плоской деформации для
различных полимеров (ПММА, эпоксидное связующее, эпоксидный ком-
паунд, полиэфирное связующее) и принимая, например, k = 0, 48, видим,
что при отбрасывании членов полинома, заключенных в квадратные скоб-
ки, погрешность в процентном соотношении не превышает 0,2%. При дру-
гих значениях k погрешность значительно возрастает.

Таким образом, в условиях плоской деформации критерий (6) приво-
дится к следующему виду:

d1q
6 + m5q

4 + m4q
2 + p2h1 + ph2 + h3 = 0, (19)

где d1, m5, m4, h1, h2, h3 выражаются через σC , σP, C, D, k.
Сделав подстановку q2 = t, получим

t3 + t2
m5

d1
+ t

m4

d1
+

N
d1
= 0, (20)

где N = p2h1 + ph2 + h3.
Кубическое уравнение (20) с помощью подстановки

t = y − m5

3d1
приводим к следующему виду

y3 + uy + z = 0,

где

u =
m4

d1
− 1

3

(
m5

d1

)2

; z =
2
27

(
m5

d1

)3

− m4m5

3d2
1

+
N
d1
.

Решение кубического уравнения, например, в тригонометрической фор-
ме имеет вид

y = 2 3
√

r cos
ϕ + 2nπ

3
,
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где n = 0, 1, 2;

r =

√
− u3

27
; cosϕ = − z

2r
.

Таким образом, вещественный корень кубического уравнения получим
в следующем виде

q =

√
2 3
√

r cos
ϕ + 2nπ

3
− m5

3d1
. (21)

Выражение (21) является условием текучести рассматриваемой среды
при плоской ее деформации.
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VARIANT CRITERION OF STRENGTH FOR ISOTROPIC
POLYMERS

© 2008 M.M.Aliev, N.G.Karimova2

In the paper a new criterion of strength for isotropic polymers under
hydrostatic pressure conditions is considered. The results of comparison
with the strength criterion as the exponential function between the first
invariant of stresses tensor and the second invariant of the stresses
deviator as well as with the known criteria of strength Ballandin, Drucker-
Prager are received. In comparison with the strength criteria for isotropic
materials the new criterion advantage is that it has only two strength
parameters (tensile and compressive strength limit).
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