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УДК 517.9

О РАЗРЕШИМОСТИ ОБЩИХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ
В ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ ДЛЯ ВЫРОЖДАЮЩИХСЯ
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Предложен новый метод доказательства априорных оценок и тео-
ремы существования решения общей краевой задачи в полупро-
странстве для вырождающихся эллиптических уравнений высокого
порядка.
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Введение

Вырождающиеся уравнения моделируют процессы, происходящие
вблизи границ различных сред. Фундаментальные результаты для вы-
рождающихся эллиптических уравнений второго порядка принадлежат
М.В.Келдышу [1]. Полученные им результаты затем развивались и
обобщались О.А.Олейник [2]. Обобщенные решения вырождающихся
эллиптических уравнений второго порядка впервые были рассмотрены
в работах С.Г.Михлина [3] и М.И.Вишика [4]. Метод ”эллиптической
регуляризации” был применен О.А.Олейник [5], а затем Дж.Дж.Коном
и Л.Ниренбергом [6] для изучения эллиптико-параболических уравнения
второго порядка. В работах В.П. Глушко [7, 8] установлена коэрцитивная
разрешимость краевых задач для вырождающихся эллиптических уравне-
ний второго порядка в специальным образом построенных пространствах
типа пространств С.Л.Соболева. Исследование вырождающихся уравнений
высокого порядка (при ”степенном” характере вырождения) было начато
в работах М.И.Вишика и В.В. Грушина [9,10]. Затем ряд результатов для
некоторых классов вырождающихся эллиптических уравнений высокого
порядка был получен С.З.Левендорским [11]. Отметим, что существен-
ным условием работы [11] является принадлежность основной весовой
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функции α(t) пространству C∞(�1). В работах А.Д.Баева [12, 13] были
получены коэрцитивные априорные оценки и теоремы о существовании и
единственности решений общих краевых задач в полупространстве для
вырождающихся эллиптических уравнений высокого порядка в случае,
когда весовая функция не обязательно является степенной функцией и
бесконечно дифференцируемой. Указанная задача изучалась с помощью
специального класса псевдодифференциальных операторов с постоянным
символом, построенных по специальному интегральному преобразованию
Fα. Это преобразование было введено в работе [14], а псевдодиффе-
ренциальные операторы, построенные по этому преобразованию были
рассмотрены в [12, 13]. Такие операторы были названы весовыми псевдо-
дифференциальными операторами.

Данная работа является развитием работ [12, 13]. В работе установлен
ряд важных свойств весовых псевдодифференциальных операторов с пе-
ременными символом и с использованием этих свойств предложен новый
метод доказательства коэрцитивных априорных оценок и теорем существо-
вания для более широкого класса вырождающихся эллиптических уравне-
ний высокого порядка с переменными коэффициентами.

1. Основные определения и результаты

Рассмотрим функцию α(t), t ∈ �1
+, для которой α(+0) = α′(+0) = 0,

α(t) > 0 при t > 0; α(t) = const при t � d > 0, где d > 0 — некоторое число.
Следуя работе [14], введем интегральное преобразование

Fα[u(t)](η) =
∫ +∞

0
u(t) exp

(
iη

∫ d

t

dρ
α(ρ)

)
dt√
α(t)
,

определенное первоначально, например, на функциях C∞
0 (�1

+).
Это преобразование связано с преобразованием Фурье Fτ→η следующим

равенством:
Fα[u(t)](η) = Fτ→η[uα(τ)],

где uα(τ) =
√
α(t)u(t)

∣∣∣
t=ϕ−1(τ)

, t = ϕ−1(τ) — функция, обратная к функции

τ = ϕ(t) =
∫ d

t

dρ
α(ρ)

.

Для преобразования Fα справедлив аналог равенства Парсеваля

‖Fα[u(t)](η)‖L2(�1) =
√

2π‖u‖L2(�1
+)
,

что дает возможность расширить преобразование Fα до непрерывного пре-
образования, осуществляющего гомеоморфизм пространств L2(�1) и L2(�1

+).
Для расширенного таким образом преобразования Fα сохраним старое обо-
значение. Обозначим через F−1

α обратное к Fα преобразование, отображаю-
щее L2(�1) на L2(�1

+). На функциях w(η) ∈ L2(�1) преобразование F−1
α может
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быть записано в виде

F−1
α [w(η)](t) =

1√
α(t)

F−1
η→τ[w]

∣∣∣
τ=ϕ(t)

.

Кроме того, справедливо равенство

Fα[D
j
α,tu(t)](η) = η jFα[u(t)](η),

где Dα,tu(t) = i
√
α(t)
∂

∂t

( √
α(t)u(t)

)
.

Определим пространства Hs,α(�n
+), Hs,α,q(�n

+), в которых изучается
задача.
Определение 1. Пространство Hs,α(�n

+) (s — действительное число) со-
стоит из всех функций v(x, t) ∈ L2(�n

+), для которых конечна норма

‖v‖2s,α =
∫
�n

(1 + |ξ|2 + η2)s|FαFx→ξ[v(x, t)]2 dξ dη.

Определение 2. Пространство Hs,α,q(�n
+) (s � 0, q > 1 — действительные

числа) состоит из тех функций v(x, t) ∈ Hs,α(�n
+), для которых конечна

норма

‖v‖2s,α,q =
∑

j+ql�s

∥∥∥∥∥∥F−1
ξ→xF

−1
α

[(
1 + |ξ|2 + η2

) j
FαFx→ξ

(
∂lv(x, t)

∂tl

)]∥∥∥∥∥∥
2

L2(�1
+)

.

Условие 1. Существует такое число ν ∈ (0; 1], что функция α′(t)α−ν(t)
является ограниченной функцией при всех t ∈ [0;+∞). Кроме того,
α(t) ∈ Cs1[0;+∞) для некоторого s1 � 2N − |σ|, где σ — некоторое действи-
тельное число

N � max
0�p�l

{
2p +

l − p + 1
ν

+ 1, σ + 1, σ +
l
2

}
, l = 1, 2, . . . .

Заметим, что существование такого числа ν ∈ (0; 1] следует из условия
α(+0) = α′(+0) = 0.

С помощью преобразования Fα и преобразования Фурье Fx→ξ, x ∈ �n−1

определим весовой псевдодифференциальный оператор по формуле

K(σ)(t,Dx,Dα,t)v(x, t) = F−1
ξ→xF

−1
α

{
λ(t, ξ, η)FαFx→ξ[v(x, t)]

}
.

Определение 3. Будем говорить, что символ λ(t, ξ, η) весового псевдо-
дифференциального оператора K(σ)(t,Dx,Dα,t) принадлежит классу символов
S σα(Ω), где Ω ⊂ �+1, если функция λ(t, ξ, η) является бесконечно дифферен-
цируемой функцией по переменной t ∈ Ω и по переменной η ∈ �1. Причем
при всех j = 0, 1, 2, . . ., l = 0, 1, 2, . . . справедливы оценки∣∣∣∣∣∣∣

(
α(t)
∂

∂t

) j
∂l

∂ηl
λ(t, ξ, η)

∣∣∣∣∣∣∣ � cil
(
1 + |ξ| + |η|)σ−l

с константами c jl > 0, не зависящими от ξ ∈ �n−1, η ∈ �1, t ∈ Ω. Здесь
σ — действительное число.
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Сформулируем свойства весовых псевдодифференциальных операторов,
необходимые для доказательства основных результатов работы.
Теорема 1. Пусть P(t,Dx,Dα,t) и Q(t,Dx,Dα,t) — весовые псевдодифферен-
циальные операторы с символами p(t, ξ, η) и q(t, ξ, η), принадлежащими со-
ответственно классам S m1

α (Ω) и S m2
α (Ω) (m1, m2 — действительные чис-

ла). Тогда для любого N � 0 существует такое N1 > 0 и такой символ
TN1(t, ξ, η) ∈ S −N

α (Ω), что справедливо равенство

P(t,Dx,Dα,t)Q(t,Dx,Dα,t) −
N1∑
j=1

Rj(t,Dx,Dα,t) = TN1(t,Dx,Dα,t),

где TN1(t,Dx,Dα,t) — весовой псевдодифференциальный оператор с символом
TN1(t, ξ, η); Rj(t,Dx,Dα,t) — весовой псевдодифференциальный оператор с сим-
волом

r j(t, ξ, η) =
1
j!
· ∂

j

∂η j
P(t, ξ, η) ·

(
α(t)
∂

∂t

) j

q(t, ξ, η).

Теорема 2. Пусть p(t, ξ, η) ∈ S m
α (Ω), m — действительное число. Тогда ве-

совой псевдодифференциальный оператор P(t,Dx,Dα,t) для любого действи-
тельного s есть ограниченный оператор из Hs+m,α(�n

+) в Hs,α(�n
+).

В следующих двух теоремах получены оценки для коммутатора весово-
го псевдодифференциального оператора и оператора дифференцирования
∂l

∂tl
, l = 1, 2, . . . .

Теорема 3. Пусть символ λ(t, ξ, η) весового псевдодифференциального опе-
ратора K(σ)(t,Dx,Dα,t) принадлежит классу S σα(Ω), Ω ∈ �+1, σ ∈ �1. Пусть

v(x, t) ∈ Hs+σ,α(�n
+),
∂lv(x, t)

∂tl
∈ Hs+σ,α(�

n
+), l = 1, 2, . . .. Пусть выполнено усло-

вие 1 (с заменой σ на s + σ). Тогда для оператора

Ml,σ =
∂l

∂tl
K(σ)(t,Dx,Dα,t) − K(σ)(t,Dx,Dα,t)

∂l

∂tl
(1.1)

справедлива оценка

‖Ml,σv‖s,α � c

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
l∑

j=0

∥∥∥∥∥∥∂
jv

∂t j

∥∥∥∥∥∥
s+σ−1,α

+

l−1∑
j=0

∥∥∥∥∥∥∂
jv

∂t j

∥∥∥∥∥∥
s+σ,α

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
с константой c > 0, не зависящей от v.
Теорема 4. Пусть q > 1, s � 0 — действительные числа, v(x, t) ∈
∈ Hs+(l+1)q,α,q(�n

+), l = 1, 2, . . . . Пусть символ λ(t, ξ, η) весового псевдодиффе-
ренциального оператора K(σ)(t,Dx,Dα,t) принадлежит классу S q

α(Ω). Пусть
выполнено условие 1 при σ = s+ q. Тогда для оператора Ml,q, определенного
в (1.1) при σ = q, справедлива оценка

‖Ml,qv‖s,α,q � c‖v‖s+(l+1)q−1,α,q

с константой c > 0, не зависящей от v.
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Теорема 5. Пусть q > 1, σ — действительные числа, v(x, t) ∈ Hq+σ,α,q(�n
+).

Тогда при выполнении условия 1 справедливо равенство

lim
t→+0 K(σ)(t,Dx,Dα,t)v(x, t) = lim

t→+0 K(σ)(0,Dx, 0)v(x, t).

Теорема 6. Пусть выполнено условие 1, и символ λ(t, ξ, η) весового псев-
додифференциального оператора K(σ)(t,Dx,Dα,t) принадлежит классу S σα(Ω),
σ ∈ �1. Пусть при всех ξ ∈ �n−1, η ∈ �1 функция λ(t, ξ, η) является ограни-
ченной функцией по переменной t ∈ �1

+. Пусть функция v(x, t) такова, что
функция DN

α,tv(x, t) при всех x ∈ �n−1 принадлежит по переменной t про-
странству L2(�1

+) при некотором N ∈ [max(σ+ 1, 1); s1], где s1 определено в
условии 1. Пусть lim

t→+∞Di
α,tv(x, t) = 0 при всех x ∈ �n−1, i = 0, 1, 2, . . . ,N − 1.

Тогда при всех x ∈ �n−1 справедливо равенство

lim
t→+∞K(σ)(t,Dx,Dα,t)v(x, t) = 0.

Определение 4. Будем говорить, что функция k(t, y, ξ, η) принадлежит
классу S m,α(Ω), Ω ⊂ �+1, m ∈ �1, если функция k(t, y, ξ, η) является бесконеч-
но дифференцируемой по переменным t ∈ Ω, y ∈ Ω, η ∈ �1 при всех ξ ∈ �n−1

и на компактных подмножествах множества Ω×Ω имеет место оценка∣∣∣∣∣∣∣
(
α(t)
∂

∂t

) j (
α(y)

∂

∂y

)k
∂l

∂ηl
k(t, y, ξ, η)

∣∣∣∣∣∣∣ � c jkl
(
1 + |ξ| + |η|)m−l

с константами c jkl > 0, не зависящими от t, y, η, ξ.
Рассмотрим оператор вида

K(u)(x, t) = F−1
αη→t

Fαy→ηF
−1
ξ→x

{
k(t, y, ξ, η)Fx→ξ[u(x, y)]

}
, (1.2)

где Fαy→η (F−1
αη→t

) — прямое (обратное) весовое преобразование, переводящее
y в η (η в t).
Теорема 7. Пусть K — оператор вида (1.2), причем k(t, y, ξ, η) ∈ S m,α(Ω),
Ω ⊂ �+1, m ∈ �1. Тогда найдется такой символ p(t, ξ, η) ∈ S m

α (Ω), что K =
= P(t,Dx,Dα,t), где P(t,Dx,Dα,t) — весовой псевдодифференциальный оператор
с символом p(t, ξ, η). Причем

p(t, ξ, η) =
√
α(t) exp

(
iη

∫ d

t

dρ
α(ρ)

)
K

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝ 1√
α(y)

exp

(
−iη

∫ d

y

dρ
α(ρ)

)⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .
При этом справедливо соотношение

p(t, ξ, η) −
N−1∑
j=0

(i!) j

j!

(
α(y)

∂

∂y

) j
∂ jk(t, y, ξ, η)
∂η j

∣∣∣∣∣∣∣∣
y=t

∈ S m−N
α (Ω)

при любых N = 1, 2, . . . .
Утверждение теоремы 7 дает возможность построить сопряженный опе-

ратор к весовому псевдодифференциальному оператору.
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Определение 5. Сопряженным оператором к весовому псевдодифференци-
альному оператору P(t,Dx,Dα,t) назовем оператор P∗(t,Dx,Dα,t), удовлетво-
ряющий равенству

(P(t,Dx,Dα,t)u(x, t), v(x, t))L2(�n
+) = (u(x, t), P∗(t,Dx,Dα,t)v(x, t))L2(�n

+)

для всех v(x, t) ∈ L2(�n
+), u(x, t) ∈ L2(�n

+) таких, что P(t,Dx,Dα,t)u(x, t) ∈
∈ L2(�n

+). Здесь (·, ·)L2(�n
+) — скалярное произведение в L2(�n

+).
Теорема 8. Пусть p(t, ξ, η) ∈ S m

α (Ω), Ω ⊂ �+
1, m ∈ �1. Тогда оператор

P∗(t,Dx,Dα,t), сопряженный к весовому псевдодифференциальному операто-
ру P(t,Dx,Dα,t) с символом p(t, ξ, η), является весовым псевдодифференци-
альным оператором с символом p∗(t, ξ, η) ∈ S m

α (Ω), причем, для любого N =
= 1, 2, . . . справедливо соотношение

p∗(t, ξ, η) −
n−1∑
j=0

i j

j!

(
α(t)
∂

∂t

) j
∂ j p(t, ξ, η)
∂η j

∈ S m−N
α (Ω),

где p(t, ξ, η) — функция, комплексно сопряженная к функции p(t, ξ, η).
С помощью теорем 7 и 8 доказывается неравенство, являющееся ана-

логом неравенства Гординга для весовых псевдодифференциальных опера-
торов.
Теорема 9. Пусть P(t,Dx,Dα,t) — весовой псевдодифференциальный опера-
тор с символом p(t, ξ, η) ∈ S m

α (Ω), Ω ⊂ �+
1, m ∈ �1. Пусть Re p(t, ξ, η) �

� c
(
1 + |ξ| + |η|)m, для всех ξ ∈ �n−1, η ∈ �1, t ∈ Ω. Тогда для любой функции

u(x, t) ∈ C∞
0 (�n−1 ×Ω) и любого s1 ∈ �1 справедливо неравенство

Re(P(t,Dx,Dα,t)u(x, t), u(x, t))L2(�n
+) � c0‖u‖2m

2 ,α
− c1‖u‖2s1 ,α

с некоторыми константами c > 0, c1 > 0, не зависящими от u, t, x.
С помощью полученных свойств весовых псевдодифференциальных опе-

раторов доказываются коэрцитивные априорные оценки решений общих
краевых задач для вырождающихся эллиптических уравнений высокого по-
рядка. При этом удалось применить впервые для вырождающихся эллип-
тических уравнений метод ”разделяющего” оператора. Этот метод позволя-
ет свести при доказательстве априорных оценок случай общих граничных
условий к случаю существенно более простому: однородным условиям Ди-
рихле. Доказательство априорной оценки, по-существу, сводится к постро-
ению ”разделяющего” оператора.

В �n
+ рассмотрим линейное дифференциальное уравнение

A

(
t,Dx,Dα,t,

∂

∂t

)
v(x, t) = F(x, t), (1.3)

где

A

(
t,Dx,Dα,t,

∂

∂t

)
=

∑
|τ|+ j+ql�2m

aτ jl(t)D
τ
xD

j
α,t
∂l

∂tl
;

Dτ
x = i|τ|

∂τ1+τ2+···+τn−1

∂xτ11 ∂x
τ2
2 · · · ∂xτn−1

n−1

, q =
2m
k
> 1 (m, k — натуральные числа), a00k � 0,

|τ| = τ1 + τ2 + . . . + τn−1.
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На границе t = 0 полупространства �n
+ задаются граничные условия

общего вида

Bj

(
Dx,
∂

∂t

)
v(x, t) =

∑
|τ|+ql�mj

bτl jD
τ
x
∂lv(x, t)

∂tl

∣∣∣∣∣∣
t=0

=Gj(x), (1.4)

j = 1, 2, . . . , ν, где bτ jl — комплексные числа.
Кроме того, при t → +∞ ставится условие

lim
t→+∞ v(x, t) = 0. (1.5)

Условие 2. Выполнено условие 1 при σ = s+ q, l = 1, 2, . . . ,
[
sq−1

]
, где q > 1,

s � 0 — действительные числа,
[
sq−1

]
— целая часть числа sq−1.

Условие 3. Уравнение ∑
|τ|+ql+ j=2m

aτ jl(t)ξ
τη jzl = 0 (1.6)

при всех t � 0 не имеет z-корней, лежащих на мнимой оси при всех
ξ ∈ �n−1, η ∈ �1, |ξ| + |η| > 0.

Пусть z j(t, ξ, η), j = 1, 2, . . . , r (0 � r � k) — корни уравнения (1.6), ле-
жащие в левой полуплоскости, а z j(t, ξ, η), j = r + 1, . . . , k — корни, располо-
женные в правой полуплоскости.
Условие 4. Функции z j(t, ξ, η), j = 1, 2, . . . , k принадлежат классу символов
S q
α(Ω) и при всех t ∈ Ω, |ξ| + |η| > 0 справедливы оценки

Re z j(t, ξ, η) � −c1
(
1 + |ξ| + |η|)q , j = 1, 2, . . . , r;

Re z j(t, ξ, η) � c2
(
1 + |ξ| + |η|)q , j = r + 1, . . . , k

с некоторыми константами c1 > 0, c2 > 0, не зависящими от t, ξ, η.
Условие 5. Число µ граничных условий (1.4) равно числу z-корней урав-
нения (1.6), лежащих в левой полуплоскости, и при всех ξ ∈ �n−1, |ξ| > 0
многочлены B0

j(ξ, z) =
∑

|τ|+ql=mj

bτl jξ
τz j линейно независимы по модулю много-

члена P(ξ, z) =
r∏

j=1

(
z − z j(0, ξ, 0)

)
.

Справедливы следующие утверждения.

Теорема 10. Пусть s � max

{
2m, max

1� j�r
m j + q

}
— действительное число и

выполнены условия 2–5. Тогда для любого решения v(x, t) ∈ Hs,α,q(�n
+) задачи

(1.3)–(1.5) справедлива априорная оценка

‖v‖s,α,q � c

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝‖F‖s−2m,α,q + ‖v‖s−1,α,q +

r∑
j=1

‖Gj‖s−mj− 1
2 q

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
с постоянной c > 0, не зависящей от v, F, Gj, j = 1, 2, . . . , r. Здесь норма
‖ · ‖s — норма в пространстве С.Л.Соболева Hs(�n−1).
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Теорема 11. Пусть выполнены условия 2–4. Тогда для оператора
A(t,Dx,Dα,t) справедлива формула представления

A(t,Dx,Dα,t) =
k∏

j=1

(
∂

∂t
− Kj(t,Dx,Dα,t)

)
+ T (t,Dx,Dα,t, ∂t),

где Kj(t,Dx,Dα,t) — весовые псевдодифференциальные операторы с симво-
лами z j(t, ξ, η), а порядок оператора T (t,Dx,Dα,t, ∂t) в шкале пространств
Hs,α,q(�n

+) не превосходит 2m − 1.
Так же как в работе [13] теорема 11 позволяет свести доказательство

априорных оценок задачи (1.3)–(1.5) к коэрцитивной оценке снизу формы
Re(Aw,Qw), где Q некоторый оператор, w(x, t) ∈ Ωr, Ωr — множество функ-
ций w(x, t) ∈ C∞

0 (�+n), удовлетворяющих условию

w(x,+0) =
∂w(x,+0)
∂t

= · · · = ∂
r−1
t w(x,+0)

∂tr−1
= 0.

Таким образом, теорема 10 вытекает при выполнении условия 5 из следу-
ющей теоремы.
Теорема 12. Пусть выполнены условия 2–4. Тогда существует такой опе-
ратор Q(t,Dx,Dα,t, ∂t), порядок которого в шкале пространств Hs,α,q(�n

+)
не превосходит 2m − q, что для любых s0 � 0, ε > 0 и любых функций
w(x, t) ∈ Ωr справедливо неравенство

c1‖w‖2(k−1 1
2−s0)q,α

� ε
∑k

l=1
∑k−l

i1=0
∑k−l+1−i1

i2=0

∥∥∥∥∥∥∂
i2w

∂ti2

∥∥∥∥∥∥
2

(l−s0+i1− 3
2 )q,α
+

+c(ε)
∑k

l=1
∑k−l

i1=0
∑k−l−i1

i2=0

∥∥∥∥∥∥∂
i2w
∂ti2

∥∥∥∥∥∥(l−s0+i1− 1
2 )q−1,α

+

+Re(A(t,Dx,Dα,t, ∂t)w,Qw)−s0q,α,

где константа c1 > 0 не зависит от ε и w, константа c(ε) > 0 не зависит
от w.

Здесь
(u, v)−s0q,α =

(
Λ−s0q(Dx,Dα,t)u,Λ

−s0q(Dx,Dα,t)v
)
L2(�n

+)
,

а Λ−s0q(Dx,Dα,t) — весовой псевдодифференциальный оператор с символом(
1 + |ξ| − iη

)−s0q.
В качестве оператора Q, фигурирующего в теореме 12 можно взять опе-

ратор вида

Q(Dx,Dα,t, ∂t) =
k−1∏
j=1

(∂t − Kj(t,Dx,Dα,t)).

Теорема 13. Пусть выполнены условия 2–5. Тогда существует регуля-
ризатор задачи (1.3)–(1.5), то есть такой оператор R̃ : Hs−2m,α,q(�

n
+) ×

×
r∏

j=1

Hs− 1
2 q−mj

(�n−1) → Hs,α,q(�
n
+), что ÃR̃v = (F,G) + T̃ (F,G), где Ã — опера-
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тор, порожденный задачей (1.3)–(1.5), то есть

Ã: Hs,α,q(�
n
+) → Hs−2m,α,q(�

n
+) ×

r∏
j=1

Hs− 1
2 q−mj

(�n−1),G = (G1,G2, . . . ,Gr).

Оператор T̃ является ограниченным оператором из Hs−2m,α,q(�
n
+) ×

×
r∏

j=1

Hs− 1
2 q−mj

(�n−1) в Hs−2m+1,α,q(�
n
+) ×

r∏
j=1

Hs− 1
2 q+1−mj

(�n−1).

Как известно, при выполнении априорной оценки правый резуляризатор
является и левым регуляризатором.

При доказательстве основных теорем 11 и 13 были получены коэрци-
тивные априорные оценки и теоремы существования краевых задач для
некоторых классов вырождающихся псевдодифференциальных уравнений.

В �n
+ рассмотрим краевые задачи⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

K(q)
− (t,Dx,Dα,t)v(x, t) − ∂v(x, t)

∂t
= f (x, t),

v(x, t)
∣∣∣∣∣
t=0
= g(x), lim

t→+∞ v(x, t) = 0,
(1.7)

и ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩ K(q)
+ (t,Dx,Dα,t)v(x, t) − ∂v(x, t)

∂t
= f (x),

lim
t→+∞ v(x, t) = 0,

(1.8)

где K(q)
± (t,Dx,Dα,t) весовой псевдодифференциальный оператор с символом

λ±(t, ξ, η), который удовлетворяет следующему условию.
Условие 6. Пусть λ±(t, ξ, η) ∈ S q

α(Ω), Ω ⊂ �+
1, q > 1 — действительное

число и с некоторой константой c > 0 справедливы оценки ±Re λ±(t, ξ, η) �
� c

(
1 + |ξ| + |η|)q при всех t ∈ Ω, ξ ∈ �n−1, η ∈ �1.

Теорема 14. Пусть выполнены условия 2 и 6. Тогда для любого решения
v(x, t) задачи (1.7), принадлежащего пространству Hs+q,α,q(�n

+) справедлива
априорная оценка

‖v‖s+q,α,q � c1

(
‖ f ‖s,α,q + ‖q‖s+ 1

2 q

)
,

а для любого решения задачи (1.8) v(x, t) ∈ Hs+q,α,q(�n
+) справедлива априор-

ная оценка
‖v‖s+q,α,q � c2‖ f ‖s,α,q.

При этом константа c1 > 0, не зависит от f , g, v, а c2 > 0 не зависит
от f , v. Кроме того, существуют регуляторы задач (1.7) и (1.8).

Заключение

В статье предложен новый метод доказательства коэрцитивных оценок
и теоремы существования общих краевых задач для вырождающихся эл-
липтических уравнений высокого порядка. Этот метод основан на свой-
ствах псевдодифференциальных операторов, построенных по специально-
му весовому преобразованию Fα. Анализ доказательства показывает, что
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аналогичные результаты верны не только для вырождающихся дифферен-
циальных уравнений, но и для вырождающихся псевдодифференциальных
уравнений. В частности это результаты верны для операторов вида

k∏
j=1

(
∂t
∂t
− Kj(t,Dx,Dα,t)

)
+ T̂ (t,Dx,Dα,t, ∂t),

где Kj(t,Dx,Dα,t) — весовые псевдодифференциальные операторы с символа-
ми z j(t, ξ, η), удовлетворяющими условию 4, а порядок оператора T̂ в шкале

пространств Hs,α,q(�n
+) меньше порядка оператора

k∏
j=1

(
∂

∂t
− k j(t,Dx,Dα,t)

)
.
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