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О СУЩЕСТВОВАНИИ И ЕДИНСТВЕННОСТИ
РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ГЕЛЛЕРСТЕДТА

ДЛЯ УРАВНЕНИЯ СМЕШАННОГО ТИПА
СО СПЕЦИАЛЬНЫМИ УСЛОВИЯМИ СОПРЯЖЕНИЯ1

© 2008 А.В.Скороход2

В статье рассматривается задача типа Геллерстедта, в постановке кото-
рой условие сопряжения на линии изменения типа состоит в склеивании
производной по нормали из области эллиптичности с производной дробного
порядка из области гиперболичности. Методом экстремума доказана един-
ственность решения данной задачи, а существование сведено к однозначной
разрешимости интегрального уравнения Фредгольма второго рода.

1. Постановка задачи и полученные результаты

Рассмотрим уравнение смешанного типа

L (u) ≡

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
ymuxx + uyy = 0, y > 0, m > 0,

uxy − q
x − y

(
ux − uy

)
= 0, y < 0, x < 0,

uxy +
q

x + y

(
ux + uy

)
= 0, y < 0, x > 0, q =

m
2 (m + 2)

(1.1)

в области D, ограниченной при y > 0 кусочно-гладкой кривой Γ, лежащей в по-
луплоскости y > 0, с концами в точках A (−1, 0) и B (1, 0), и отрезками прямых
x = −1, y = x, x = 1, y = −x при y < 0.

Обозначим: D+ = D ∩ {y > 0}, D−1 = D ∩ {x < 0, y < 0}, D2− = D ∩ {x > 0, y < 0},
D− = D−1 ∪ D2−, x = x (s), y = y (s), 0 � s � l — параметрическое уравнение кривой
Γ, s —длина дуги кривой Γ, отсчитываемая от точки B против часовой стрелки,
l —длина кривой Γ.

Для уравнения (1.1) в области D поставим следующую задачу типа Геллер-
стедта со специальными условиями сопряжения.

Задача Геллерстедта. Найти в области D функцию u (x, y), удовлетворяю-
щую следующим условиям:

u (x, y) ∈ C
(
D
)
∩C2 (D+) ∩C1 (D−) , uxy ∈ C (D−) ; (1.2)

Lu ≡ 0, (x, y) ∈ D+ ∪ D−; (1.3)
u (x, y)|Γ = ϕ (s) , 0 � s � l; (1.4)

u (−1, y) = ψ1 (y) , y ∈ [−1, 0] ; (1.5)
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u (1, y) = ψ2 (y) , y ∈ [−1, 0] ; (1.6)

uy (x, +0) = −v−1 (x) , x ∈ (−1, 0) ,
uy (x, +0) = v−2 (x) , x ∈ (0, 1) ;

(1.7)

v−1 (x) =
d
dx

0∫
x

(t − x)−λ u1 (t, 0) dt+

+

0∫
x

(t − x)−λ u2 (x, t) dt, 0 < λ < 1, x ∈ (−1, 0) ,

(1.8)

при этом u1 (x, y) —решение задачи Гурса для уравнения (1.1) в области D−1 с
данными: u1 (x, 0) = τ1 (x) , −1 � x � 0, τ1 (−1) = 0, u1 (−1, y) = 0, −1 � y � 0; u2 (x, y) —
решение задачи Гурса для уравнения (1.1) в области D−1с данными: u2 (x, 0) = 0,
−1 � x � 0, u2 (−1, y) = ψ1 (y), −1 � y � 0, ψ1 (0) = 0,

v2
− (x) =

d
dx

x∫
0

(x − t)−r u1 (t, 0) dt+

+

x∫
0

(x − t)−r u2 (x, −t) dt, 0 < r < 1, x ∈ (0, 1) ,

(1.9)

где u1 (x, y) —решение задачи Гурса для уравнения (1.1) в области D2− с гранич-
ными условиями: u1 (x, 0) = τ2 (x), 0 � x � 1, τ2 (1) = 0, u1 (1, y) = 0, −1 � y � 0;
u2 (x, y) —решение задачи Гурса для уравнения (1.1) в области D2−с граничными
условиями: u1 (x, 0) = 0, 0 � x � 1, u2 (1, y) = ψ2 (y) , −1 � y � 0, ψ2 (0) = 0, причем
ψ1 (y), ψ2 (y), ϕ (s) — заданные достаточно гладкие функции, ψ1 (0) = ϕ (l), ψ2 (0) =
= ϕ (0).

Задача Геллерстедта для уравнений смешанного типа с классическими усло-
виями сопряжения изучалась в работах [1–13].

В данной статье методом экстремума доказана единственность решения задачи
(1.2)–(1.7), а существование сведено к однозначной разрешимости интегрального
уравнения Фредгольма II рода.

2. Задачи Гурса для уравнения (1)

Предварительно построим в явном виде решение задачи Гурса для уравнения
(1) в областях D−1 и D2− и на их основании установим принцип локального экс-
тремума.

Задача Гурса. Найти в области D−1 функцию u (x, y), удовлетворяющую сле-
дующим условиям:

u (x, y) ∈ C
(
D−1

)
∩ C1

(
D−1

)
, uxy ∈ C

(
D−1

)
; (2.1)

Lu ≡ 0, (x, y) ∈ D−1; (2.2)

u (−1, y) = ψ1 (y) , y ∈ [−1, 0] ; (2.3)

u (x, 0) = τ1 (x) , x ∈ [−1, 0] , (2.4)

где τ1 (x), ψ1 (x) — заданные достаточно гладкие функции.
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Решение задачи (2.1)–(2.4) проводится методом Римана. При этом функция
Римана определяется равенством [10. С. 38]:

R (x, y; x0, y0) = (y − x)2q (y − x0)−q (y0 − x)−q F (q, q; 1; σ1) ,

где σ1 =
(x − x0) (y0 − y)
(x0 − y) (x − y0)

.

Теорема 1. Если ψ1 (y) ∈ C [−1, 0]∩C1 (−1, 0), τ1 (x) ∈ C [−1, 0]∩C1 (−1, 0), ψ1 (0) =
= τ1 (0) = 0, то единственное решение задачи (2.1)–(2.4) определяется формулой:

u (x, y) = −
x∫

−1

R (t, 0; x, y)
[
τ′1 (t) +

q
t
τ1 (t)

]
dt−

−
0∫

y

R (−1, t; x, y)
[
ψ′1 (t) +

q
1 + t

ψ1 (t)
]
dt = u1(x, y) + u2(x, y).

(2.5)

Функции u1 (x, y) и u2 (x, y) из (2.5) поставим в (1.8) и, меняя пределы инте-
грирования во втором слагаемом, получим

v−1 (x) =
d
dx

0∫
x

u1 (t, 0) (t − x)−λ dt + Ψ1(x), (2.6)

где Ψ1(x) имеет вид

Ψ1(x) =
Γ (2 − λ)Γ (2 − 2q − λ)
Γ2 (2 − q − λ)

0∫
x

(s − x)1−q−λ (1 + s)q ×

×F
(
1 − q, q; 2 − q − λ; s − x

1 − s

) [
ψ′1 (s) +

q
1 + s

ψ1 (s)
]

ds. (2.7)

Лемма 1. Пусть u (x, y) ∈ C
(
D−1

)
является решением уравнения (1.1)

в области D−1 и u(−1, y) ≡ 0. Тогда если u (x, 0) = τ1 (x), τ1 (x) ∈ C [−1, 0]∩
∩C1 (−1, 0), достигает на сегменте [−1, 0] наибольшего положительного
(наименьшего отрицательного) значения в точке ξ ∈ (−1, 0), то v−1 (ξ) < 0
(v−1 (ξ) > 0).

Доказательство. Непрерывное в замкнутой области D−1 решение уравнения
(1.1) можно представить в виде решения задачи Гурса (2.5). Отсюда вычислим
выражение (1.8), которое имеет вид (2.6). Из (2.6) при условии u (−1, y) ≡ 0 имеем

v−1 (x) =
d
dx

0∫
x

u1 (t, 0) (t − x)−λ dt = −τ1 (0) (−x)−λ +
0∫

x

τ′1 (t) (t − x)−λ dt.

Пусть max
[−1, 0]

τ1 (t) = τ1 (ξ) > 0, ξ ∈ (−1, 0). Тогда

v−1 (ξ) = −τ1 (ξ) (−ξ)−λ + λ
0∫
ξ

[τ1 (t) − τ1 (ξ)] (t − ξ)−λ−1 dt.

Откуда и следует утверждение леммы.

Задача Гурса. Найти в области D2− функцию u (x, y), удовлетворяющую сле-
дующим условиям:

u (x, y) ∈ C
(
D2−

)
∩ C1

(
D2
−
)
, uxy ∈ C

(
D2
−
)
; (2.8)
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Lu ≡ 0, (x, y) ∈ D2
−; (2.9)

u (1, y) = ψ2 (y) , y ∈ [−1, 0] ; (2.10)

u (x, 0) = τ2 (x) , x ∈ [0, 1] , (2.11)

где τ2 (x), ψ2 (x) — заданные достаточно гладкие функции.
Решение задачи (2.8)–(2.11) в области D2− проводится аналогично решению за-

дачи (2.1)–(2.4). В этом случае функция Римана имеет вид

R (x, y; x0, y0) = (x + y)2q (x0 + y)−q (x + y0)−q F (q, q; 1; σ2) ,

где σ2 =
(x − x0) (y − y0)
(x0 + y) (x + y0)

.

Теорема 2. Если ψ2 (y) ∈ C [−1, 0]∩C1 (−1, 0), τ2 (x) ∈ C [0, 1]∩C1 (0, 1), ψ2 (0) =
= τ2 (1) = 0, то единственное решение задачи (2.8)–(2.11) в области D2− опреде-
ляется формулой:

u (x, y) = −
1∫

x

R (t, 0; x, y)
[
τ′2 (t) +

q
t
τ2 (t)

]
dt−

−
0∫

y

R (1, t; x, y)
[
ψ′2 (t) +

q
1 + t

ψ2 (t)
]
dt = u1(x, y) + u2(x, y).

(2.12)

В (1.9) поставим (2.12) и после аналогичных преобразований получим

v2
− (x) =

x∫
0

τ′2 (t) (x − t)−r dt + τ2 (0) x−r + Ψ2(x), (2.13)

где

Ψ2(x) = −Γ (2 − r)Γ (2 − 2q − r)
Γ2 (2 − q − r)

0∫
−x

(s + x)1−q−r (1 + s)q ×

×F
(
1 − q, q; 2 − q − r;

s + x
1 + s

) [
ψ′2 (s) +

q
1 + s

ψ2 (s)
]

ds.

(2.14)

Лемма 2. Пусть u (x, y) ∈ C
(
D2−

)
является решением уравнения (1.1) в области

D2− и u(1, y) ≡ 0. Тогда если u (x, 0) = τ2 (x), τ2 (x) ∈ C [0, 1] ∩ C1 (0, 1), достигает
на сегменте [0, 1] наибольшего положительного (наименьшего отрицательного)
значения в точке ξ ∈ (0, 1), то v2− (ξ) > 0 (v2− (ξ) < 0).

Доказательство аналогично доказательству леммы 1.

3. Единственность решения задачи Геллерстедта

Теорема 3 (Принцип экстремума). Пусть функция u (x, y) удовлетворяет
условиям (1.2), (1.3) и u (−1, y) = u (1, y) ≡ 0. Тогда если max

D+
u (x, y) = u (Q) > 0

(min
D+

u (x, y) = u (Q) < 0), то максимум (минимум) u (Q) достигается на кривой Γ.

Доказательство. При доказательстве данной теоремы воспользуемся мето-
дом, предложенным в работе [14]. Пусть max

D+
u (x, y) = u (Q), Q ∈ D+. В силу линей-

ности и однородности уравнения (1.1) в области D+, можно считать, что u (Q) > 0.
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Поскольку в области D+ функция u (x, y) является решением эллиптического урав-
нения, то Q ∈ Γ ∪ AB, если u (x, y) не является тождественной постоянной.

Пусть Q ∈ AB = AO ∪OB ∪ O, где O (0, 0), то есть Q = (x0, 0), −1 < x0 < 1. Если
Q ∈ AO, то −1 < x0 < 0. В этом случае, в силу леммы 1: v−1 (x0) < 0, а в силу
леммы Бабенко [10. С. 44] uy (x0, +0) < 0, что противоречит условию сопряжения
(1.7). Если Q ∈ OB, то в силу леммы 2 получаем противоречие.

Пусть Q ≡ O —точка изолированного максимума, то есть x0 = 0. Пусть r ∈
( 0, u (Q) ). Число r возьмем настолько близким к числу u (Q), чтобы кривая γ,
составленная из линий уровня u (x, y) = r > 0, целиком лежала в малой окрест-
ности U (Q, δ), 0 < δ < 1/2, и для всех точек (x, y), принадлежащих области Dγ,
ограниченной кривой γ и осью Ox, u (x, y) � r.

Обозначим через Aγ (a, 0) и Bγ (b, 0) точки пересечения кривой γ с осью Ox,
где −δ < a < 0, 0 < b < δ. В области Dγ введем функцию υ (x, y) = u (x, y) − r,
которая удовлетворяет условиям υ|γ = 0, υ (x, y) � 0 на Dγ, ymυxx + υyy ≡ 0 в Dγ, и
рассмотрим интеграл ∫∫

Dγ

υ
(
ymυxx + υyy

)
dxdy = 0.

Отсюда интегрируя по частям, получим∫∫
Dγ

(
ym (υυx)x +

(
υυy

)
y

)
dxdy −

∫∫
Dγ

(
ymυ2

x + υ
2
y

)
dxdy = 0. (3.1)

Применив к (3.1) формулу Грина, в силу граничного условия f |γ = 0, будем иметь∫
AγBγ

υ (x, 0) υy (x, 0) dx +
∫∫

Dγ

(
ymυ2

x + υ
2
y

)
dx dy = 0. (3.2)

В силу того, что υy (x, 0) = uy (x, 0 + 0), согласно условию сопряжения (1.7),
υy (x, 0) = −v−1 (x), −1 < x < 0 и υy (x, 0) = v2− (x), 0 < x < 1. В малой окрестности
U функция υ (x, 0) при x → 0 − 0 монотонно возрастает к значению υ (Q). Пусть
[−δ, 0) —такой промежуток оси y = 0, где υ (x, 0) возрастает при x → 0 − 0.

Покажем, что υy (x, 0) � 0 при всех x ∈ [−δ, 0). Пусть ξ— произвольная точка
из интервала (−δ, 0). Тогда на [0, ξ] функция υ (x, 0) достигает максимума в точке
(ξ, 0). Следовательно, в силу утверждения леммы 1 υy (ξ, 0) = −v−1 (ε) > 0. В силу
произвольности точки ξ, получаем υy (x, 0) � 0 при a � x < 0. Аналогично на
основании леммы 2 доказывается, что υy (x, 0) � 0 на промежутке (0, b].

Таким образом, из равенства (3.2) получаем, что∫∫
Dγ

(
ymυ2

x + υ
2
y

)
dxdy = 0.

Отсюда следует υx = υy ≡ 0 в Dγ. А это значит, что функция υ (x, y) ≡ const. В силу
того, что υ|γ = 0, имеем υ (x, y) ≡ 0. Тогда u (x, y) ≡ r в Dγ, чего быть не может, так
как Q —точка изолированного положительного максимума. Следовательно, Q ∈ Γ.

Аналогично доказывается, что min
D+

u (x, y) достигается на Γ. Теорема доказана.

Теорема 4. Если существует решение задачи (1.2)–(1.7), то оно единственно.
Доказательство следует из теоремы 3.
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4. Существование решения задачи Геллерстедта

Доказательство существования решения задачи Геллерстедта для простоты вы-
числений будем проводить для случая, когда кривая Γ совпадает с нормальной

кривой Γ0: x2+
4

(m + 2)2
ym+2 = 1, y � 0. В этом случае в качестве функции u (x, y) в

области D+ возьмем решение задачи N для уравнения (1) с граничными услови-
ями u|Γ0

= u (0, y), −1 � x � 1 и uy(x, 0+ 0) = ν(x), −1 < x < 1, которое определяется
формулой (10.41) из [10. С. 194]. Полагая в этой формуле y = 0, найдем функци-
ональное соотношение между функциями u(x, 0 + 0) = τ(x) и uy(x, 0 + 0) = ν(x):

τ (x) = −k

1∫
−1

ν (t)
[
|x − t|−2q − (1 − tx)−2q

]
dt + Φ (x) , −1 � x � 1, (4.1)

где

Φ (x) = 2k2q (1 − q)−2q
(
1 − x2

) 1∫
−1

ϕ1 (t)
(
1 − t2

)
(
1 + x2 − 2xt

)1+q dt.

Учитывая u (x, 0) = τ1 (x), −1 � x � 0, u (x, 0) = τ2 (x), 0 � x � 1, равенство (4.1)
представим в следующем виде:

τ1 (x) = k

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
x∫

−1

ν (t) (x − t)−2q dt +

0∫
x

ν (t) (t − x)−2q dt +

+

1∫
0

ν (t) (t − x)−2q dt −
0∫

−1

ν (t) (1 − tx)−2q dt −
1∫

0

ν (t) (1 − tx)−2q dt

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠+
+Φ1 (x) , −1 � x � 0,

(4.2)

τ2 (x) = k

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0∫

−1

ν (t) (x − t)−2q dt +

x∫
0

ν (t) (x − t)−2q dt+

+

1∫
x

ν (t) (t − x)−2q dt −
0∫

−1

ν (t) (1 − tx)−2q dt −
1∫

0

ν (t) (1 − tx)−2q dt

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠+
+Φ2 (x) , 0 � x � 1,

(4.3)

где k =
1
2

(
4

m + 2

)2q
Γ (q)

Γ (1 − q)Γ (2q)
.

С учетом условий сопряжения (1.7) вместо uy(x, 0+0) = ν(x) подставим значения
v−1(x) и v2−(x) по формулам (2.6) и (2.13). Полученные выражения для τ1(x) и τ2(x)
продифференцируем по x и обозначим за τ̃′1 (x) продолжение функции τ1

′ (x) на
(0, 1). Тогда, складывая и вычитая почленно найденные равенства, получим

ξ (x) =

1∫
0

ξ (s) M (x, s) ds + P (x) , 0 < x < 1, (4.4)

η (x) =

1∫
0

η (s) N (x, s) ds + Q (x) , 0 < x < 1, (4.5)
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где
ξ (x) = τ2

′ (x) + τ̃′1 (x) , (4.6)

η (x) = τ2′ (x) − τ̃′1 (x) ; (4.7)

M (x, s) =

{
M1 (x, s) + K1 (x, s) , 0 � s � x,
M2 (x, s) + K2 (x, s) , x � s � 1;

N (x, s) =

{
N1 (x, s) + K1 (x, s) , 0 � s � x,
N2 (x, s) + K2 (x, s) , x � s � 1.

Лемма 3. Функция M1 (x, s) непрерывна на множестве G1 = {(x, s :
0 � s � x < 1}, кроме границ x = 1, s = x и справедлива оценка

|M1 (x, s) | � C1

(1 − xs)2q (1 − s)r
+

C2

(1 − x)r+2q
+

+
C3 (1 − s)r+2q

(1 − x)2q (x − s)r+2q
+

C4

(x − s)r+2q
.

Лемма 4. Функция K1 (x, s) непрерывна на множестве G1, кроме линий x = 1,
s = x, где для нее справедлива оценка

|K1 (x, s) | � C1

(1 − xs)2q (x − s)r
+

C2(
1 − x2

)2q (x − s)r
+

+
C3

(1 − x)2q (1 − s)r
.

Лемма 5. Функция M2 (x, s) непрерывна на множестве G2 = {(x, s) :
0 < x � s � 1}, кроме границ s = x, s = 1, где справедлива оценка

|M2 (x, s) | � C1

(s − x)r+2q
+

C2

(1 − x)2q (1 − s)r
+

C3

(1 − xs)2q (1 − s)r
.

Лемма 6. Функция K2 (x, s) непрерывна на множестве G2, кроме границы
s = 1, где справедлива оценка

|K2 (x, s) | � C1

(1 − xs)2q (1 − s)r
+

C2

(1 − x)2q (1 − s)r
.

Лемма 7. Функция P (x) непрерывна на интервале (0, 1).

На основании утверждений лемм 3–7 делаем вывод, что уравнения (4.4) и (4.5)
являются уравнениями Фредгольма второго рода с интегрируемым ядром и сво-
бодным членом, непрерывным на [0, 1), а при x → 1 имеющим особенность инте-
грируемого порядка. По теории данных уравнений [15. С. 428] из единственности
решения задачи следует, что соответствующее однородное уравнение имеет только
тривиальное решение. Следовательно, уравнения (4.4) и (4.5) имеют единственное
решение, непрерывное в [0, 1), а при x → 1 имеющее особенность интегрируемого
порядка.

Решения уравнений (4.4) и (4.5) могут быть записаны соответственно в виде

ξ (x) =

1∫
0

P (t) R1 (x, t) dt + P (x) , (4.8)
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η (x) =

1∫
0

P (t) R2 (x, t) dt + P (x) , (4.9)

где R1 (x, t) и R2 (x, t) — резольвенты ядер M (x, t) и N (x, t)соответственно.
Полученные решения (4.8) и (4.9) подставим в систему из уравнений (4.6) и

(4.7), из которой найдем

τ2
′ (x) =

ξ (x) + η (x)
2

.

Подставив в выражение (2.12) решение данного дифференциального уравнения
относительно функции τ2 (x) с начальным условием τ2 (1) = 0, получим решение
задачи Геллерстедта в области D2−.

Аналогично решая задачу:

τ1
′ (x) =

ξ (−x) − η (−x)
2

, τ1 (−1) = 0,

находим функцию τ1 (x) и, подставляя ее в формулу (2.5), построим решение за-
дачи Геллерстедта в области D−1.

Таким образом, нами доказана следующая

Теорема 5. Если ψ1 (y) ∈ C [−1, 0] ∩C1 (−1, 0), ψ2 (y) ∈ C [0, 1] ∩C1 (0, 1), Γ ≡ Γ0,
u|Γ0

≡ 0, ψ1(y), ψ2(y) ∈ L1[−1, 0], r+2q < 1, λ+2q < 1, то существует единственное
решение задачи (1.2)–(1.7).
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