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УДК 517.956

ОБ ОДНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ
ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТИПА1

© 2008 О.А.Репин,2 Р.Н.Салихов3

В работе рассматривается нелокальная краевая задача для уравнения ги-
перболического типа с краевыми условиями, содержащими операторы дроб-
ного интегро-дифференцирования. Доказаны теоремы существования и един-
ственности решения задачи.

1. Постановка задачи

Рассмотрим уравнение

|y|2muxx + yuyy + αuy = 0 , (1.1)

где m >
1
2
, и α — заданные действительные постоянные.

Пусть D — конечная односвязная область плоскости независимых переменных
x и y, ограниченная характеристиками

AC : x − 2
2m + 1

(−y)
2m+1

2 = 0 , BC : x +
2

2m + 1
(−y)

2m+1
2 = 1

уравнения (1.1) и отрезком J̄ ≡ AB = {x : 0 � x � 1}.
Введем следующие обозначения:

Θ0(x) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ x
2
,−

(
x

m0

) m0
2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ и Θ1(x) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝1 + x
2
,−

(
1 − x
m0

) m0
2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ — точки пересечения харак-

теристик уравнения (1.1), выходящих из точки x ∈ J c характеристиками AC и

BC соответственно; m0 =
4

2m + 1
; Iα,β,η0+ и Iα,β,η1− — операторы обобщенного дробного

интегро-дифференцирования с гипергеометрической функцией Гаусса, введенные
в [1] и имеющие при действительных α(α > 0), β, η ∈ � и x > 0 вид

(Iα,β,η0+ ϕ)(x) =
x−α−β

Γ(α)

∫ x

0
(x − t)α−1F(α + β,−η,α; 1 − t

x
)ϕ(t)dt , (1.2)

(Iα,β,η1− ϕ)(x) =
(1 − x)−α−β

Γ(α)

∫ 1

x
(t − x)α−1F(α + β,−η,α;

t − x
1 − x

)ϕ(t)dt ; (1.3)

1Представлена доктором физико-математических наук, профессором Л.С.Пулькиной.
2Репин Олег Александрович (matstat@mail.ru), кафедра математической статистики Самар-

ского государственного экономического университета, 443090, Россия, г. Самара, ул. Советской
Армии, 141.

3Салихов Рустам Назипович (salrus@mail.ru), кафедра прикладной математики и инфор-
матики Самарского государственного технического университета, 443100, Россия, г. Самара,
ул.Молодогвардейская, 244.



Об одной краевой задаче для уравнения гиперболического типа 53

Eα,β0+ — оператор Эрдейи-Кобера, который действует на функцию f (x) по форму-
ле [2]

(Eα,β0+ f )(x) =
x−α−β

Γ(α)

∫ x

0
(x − t)α−1tβ f (t)dt ; (1.4)

Γ(x) — гамма-функция Эйлера; F(a, b, c; x) — гипергеометрическая функция Гаус-
са; Hλ[a, b], (0 < λ � 1) есть класс функций, удовлетворяющих условию Гельдера
порядка λ на отрезке [a, b], H∗ = H∗(a, b) — класс гельдеровских функций с инте-
грируемыми особенностями на концах отрезка.

Также нам потребуются следующие леммы [3]:
Лемма 1.1. Пусть 0 < −α < λ < 1, η > β − 1 и ϕ(x) ∈ Hλ[0, 1]. Тогда

xβ(Iα,β,η0+ ϕ)(x) , (1 − x)β(Iα,β,η1− ϕ)(x) ∈ Hλ+α[0, 1].

Лемма 1.2. Пусть 0 < −α < λ < 1, β < min{0, η + 1} и ϕ(x) ∈ Hλ[0, 1]. Тогда

(Iα,β,η0+ ϕ)(x) , (Iα,β,η1− ϕ)(x) ∈ Hmin{λ+α,−β}[0, 1].

При
1
2
− m < α < 1 регулярное решение u(x, y) уравнения (1.1) в области D, удо-

влетворяющее условиям

u(x, o) = τ(x), 0 � x � 1,

lim
y→−0

(−y)αuy(x, y) = ν(x), 0 < x < 1,

где τ(x) ∈ C1(J̄)
⋂

C2(J), ν(x) ∈ C1(J), дается формулой [4]

u(x, y) =
Γ(2β)
Γ2(β)

∫ 1

0
τ
[
x + (1 − 2t)(−y)

2
m0

m0

2

]
tβ−1(1 − t)β−1dt−

−m0Γ(1 − 2β)
2Γ2(1 − β) (−y)1−α

∫ 1

0
ν

[
x + (1 − 2t)(−y)

2
m0

m0

2

]
t−β(1 − t)−βdt ,

где

β =
2m − 1 + 2α
2(2m + 1)

, m0 =
4

2m + 1
.

В области D поставим и изучим следующую задачу:
Задача 1.1. Найти в области D решение u(x, y) ∈ C(D̄) уравнения (1.1), удовле-
творяющее краевым условиям

(E1−2β,2β−1
0+ a1(t)ν(t))(x) + τ(x) = ϕ1(x), (1.5)

A(x)(Iα1,β1,γ1

0+ u[Θ0])(x) + B(x)(Iα2,β2,γ2

1− u[Θ1])(x)+
+C(x)(Iα3,β3,γ3

1− ν(t))(x) = ϕ2(x),

где A(x), B(x), C(x), a1(x), ϕ1(x) и ϕ2(x) — известные функции; α1, β1, γ1, α2, β2,

γ2, α3, β3, γ3, — заданные числа; β =
2m − 1 + 2α
2(2m + 1)

,
1
2
− m < α < 1.

2. Существование и единственность

На основании решения задачи Коши (1.5) и формул (1.2)–(1.4) найдем значе-
ния u(x, y) в точках Θ0(x) и Θ1(x):

u[Θ0] = K0(E
β,β−1
0+ τ(t))(x) − K1(E

1−β,β−1
0+ t1−2βν(t))(x), (2.1)

u[Θ1] = K0(I
β,0,β−1
1− τ(t))(x) − K1(I

1−β,2β−1,β−1
1− ν(t))(x), (2.2)
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где

K0 =
Γ(2β)
Γ(β)

, K1 =
Γ(1 − 2β)
2Γ(1 − β)m

2β
0 .

Подставим выражения (2.1), (2.2) в краевое условие (1.6)

A(x)(Iα1,β1,γ1

0+ (K0E
β,β−1
0+ τ(t) − K1E

1−β,β−1
0+ t1−2βν(t)))(x)+

+B(x)(Iα2,β2,γ2

1− (K0I
β,0,β−1
1− τ(t) − K1I

1−β,2β−1,β−1
1− ν(t)))(x)+

+C(x)(Iα3,β3,γ3

1− ν(t))(x) = ϕ2(x).

(2.3)

Примем γ1 = −α1−1+β, γ2 = −α2−1+β, тогда, выражая τ(x) из краевого условия
(1.5) и используя известные свойства операторов дробного интегро-дифференци-
рования [2], из выражения (2.3) получим

−A(x)(Iα1+1−β,β1,β−1−α1

0+ (K0a1(t)ν(t) + K1t1−2βν(t)))(x)−
−B(x)K0(I

α2+β,β2,β−1−α2

1− I1−2β,0,2β−1
0+ a1(t)ν(t)))(x)−

−B(x)K1(I
α2+1−β,β2+2β−1,−α2+β−1
1− ν(t))(x)+

+C(x)(Iα3,β3,γ3

1− ν(t))(x) = g(x),

(2.4)

где

g(x) = ϕ2(x) − A(x)K0(I
α1+β,β1,β−1−α1

0+ ϕ1(t))(x) −
−B(x)K0(I

α2+β,β2,β−1−α2

1− ϕ1(t))(x).

Решение данной задачи будем искать для двух случаев:
1) ∀x ∈ J̄ A(x) � 0, B(x) = 0, C(x) = A(x), γ1 = −α1−1+β, α3 = α1+1−β, γ3 = −α1−1+β;
2) ∀x ∈ J̄ A(x) = 0, B(x) � 0, C(x) = 0, γ2 = −α2 − 1 + β.
В первом случае выражение (2.4) примет вид

−(Iα1+1−β,β1,β−1−α1

0+ (K0a1(t)ν(t) + K1t
1−2βν(t)))(x)+

+(Iα1+1−β,β3,−α1−1+β
1− ν(t))(x) =

g(x)
A(x)
.

Пусть α1 + 1 − β > 0, тогда на выражение (2.5) подействуем оператором I−α1−1+β,−β1,0
0+

(K0a1(x) + K1x
1−2β)ν(x) − (I−α1−1+β,−β1,0

0+ Iα1+1−β,β3,−α1−1+β
1− ν(t))(x) =

= −(I−α1−1+β,−β1,0
0+

g(t)
A(t)

)(x).

В работе [5] получена формула

Ia,b,0
0+ I−a,c,a

1− ν =
sinπ(a + 1)

π
xb

∫ 1

0
u−a(1 − u)a−c(u − x)−1ν(u)du−

− cosπ(a + 1)x−a−b(1 − x)a−cν(x).

Используя (2.5) и полагая a = −α1 − 1+ β, b = −β1, c = β3, перепишем (2.5) в виде
интегрального уравнения с ядром Коши

(K0a1(x) + K1x
1−2β + cosπ(β − α1)xα1+1−β+β1 (1 − x)−α1−1+β−β3 )ν(x) −

− sinπ(β − α1)
π

x−β1

∫ 1

0

uα1+1−β(1 − u)−α1−1+β−β3ν(u)du
u − x

= (2.5)

= −(I−α1−1+β,−β1,0
0+

g(t)
A(t)

)(x).
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Умножим выражение (2.5) на xβ1 , 0 < x < 1

(K0a1(x)xβ1 + K1x
1−2β+β1 + cosπ(β − α1)xα1+1−β+2β1 (1 − x)−α1−1+β−β3 )ν(x) −

− sinπ(β − α1)
π

∫ 1

0

uα1+1−β(1 − u)−α1−1+β−β3ν(u)du
u − x

=

= −xβ1 (I−α1−1+β,−β1,0
0+

g(t)
A(t)

)(x).

Выполнив замену ω(u) = uα1+1−β(1 − u)−α1−1+β−β3ν(u), получим характеристическое
сингулярное интегральное уравнение

c1(x)ω(x) +
c2

π

∫ 1

0

ω(u)du
u − x

= c3(x), (2.6)

где
c1(x) = K0a1(x)x−α1−1+β+β1 (1 − x)α1+1−β+β3+

+K1x
−α1−β+β1 (1 − x)α1+1−β+β3 + cosπ(β − α1)x2β1 ,

c2 = − sinπ(β − α1),

c3(x) = −xβ1 I−α1−1+β,−β1,0
0+

g(t)
A(t)
.

Таким образом, мы свели задачу (в смысле разрешимости) к характеристическому
сингулярному интегральному уравнению (2.6). Будем предполагать, что выполня-
ется условие

c2
1(x) + c2

2 � 0 . (2.7)

Пусть a1(x) ∈ Hλ1 , β1 > α1+1−β, β3 > −α1−1+β, тогда в силу того, что 0 < β < 1/2
и α1 + 1 − β > 0, имеем c1(x) ∈ Hmin{λ1,−α1−1+β+β1,α1+1−β+β3,2β1}.

Рассмотрим правую часть интегрального уравнения (2.6) c3(x), которая в дан-
ном случае будет иметь вид

c3(x) = −xβ1 (I−α1−1+β,−β1,0
0+

ϕ2(t)
A(t)

)(x)+

+K0x
β1 (I−α1−1+β,−β1,0

0+ Iα1+β,β1,β−1−α1

0+ ϕ1(t))(x) .

Пусть A(x) ∈ Hλ2 [0, 1], ϕ2(x) ∈ Hλ2 [0, 1], 0 < α1 + 1 − β < λ2 < 1, тогда в силу предпо-
ложения β1 > α1 + 1 − β > 0, согласно лемме 1.2, имеем

(I−α1−1+β,−β1,0
0+

ϕ2(t)
A(t)

)(x) ∈ Hmin{λ2−α1−1+β,β1}[0, 1].

Пусть также (Iα1+β,β1,β−1−α1

0+ ϕ1(t))(x) ∈ Hλ3 [0, 1], 0 < α1 + 1− β < λ3 < 1, тогда, согласно
лемме 1.2, имеем

(I−α1−1+β,−β1,0
0+ Iα1+β,β1,β−1−α1

0+ ϕ1(t))(x) ∈ Hmin{λ3−α1−1+β,β1}[0, 1].

Таким образом, c3(x) ∈ Hmin{λ2−α1−1+β,λ3−α1−1+β,β1}.
Найдем далее

G(x) =
c1(x) − ic2

c1(x) + ic2
= eiθ(x), θ(x) = argG(x);

G(0) = −1 = cosπ + i sinπ = eiπ.

Выберем argG(0) = π, тогда argG(1) = 2π(β − α1), где 0 < β − α1 < 1.
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Решение уравнения будем искать в классе функций H∗[0, 1]
⋂

C[0, 1), тогда ин-
декс уравнения

χ =

[
θ(1)
2π

]
=

[
β − α1

]
.

В силу условия 0 < β − α1 < 1 индекс уравнения χ = 0. Следуя [2], найдем µ0 =
1
2
,

µ1 = β − α1 − 1,

Z0(x) = exp
1
2π

[∫ 1

0

θ(t)dt
t − x

+ π ln(x) − 2π(β − α1) ln(1 − x)

]
.

Согласно [2, теорема 30.2] уравнение (2.6) разрешимо единственным образом в
классе H∗[0, 1]

⋂
C[0, 1) и его общее решение дается формулой

ω(x) =
c1(x)c3(x)

c2
1(x) + c2

2

− c2Z0(x)

π(c2
1(x) + c2

2)

∫ 1

0

( x
t

)µ0
(
1 − x
1 − t

)µ1 c3(t)dt
Z0(t)(t − x)

.

Аналогичным образом рассмотрим второй случай. Выражение (2.4) в данном
случае примет вид

−K0(I
α2+β,β2,β−1−α2

1− I1−2β,0,2β−1
0+ a1(t)ν(t))(x)−

−K1(I
α2+1−β,β2+2β−1,−α2+β−1
1− ν(t))(x) =

g(x)
B(x)

.
(2.8)

Пусть α2 + β > 0, тогда на выражение (2.8) подействуем оператором I−α2−β,−β2,2β−1
1−

K0(I
1−2β,0,2β−1
0+ a1(t)ν(t))(x) − K1(I

1−2β,2β−1,2β−1
1− ν(t))(x) =

= (I−α2−β,−β2,2β−1
1−

g(t)
B(t)

)(x).
(2.9)

На выражение (2.9) подействуем оператором I2β−1,0,0
0+

K0a1(x)ν(x) − K1(I
2β−1,0,0
0+ I1−2β,2β−1,2β−1

1− ν(t))(x) =

= (I2β−1,0,0
0+ I−α2−β,−β2,2β−1

1−
g(t)
B(t)

)(x).

Используя, как и в первом случае, формулу (2.5), получим

(K0a1(x) + K1 cos 2πβ x1−2β)ν(x) − K1
sin 2πβ
π

∫ 1

0

u1−2β

u − x
ν(u)du =

= (I2β−1,0,0
0+ I−α2−β,−β2,2β−1

1−
g(t)
B(t)

)(x).

Произведя замену ω(u) = u1−2βν(u), придем к характеристическому сингулярному
интегральному уравнению относительно функции ω(x)

c1(x)ω(x) +
c2

π

∫ 1

0

ω(u)du
u − x

= c3(x), (2.10)

где
c1(x) = K0a1(x)x

2β−1 + K1 cos 2πβ,
c2 = −K1 sin 2πβ,

c3(x) = (I2β−1,0,0
0+ I−α2−β,−β2,2β−1

1−
g(t)
B(t)

)(x) .
(2.11)
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Таким образом, в этом случае мы также свели задачу (в смысле разрешимости) к
характеристическому сингулярному интегральному уравнению (2.10). Будем пред-
полагать, что выполняется условие

c2
1(x) + c2

2 � 0 . (2.12)

Пусть a1(x) = xa2(x), a2(x) ∈ Hλ1 , тогда c1(x) ∈ Hmin{λ1,2β}.
Рассмотрим правую часть интегрального уравнения (2.10) c3(x), которая во

втором случае будет иметь вид

c3(x) = (I2β−1,0,0
0+ I−α2−β,−β2,2β−1

1−
ϕ2(t)
B(t)

)(x) −
−K0(I

2β−1,0,0
0+ I−α2−β,−β2,2β−1

1− Iα2+β,β2,β−1−α2

1− ϕ1(t))(x).

В силу предположения α2 +β > 0, используя известные свойства операторов дроб-
ного интегро-дифференцирования, получим

c3(x) = (I2β−1,0,0
0+ I−α2−β,−β2,2β−1

1−
ϕ2(t)
B(t)

)(x) − K1(I
2β−1,0,0
0+ ϕ1(t))(x) .

Пусть 0 < α2 +β < λ2 < 1, −β2 < min{0, 2β} = 0, B(x) ∈ Hλ2 [0, 1], ϕ2(x) ∈ Hλ2[0, 1], тогда
согласно лемме 1.2 имеем

(I−α2−β,−β2,2β−1
1−

ϕ2(t)
B(t)

)(x) ∈ Hmin{λ2−α2−β,β2}[0, 1] .

Пусть также ϕ1(x) ∈ Hλ3 [0, 1], 0 < 1 − 2β < λ3 < 1, тогда с учетом неравен-
ства 0 < β < 1/2, используя лемму 1.1, получим (I2β−1,0,0

0+ ϕ1(t))(x) ∈ Hλ3+2β−1[0, 1] и
c3(x) ∈ Hmin{λ2−α2+β−1,β2+2β−1,λ3+2β−1}[0, 1].
Найдем далее

G(x) =
c1(x) − ic2

c1(x) + ic2
= eiθ(x), θ(x) = argG(x);

G(0) =
cos 2πβ + i sin 2πβ
cos 2πβ − i sin 2πβ

= ei4πβ.

Выберем argG(0) = 4πβ, где 0 < β < 1/2, тогда

argG(1) = 2 arctg

(
K1 sin 2πβ

K0a2(1) + K1 cos 2πβ

)
.

Решение уравнения будем искать в классе функций H∗[0, 1]
⋂

C[0, 1), тогда ин-
декс уравнения

χ =

[
θ(1)
2π

]
,

Пусть a2(1) > −K1

K0
cos 2πβ, тогда справедливо неравенство

K1 sin 2πβ
K0a2(1) + K1 cos 2πβ

> 0 ,

0 < argG(1) < π и индекс уравнения χ = 0. Следуя [2] найдем µ0 = 1 − 2β, µ1 =

=
1
π

arctg

(
K1 sin 2πβ

K0a2(1) + K1 cos 2πβ

)
,

Z0(x) = exp
1
2π

[∫ 1

0

θ(t)dt
t − x

+ 4πβ ln(x) − 2 arctg(
K1 sin 2πβ

K0a2(1) + K1 cos 2πβ
) ln(1 − x)

]
.
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Согласно [2, теор. 30.2] уравнение (2.10) разрешимо единственным образом в клас-
се H∗[0, 1]

⋂
C[0, 1) и его общее решение дается формулой

ω(x) =
c1(x)c3(x)

c2
1(x) + c2

2

− c2Z0(x)

π(c2
1(x) + c2

2)

∫ 1

0

( x
t

)µ0
(
1 − x
1 − t

)µ1 c3(t)dt
Z0(t)(t − x)

.

Таким образом, справедливы утверждения.
Теорема 2.1. Пусть m > 1/2 и выполнены условия
1/2 − m < α < 1, ∀x ∈ J̄ A(x) � 0, B(x) = 0, C(x) = A(x), γ1 = −α1 − 1 + β,
α3 = α1 + 1 − β, γ3 = −α1 − 1 + β, a1(x) ∈ Hλ1 , β1 > α1 + 1 − β, β3 > −α1 − 1 + β,
A(x) ∈ Hλ2 [0, 1], ϕ2(x) ∈ Hλ2 [0, 1], 0 < α1 + 1 − β < λ2 < 1, 0 < α1 + 1 − β < λ3 < 1,
(Iα1+β,β1,β−1−α1

0+ ϕ1(t))(x) ∈ Hλ3 [0, 1] и выполняется условие (2.7), тогда задача 1 имеет
единственное решение.
Теорема 2.2. Пусть m > 1/2 и выполнены условия
1/2 − m < α < 1, ∀x ∈ J̄ A(x) = 0, B(x) � 0, C(x) = 0, γ2 = −α2 − 1 + β,

a1(x) = xa2(x), a2(1) > −K1

K0
cos 2πβ, a2(x) ∈ Hλ1 [0, 1], β2 > 0, 0 < α2 + β < λ2 < 1,

0 < 1 − 2β < λ3 < 1, B(x) ∈ Hλ2 [0, 1], ϕ2(x) ∈ Hλ2 [0, 1], ϕ1(x) ∈ Hλ3 [0, 1] и выполняется
условие (2.12), тогда задача 1 имеет единственное решение.
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