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В работе рассматривается задача для псевдогиперболического уравнения
с интегральными условиями. Доказывается однозначная разрешимость по-
ставленной задачи.

Введение

В последнее время появилось значительное количество работ, посвященных ис-
следованию нелокальных задач. Подобные задачи возникают при математическом
моделировании процессов различной природы, например, влагопереноса, теплопро-
водности, при изучении задач математической биологии, задач управления и дру-
гих. Одним из классов таких задач являются нелокальные задачи с интегральны-
ми условиями. Эти условия описывают поведение решения во внутренних точках
области в виде некоторого среднего. Ранее задачи с интегральными условиями на
плоскости и в пространстве для параболических уравнений исследованы в [1, 5],
для гиперболических в [2, 6, 8, 10].

1. Постановка задачи

Рассмотрим уравнение

Lu ≡ utt(x, t) − uxx(x, t) + c(x, t)u(x, t) − αuxxt(x, t) = f (x, t) (1.1)

в области Q = (0, l)× (0, T ) и поставим для него задачу: найти в Q решение урав-
нения (1.1) с условиями

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), (1.2)

ux(0, t) −
l∫

0

K1(x)u(x, t)dx = 0, (1.3)

ux(l, t) −
l∫

0

K2(x)u(x, t)dx = 0. (1.4)
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Функции K1(x), K2(x), ϕ(x), ψ(x) заданы в [0, l]; c(x, t), f (x, t) заданы в Q̄, α > 0 —
число.

Введем пространство V = {u(x, t) : u(x, t) ∈ W2
2 (Q), uxxt(x, t) ∈ L2(Q)}.

Теорема. Если Ki(x) ∈ C2[0, l], c(x, t) ∈ C1(Q̄), 0 � c0 � c(x, t) � c1,
max

Q
|ct(x, t)| � c2, f (x, t) ∈ L2(Q), ft(x, t) ∈ L2(Q), ϕ(x) ∈ W2

2 (0, l), ψ(x) ∈ W1
2 (0, l),

l∫
0

K2
i (x)dx <

1
2l2

, то существует единственное решение задачи (1.1)–(1.4), принад-

лежащее пространству V.

2. Доказательство

Определим оператор

Bu ≡ u(x, t) −
x∫

0

ξ∫
0

K2(ξ
′)u(ξ′, t)dξ′dξ +

l∫
x

l∫
ξ

K1(ξ
′)u(ξ′, t)dξ′dξ.

Обозначим Bu = v, Φ(x, t, u) = BLu − LBu. Заметим, что если u(x, t) — решение
задачи (1.1)–(1.4), то функция v(x, t) удовлетворяет условию

vx(0, t) = vx(l, t) = 0.

Рассмотрим вспомогательную задачу: найти в Q решение уравнения

Lv + Φ(x, t, u) = g(x, t), (2.1)

удовлетворяющее условиям:

v(x, 0) = v0(x), vt(x, 0) = v1(x), (2.2)

vx(0, t) = vx(l, t) = 0, (2.3)

где g(x, t) принадлежит тому же классу, что и функция f (x, t).
Доказательство существования решения вспомогательной задачи проведем ме-

тодом продолжения по параметру.
Пусть λ — число из отрезка [0, 1]. Рассмотрим семейство задач:

Lv + λΦ(x, t, u) = g(x, t) (2.4)

с условиями (2.2) и (2.3).
Обозначим через Λ множество тех чисел λ из отрезка [0, 1], для которых зада-

ча (2.4), (2.2), (2.3) разрешима в пространстве V для любых функций ϕ(x), ψ(x)
и f (x, t), удовлетворяющих условиям теоремы.

Множество Λ не пусто, поскольку в работе [3] доказано, что при λ = 0 суще-
ствует единственное решения задачи (2.4), (2.2), (2.3), принадлежащее простран-
ству V.

Докажем, что множество Λ открыто и замкнуто. Для этого получим априор-
ную оценку.

Умножим уравнение (2.4) на функцию vt(x, t) и результат проинтегрируем по
Qτ = (0, l)× (0, τ), где τ ∈ (0, t), t � T . После элементарных преобразований получим
следующее равенство:

l∫
0

[
v2
t (x, τ) + v2

x(x, τ) + c(x, τ)v2(x, τ)
]
dx + 2α

τ∫
0

l∫
0

v2
xt(x, t)dxdt+
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+2λ

τ∫
0

l∫
0

Φ(x, t, u)vt(x, t)dxdt = 2

τ∫
0

l∫
0

g(x, t)vt(x, t)dxdt+

+

l∫
0

(
c(x, 0)v2

0(x) + v′20 (x) + ct(x, t)v2
1(x)

)
dx.

Применив неравенство Юнга и учитывая условие 0 � c0 � c(x, t) � c1, получим
неравенство:

m0

l∫
0

[
v2
t (x, τ) + v2

x(x, τ) + v2(x, τ)
]
dx + 2α

τ∫
0

l∫
0

v2
xt(x, t)dxdt �

�
τ∫

0

l∫
0

Φ2(x, t, u)dxdt + 2

τ∫
0

l∫
0

ct(x, t)v2
t (x, t)dxdt+ (2.5)

+

τ∫
0

l∫
0

g2(x, t)dxdt + M0

l∫
0

(
v2
0(x) + v′20 (x) + v2

1(x)
)
dx,

где m0 = min{1, c0}, M0 = max{1, c1}.
Теперь умножим обе части уравнения (2.4) на функцию −αvxxt(x, t) и результат

проинтегрируем по Qτ. После элементарных преобразований получим

α

2

l∫
0

v2
xx(x, τ)dx + α2

τ∫
0

l∫
0

v2
xxt(x, t)dxdt =

= α

τ∫
0

l∫
0

vtt(x, t)vxxt(x, t)dxdt + α

τ∫
0

l∫
0

c(x, t)v(x, t)vxxt(x, t)dxdt−

−α
τ∫

0

l∫
0

g(x, t)vxxt(x, t)dxdt + αλ

τ∫
0

l∫
0

Φvxxt(x, t)dxdt +
α

2

l∫
0

v′′20(x)dx.

Применяя неравенство Юнга, получим

α

2

l∫
0

v2
xx(x, τ)dx +

α2

2

τ∫
0

l∫
0

v2
xxt(x, t)dxdt �

� 2

τ∫
0

l∫
0

v2
tt(x, t)dxdt + 2

τ∫
0

l∫
0

c2(x, t)v2(x, t)dxdt + 2

τ∫
0

l∫
0

Φ2dxdt+ (2.6)

+2

τ∫
0

l∫
0

g2(x, t)dxdt +
α

2

l∫
0

v′′20(x)dx.

Для того, чтобы оценить первое слагаемое, стоящее в правой части (2.6), умно-
жим (2.4) на utt(x, t) и проинтегрируем по Qτ. После преобразований и применения
неравенства Юнга получим
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1
2

τ∫
0

l∫
0

v2
tt(x, t)dxdt +

α

2

l∫
0

v2
xt(x, τ)dx �

� 2

τ∫
0

l∫
0

v2
xx(x, t)dxdt + 2

τ∫
0

l∫
0

c2(x, t)u2(x, t)dxdt + 2

τ∫
0

l∫
0

Φ2dxdt+ (2.7)

+2

τ∫
0

l∫
0

g2(x, t)dxdt +
α

2

l∫
0

v′21(x)dx.

С учетом (2.7) неравенство (2.6) примет вид

α

2

l∫
0

v2
xx(x, τ)dx +

α2

2

τ∫
0

l∫
0

v2
xxt(x, t)dxdt �

� 8

τ∫
0

l∫
0

v2
xx(x, t)dxdt + 10

τ∫
0

l∫
0

c2(x, t)v(x, t)2dxdt + 10

τ∫
0

l∫
0

Φ2dxdt+ (2.8)

+10

τ∫
0

l∫
0

g2(x, t)dxdt + 2α

l∫
0

v′21(x)dx +
α

2

l∫
0

v′′20(x)dx.

В правой части (2.5), (2.7), (2.8) неравенств присутствует слагаемое
τ∫

0

l∫
0

Φ2dxdt,

где

Φ(x, t, u) = L

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x∫

0

ξ∫
0

K2(ξ′)u(ξ′, t)dξ′dξ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ − L

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
l∫

x

l∫
ξ

K1(ξ′)u(ξ′, t)dξ′dξ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .
Оценим его. Для этого заметим, что если выполняется условие

l∫
0

K2
i (x)dx <

1
2l2

,

то существуют числа µ, ν > 0 такие, что справедливо неравенство

ν

l∫
0

u2(x, t)dx �
l∫

0

v2(x, t)dx � µ

l∫
0

u2(x, t)dx. (2.9)

Используя это неравенство и получив явное представление функции Φ(x, t, u),
нетрудно доказать оценку

||Φ(x, t, u)||L2(Q) � N0||v||V ,
что вместе с неравенствами (2.5), (2.7), (2.8) дает

||v(x, t)||V � N1

(
||v0(x)||W2

2 (0,l) + ||v1(x)||W1
2 (0,l)+

+||g(x, t)||L2(Q) + || f (x, t)||L2(Q)

)
.

(2.10)

Из (2.9) можно получить неравенство ||u(x, t)||V � C1||v(x, t)||V, откуда следует

||u(x, t)||V � N2

(
||v0(x)||W2

2 (0,l) + ||v1(x)||W1
2 (0,l)+

+||g(x, t)||L2(Q) + || f (x, t)||L2(Q)

)
.

(2.11)
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Оценки (2.10), (2.11) позволяют доказать, что множество Λ открыто и замкну-
то.

Покажем, что множество Λ открытое. Пусть λ0 ∈ Λ; покажем, что λ = λ0 + λ̂,
при условии малости |λ̂| также принадлежит Λ.

Рассмотрим следующую задачу:

Lv + λ0Φ(x, t, u) = g(x, t) − λ̂Φ(x, t,w), w(x, t) ∈ V (2.12)

с условиями (2.2) и (2.3).
Заметим, что в силу условий теоремы и вида функции Φ(x, t, u) F(x, t) = g(x, t)−

− λ̂Φ(x, t,w) ∈ L2(Q), Ft ∈ L2(Q). Тогда задача (2.12) (2.2) и (2.3) имеет решение
u(x, t) ∈ V (так как λ0 ∈ Λ) для ∀w(x, t) ∈ V. Таким образом, определен оператор
Gw = v, переводящий V в V. В силу оценки (2.10) этот оператор при малой вели-
чине |λ̂| сжимающий. Действительно, пусть w1,w2 ∈ V, v1, v2 — соответствующие
им значения оператора G. Тогда для w = w1 − w2, v = v1 − v2, u = u1 − u2 имеют
место равенства:

Lv + λ0Φ(x, t, u) = −λ̂Φ(x, t,w),

vx(0, t) = vx(l, t) = 0,

v(x, 0) = vt(x, 0) = 0.

Из оценки (2.10) и оценки Φ(x, t, u) следует

||u||V � |λ̂|CN ||w||V .
Если |λ̂|CN < 1, то G — сжимающий оператор. Неподвижная точка этого оператора
Gu0 = u0 и будет решением задачи

L (Bu) + λ0Φ(x, t, u0) = g(x, t) − λ̂Φ(x, t, u0),

Bu(x, 0) = v0(x),

(Bu)t (x, 0) = v1(x),

(Bu)x (0, t) = (Bu)x (l, t) = 0.

Все это и означает, что λ0 + λ̂ ∈ Λ.
Для доказательства замкнутости множества Λ возьмем последовательность {λn}

элементов множества Λ, сходящуюся к некоторому числу λ0. Покажем, что λ0 ∈ Λ.
Каждому числу λn соответствует пара функций un(x, t), vn(x, t), принадлежащих
пространству V и удовлетворяющих уравнению

Lvn + λnΦ(x, t, un) = g(x, t) (2.13)

и условиям
vn(x, 0) = v0(x), vn

t (x, 0) = v1(x),

vn
x(0, t) = vn

x(l, t) = 0.

Из оценок (2.10) и (2.11) и теорем вложения следует, что существуют подпоследо-
вательности unk , vnk , слабо сходящиеся в W2

2 (Q) соответственно к функциям u(x, t)
и v(x, t) из пространства V и, кроме того, unk

xxt и vnk
xxt слабо сходятся в L2(Q) соот-

ветственно к uxxt(x, t) и vxxt(x, t).
Переходя теперь к пределу в уравнении (2.13) получаем, что функция v(x, t) —

решение задачи (2.4), (2.2), (2.3) при λ = λ0, следовательно, λ0 ∈ Λ.
Итак, показано, что Λ одновременно не пусто, открыто и замкнуто,

следовательно [9] совпадает с [0, 1], что и доказывает разрешимость зада-
чи (2.4), (2.2), (2.3).
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Остается показать, что решение вспомогательной (2.1)–(2.3) задачи позволяет
найти и решение поставленной задачи (1.1)–(1.4). Так как Φ = BLu−LBu, то LBu+
+ Φ = BLu. Положим g(x, t) = B f . Так как v = Bu — решение вспомогательной
задачи, то LBu + Φ = g(x, t), следовательно, в силу выбора g(x, t) имеем BLu = B f
откуда Lu = f то есть u(x, t) — решение уравнения (1.1). Так как Bu = v, то условия
(1.3), (1.4) выполняются. Выбор

v0(x) = −
x∫

0

ξ∫
0

K2(ξ′)ϕ(ξ′)dξ′dξ +
l∫

x

l∫
ξ

K1(ξ′)ϕ(ξ′)dξ′dξ + ϕ(x),

v1(x) = −
x∫

0

ξ∫
0

K2(ξ′)ψ(ξ′)dξ′dξ +
l∫

x

l∫
ξ

K1(ξ′)ψ(ξ′)dξ′dξ + ψ(x)

обеспечивает выполнение условий (1.2).
Единственность решения поставленной задачи (1.1)–(1.4) следует из оцен-

ки (2.11).
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