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МАТЕМАТИКА

УДК 517.99

СИСТЕМА ВОЛНОВЫХ УРАВНЕНИЙ С ГРАНИЧНЫМ
УПРАВЛЕНИЕМ ПЕРВОГО РОДА1

© 2008 А.А.Андреев, С.В.Лексина2

В работе получены необходимые условия на функции, определяющие на-
чальные и финальные условия, при которых удается решить задачу управ-
ления для объектов, процесс колебания которых описывается системой вол-
новых уравнений с граничными условиями первого рода.

1. Предварительные сведения и вводные замечания

Проблемы управления колебательными процессами имеют сравнительно
небольшую историю своего развития. Впервые теоретическая постановка задачи
об управлении колебаниями в достаточно четкой математической форме, как
отмечено в [1], была рассмотрена А.Г. Бутковским [2] в 60 годах XX столетия. В
работе Ж.-Л.Лионса [3] была исследована проблема существования граничных
управлений в терминах обобщенного класса L2 решения волнового уравнения.

Волновое уравнение, равно как и системы волновых уравнений, служат ма-
тематической моделью многих физических процессов, необходимость управлять
которыми возникает, как правило, одновременно с изучением этих явлений. Воз-
можности управления обуславливаются наличием точных аналитических решений
обратных волновых задач (задач управления).

В последние годы проблеме управления были посвящены исследования
В.А.Ильина, Е.И.Моисеева и их последователей [4–12]. В.А. Ильиным в [4–7] до-
казаны необходимые и достаточные условия на функции, определяющие началь-
ные и финальные условия, при которых удается решить задачу управления ко-
лебательным процессом в классе обобщенных решений Ŵ2

2 (Ql,T ) волнового урав-

нения для T <
l
λ

и T >
l
λ
. Случай T =

l
λ

был рассмотрен В.А.Ильиным и
В.В.Тихомировым в [11].

В работах [1,12] Л.Н. Знаменской сформулированы и решены задачи управ-
ления упругими колебаниями в классе обобщенных решений из L2, с краевыми
условиями первого, второго, третьего родов и со смешанными краевыми условия-
ми, получены необходимые условия существования решений рассмотренных задач,
найдены управляющие функции в явном аналитическом виде.

1Представлена доктором физико-математических наук, профессором Ю.Н.Радаевым.
2Андреев Александр Анатольевич (andre@ssu.samara.ru), Лексина Светлана Валентиновна

(lesveta@rambler.ru), кафедра уравнений математической физики Самарского государственного
университета, 443011, Россия, г. Самара, ул.Акад. Павлова, 1.
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Интересные результаты, связанные с этой тематикой, были получены
А.В.Боровских в [13,14] для уравнения неоднородной струны

p(x)
∂2u
∂t2
=
∂

∂x
[q(x)

∂u
∂x

].

Сформулированы условия, позволяющие решить задачу управления, и выписаны
граничные управления в явном виде.

В.А.Ильиным и Е.И.Моисеевым в [15] получены новые результаты при ре-
шении задачи граничного управления на одном конце процессом, описываемым
телеграфным уравнением

utt(x, t) − a2uxx(x, t) + c2u(x, t) = 0.

В работах [16,17] А.И. Егорова и Л.Н. Знаменской решается задача гашения ко-
лебаний в системе, состоящей из двух объектов. Колебания одного объекта описы-
ваются волновым уравнением с граничными условиями первого рода. Колебания
другого объекта описаны обыкновенными дифференциальными уравнениями вто-
рого порядка, содержащими управляющую функцию.

Подробную библиографию, посвященную задаче граничного управления, мож-
но найти в обзоре А.И.Егорова и Л.Н. Знаменской [18], монографии [1].

Целью представленной работы является распространение результатов
В.А.Ильина [5,6], полученных для волнового уравнения, на случай объек-
тов, процесс колебания которых описывается системой волновых уравнений, а
именно получение решения задачи управления с граничными условиями первого
рода. Первые обобщения задачи граничного управления для системы волновых
уравнений были представлены в работе [19].

В данной статье рассмотрена система

utt − Auxx = 0, (1.1)

в области Ql,T = [0 � x � l] × [0 � t � T ], где A — постоянная, квадратная матрица
второго порядка, u(x, t) = (u1(x, t) u2(x, t))T — вектор-функция.

Пусть
u(x, 0) = ϕ1(x), ut(x, 0) = ψ1(x), 0 � x � l, (1.2)

u(x, T ) = ϕ2(x), ut(x, T ) = ψ2(x), 0 � x � l, (1.3)

где ϕ1(x), ψ1(x), ϕ2(x), ψ2(x) —две произвольные вектор-функции из классов C2[0, l],
C1[0, l] соответственно.

Пару вектор-функций {u(x, t), ut(x, t)}, заданных на отрезке [0, l] при фиксиро-
ванном t, следуя [7], будем называть состоянием колебательной системы в момент
времени t.

Естественно, возникает задача о существовании и о явном аналитическом пред-
ставлении граничных управлений первого рода:

u(0, t) = µ(t), u(l, t) = ν(t), 0 � t � T, 0 � T � l
λ
, (1.4)

принадлежащих классу C2[0, T ], обеспечивающих переход колебательного процесса
из состояния ϕ1(x), ψ1(x) при t = 0 в состояние ϕ2(x), ψ2(x) при t = T .

В случае, когда собственные значения матрицы A равны и ΛA =

(
λ2 0
0 λ2

)
,

результаты представленные в данной статье совпадают с результатами получен-
ными В.А.Ильиным [7] и Л.Н. Знаменской [1].
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Решение задачи управления существенно зависит от соотношения длины l и

момента времени T . В данной работе рассмотрен случай, когда 0 < T <
l
λ
, получе-

ны необходимые и достаточные условия существования и явный вид граничных
управлений.

2. Основные результаты

Задача управления колебательным процессом в условиях первой кра-
евой задачи.

Найти дважды непрерывно дифференцируемую в замкнутом прямоугольни-
ке Ql,T вектор-функцию u(x, t), удовлетворяющую системе (1), начальным усло-
виям (2) и финальным условиям (3). Решение сформулированной задачи ищется
как решение краевой задачи с заданными начальными условиями (2) и с такими
краевыми условиями, которые обеспечивают выполнение финальных условий (3).

Задача 1.1. Найти вектор-функции µ(t), ν(t) ∈ C2[0, T ] такие, чтобы для реше-
ния u(x, t) первой краевой задачи с заданными начальными условиями [ϕ1,ψ1] в
момент времени t = T выполнялись финальные условия с заданными условиями
[ϕ2,ψ2].

Пусть λ2
1 = λ

2
2 = λ

2 — собственные значения матрицы A, ΛA =

(
λ2 1
0 λ2

)
—диа-

гональный вид матрицы A, S = (l1 l2)
T
—матрица перехода при диагонализации

матрицы A.

Теорема Пусть 0 < T <
l
λ
, функции ϕi(x), ψi(x), i = 1, 2, удовлетворяют следу-

ющим условиям :

1) ϕi(x) ∈ C2[0, l], ψi(x) ∈ C1[0, l], i = 1, 2;

2) ϕi(0) = ϕi(l) = 0, ψi(0) = ψi(l) = 0, i = 1, 2;

3) справедливы тождества⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
2
〈l1,ϕ′1(x)〉 −

1
2λ
〈l1,ψ1(x)〉 + 1

4λ2
〈l2,ϕ′1(x)〉+

+
x

4λ2
(〈l2,ϕ′′1 (x)〉 − 1

λ
〈l2,ψ′1(x)〉) = 0, 0 � x � l − λT ;

1
2
〈l2,ϕ′1(x)〉 −

1
2λ
〈l2,ψ1(x)〉 = 0, 0 � x � l − λT ;

−1
2
〈l1,ϕ′1(x)〉 −

1
2λ
〈l1,ψ1(x)〉 − 1

4λ2
〈l2,ϕ′1(x)〉+

+
x − l
4λ2

(〈l2,ϕ′′1 (x)〉 + 1
λ
〈l2,ψ′1(x)〉) = 0, λT � x � l ;

1
2
〈l2,ϕ′1(x)〉 +

1
2λ
〈l2,ψ1(x)〉 = 0, λT � x � l ;

(2.1)
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

〈l1,ϕ′2(x)〉 +
1
λ
〈l1,ψ2(x)〉 + 1

2λ2
〈l2,ϕ′2(x)〉+

+
x

2λ2
{〈l2,ϕ′′2 (x)〉 + 1

λ
〈l2,ψ′2(x)〉} = 0, 0 � x � l − λT ;

〈l1,ϕ′2(x)〉 −
1
λ
〈l1,ψ2(x)〉 + 1

2λ2
〈l2,ϕ′2(x)〉+

+
x − l
2λ2

{〈l2,ϕ′′2 (x)〉 − 1
λ
〈l2,ψ′2(x)〉} = 0, λT � x � l ;

〈l2,ϕ′2(x)〉 +
1
λ
〈l2,ψ2(x)〉, 0 � x � l − λT ;

〈l2,ϕ′2(x)〉 −
1
λ
〈l2,ψ2(x)〉, λT � x � l,

(2.2)

где 〈li,ϕi〉— операция, задающая скалярное произведение, тогда граничные управ-
ления представимы:

µ(t) = S µ̃(t), (2.3)
ν(t) = S ν̃(t), (2.4)

где µ̃(t), ν̃(t) задаются следующими соотношениями:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

µ̃1(t) =
1
2
〈l1,ϕ1(λt) + ϕ2(λT − λt)〉 + 1

2λ

λt∫
0

〈l1,ψ1(z)〉dz+

+
1
2λ

0∫
λT−λt

〈l1,ψ2(z)〉dz − 1
4λ3

λt∫
0

〈l2,ψ1(z)〉dz−

− 1
4λ3

0∫
λT−λt

〈l2,ψ2(z)〉dz +
t
4
{1
λ
〈l2,ϕ′1(λt)〉 +

1
λ2
〈l2,ψ′1(λt)〉}−

−λt − λT
4λ

{1
λ
〈l2,ϕ′2(λT − λt)〉 −

1
λ2
〈l2,ψ2(λT − λt)〉},

ν̃1(t) =
1
2
〈l1,ϕ1(l − λt) + ϕ2(l + λt − λT )〉−

− 1
2λ

l∫
l−λt

〈l1,ψ1(z)〉dz − 1
2λ

l∫
l+λt−λT

〈l1,ψ2(z)〉dz−

− 1
4λ3

l∫
l−λt

〈l2,ψ1(z)〉dz − 1
4λ3

l∫
l+λt−λT

〈l2,ψ2(z)〉dz+

+
t
4
{−1
λ
〈l2,ϕ′1(l − λt)〉 −

1
λ2
〈l2,ψ′1(l − λt)〉}−

−λt − λT
4λ

{−1
λ
〈l2,ϕ′2(l + λt − λT )〉 − 1

λ2
〈l2,ψ2(l + λt − λT )〉},

µ̃2(t) =
1
2
〈l2,ϕ1(λt) + ϕ2(λT − λt)〉+

+
1
2λ

λt∫
0

〈l2,ψ1(z)〉dz +
1
2λ

0∫
λT−λt

〈l2,ψ2(z)〉dz,

ν̃2(t) =
1
2
〈l2,ϕ1(l − λt) + ϕ2(l + λt − λT )〉−

− 1
2λ

l∫
l−λt

〈l2,ψ1(z)〉dz − 1
2λ

l∫
l+λt−λT

〈l2,ψ2(z)〉dz.

(2.5)



14 А.А.Андреев, С.В.Лексина

Для нахождения управляющих функций µ(t), ν(t) задачи 1.1, рассмотрим две
дополнительные задачи:

задачу о гашении колебаний;
задачу о переводе первоначально покоящейся системы в заданное состояние.
Задача 1.2. Найти вектор-функции µ(t), ν(t) ∈ C2[0, T ] такие, чтобы для ре-

шения u(x, t) первой краевой задачи с заданными начальными условиями [ϕ1,ψ1]
в момент времени t = T выполнялись нулевые финальные условия u(x, T ) = 0,
ut(x, T ) = 0.

Задача 1.3. Найти вектор-функции µ(t), ν(t) ∈ C2[0, T ] такие, чтобы для ре-
шения u(x, t) первой краевой задачи с нулевыми начальными условиями в момент
времени t = T выполнялись финальные условия с заданными функциями [ϕ2,ψ2].

Доказательство.
С помощью преобразования w = S −1u система (1) запишется:{

w1tt − λ2w1xx = w2xx,
w2tt − λ2w2xx = 0.

(2.6)

Условия (2)–(4) в данных обозначениях примут вид⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
w(x, 0) = Sϕ1(x) = ϕ̃1(x) =

(
ϕ̃11(x)
ϕ̃21(x)

)
,

wt(x, 0) = Sψ1(x) = ψ̃1(x) =

(
ψ̃11(x)
ψ̃21(x)

)
;

(2.7)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
w(x, T ) = Sϕ2(x) = ϕ̃2(x) =

(
ϕ̃12(x)
ϕ̃22(x)

)
,

wt(x, T ) = Sψ2(x) = ψ̃2(x) =

(
ψ̃12(x)
ψ̃22(x)

)
;

(2.8)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
w(0, t) = Sµ(t) = µ̃(t) =

(
µ̃1(t)
µ̃2(t)

)
,

w(l, t) = S ν(t) = ν̃(t) =

(
ν̃1(t)
ν̃2(t)

)
.

(2.9)

Рассмотрим решение первой краевой задачи с начальными условиями для систе-
мы (2.10):⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

w1(x, t) =
Φ̃11(x + λt) + Φ̃11(x − λt)

2
+

1
2λ

x+λt∫
x−λt
Ψ̃11(s)ds+

+
t

2λ

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝ Φ̃′21 (x + λt) − Φ̃′21 (x − λt)
2

+
Ψ̃21(x + λt) + Ψ̃′21(x − λt)

2λ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠+
+µ̃

1

(
λt − x
λ

)
+ ν̃1

(
x + λt − l

λ

)
+

+
x

2λ3
µ̃
′
2

(
λt − x
λ

)
− x − l

2λ3
ν̃
′
2

(
x + λt − l

λ

)
− 1

4λ3

x+λt∫
x−λt
Ψ̃21(s)ds,

w2(x, t) =
Φ̃21(x + λt) + Φ̃21 (x − λt)

2
+

1
2λ

x+λt∫
x−λt
Ψ̃21(s)ds+

+µ̃
2

(
λt − x
λ

)
+ ν̃2

(
x + λt − l

λ

)
.

(2.10)
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и с финальными условиями:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

w1(x, t) =
Φ̃12(x + λt − λT ) + Φ̃12(x − λt + λT )

2
+

+
t − T
2λ

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝ Φ̃′22(x + λt − λT ) − Φ̃′22(x − λt + λT )

2
+

+
Ψ̃22(x + λt − λT ) + Ψ̃22(x − λt + λT

2λ

⎞⎟⎟⎟⎟⎠+
+

1
2λ

x+λt−λT∫
x−λt+λT

Ψ̃12(s)ds + µ̃
1

(
λt + x
λ

)
+ ν̃1

(
l − x + λt

λ

)
−

− x
2λ3

µ̃
′
2

(
λt + x
λ

)
+

x − l
2λ3

ν̃
′
2

(
l − x + λt

λ

)
− 1

4λ3

x+λt−λT∫
x−λt+λT

Ψ̃22(s)ds,

w2(x, t) =
Φ̃22(x + λt − λT ) + Φ̃22(x − λt + λT )

2
+

+
1
2λ

x+λt−λT∫
x−λt+λT

Ψ̃22(s)ds + +µ̃2

(
λt + x
λ

)
+ ν̃2

(
l − x + λt

λ

)
.

(2.11)

В равенствах (2.14), (2.15) функции Φ̃i j, Ψ̃i j — нечетные продолжения функций
ϕ̃i j, ψ̃i j относительно точек x = 0, x = l, i, j = 1, 2. Функции µ̃

i
, ν̃i, i = 1, 2

удовлетворяют условиям µ̃
i
(t) = µ̃i(t) на отрезке [0, T ], µ̃

i
(0) = 0, µ̃

i
(t) ≡ 0 при

t < 0, аналогичным условиям удовлетворяет и функция ν̃i. Функции µ̃i, ν̃i,
i = 1, 2 удовлетворяют условиям µ̃i(t) = µ̃i(t) на отрезке [0, T ], µ̃i(T ) = 0, µ̃i(t) ≡ 0

при t > T , аналогичным условиям удовлетворяет и функция ν̃i

Рассмотрим задачу о гашении колебаний.
Воспользуемся нулевыми финальными условиями: wi(x, T ) = 0, wit(x, T ) = 0.
Выразим функции, задающие граничные управления µ̃

′
i
(t), ν̃′i(t), i = 1, 2:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

µ̃
′
1

(
λT − x
λ

)
=
λ

2
Φ̃′11(x − λT ) − 1

2
Ψ̃11(x − λT )+

+
1
4λ
Φ̃′21(x − λT ) +

x − λT
4λ

(
Φ̃′′21(x − λT ) − 1

λ
Ψ̃′21(x − λT )

)
,

ν̃
′
1

(
x + λT − l

λ

)
= −λ

2
Φ̃′11(x + λT ) − 1

2
Ψ̃11(x + λT )−

− 1
4λ
Φ̃′21(x + λT ) − x + λT − l

4λ

(
Φ̃′′21(x + λT ) +

1
λ
Ψ̃′21(x + λT )

)
,

µ̃
′
2
(
λT − x
λ

) =
λ

2
Φ̃′21(x − λT ) − 1

2
Ψ̃21(x − λT ),

ν̃
′
1

(
x + λT − l

λ

)
= − λ2 Φ̃′21(x + λT ) − 1

2
Ψ̃21(x + λT ).

(2.12)



16 А.А.Андреев, С.В.Лексина

Так как µ̃
i
(t) ≡ 0, ν̃i(t) ≡ 0 при t � 0, имеем:

λT − x
λ

� 0, следовательно, x ∈ [λT ; l];

T +
x − l
λ

� 0, следовательно, x ∈ [0; l − λT ].

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
2
Φ̃′11(x − λT ) − 1

2λ
Ψ̃11(x − λT ) +

1
4λ2
Φ̃′21(x − λT )+

+
x − λT
4λ2

(
Φ̃′′21(x − λT ) − 1

λ
Ψ̃′21(x − λT )

)
= 0, λT � x � l,

1
2
Φ̃′21(x − λT ) − 1

2λ
Ψ̃21(x − λT ) = 0, λT � x � l,

−1
2
Φ̃′11(x + λT ) − 1

2λ
Ψ̃11(x + λT ) − 1

4λ2
Φ̃′21(x + λT )−

− x + λT − l
4λ2

(
Φ̃′′21(x + λT ) +

1
λ
Ψ̃′21(x + λT )

)
= 0, 0 � x � l − λT ,

1
2
Φ̃′21(x + λT ) +

1
2λ
Ψ̃21(x + λT ) = 0, 0 � x � l − λT .

(2.13)

В системе (2.17) воспользуемся свойствами продолжения функций Φ̃i1, Ψ̃i1,
i = 1, 2 на отрезки [−l; 0], [l; 2l], учитывая, что x − λT ∈ [0; l], x + λT ∈ [λT ; l], и
выполним замену x − λT → x ∈ [0; l − λT ], x + λT → x ∈ [λT ; l], получим:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
2
ϕ̃′11(x) −

1
2λ
ψ̃11(x) +

1
4λ2

ϕ̃′21(x)+

+
x

4λ2

(
ϕ̃′′21(x) −

1
λ
ψ̃′21(x)

)
= 0, 0 � x � l − λT ,

1
2
ϕ̃′21(x) −

1
2λ
ψ̃21(x) = 0, 0 � x � l − λT ,

−1
2
ϕ̃′11(x) −

1
2λ
ψ̃11(x) − 1

4λ2
ϕ̃′21(x)+

+
x − l
4λ2

(
ϕ̃′′21(x) +

1
λ
ψ̃′21(x)

)
= 0, λT � x � l,

1
2
ϕ̃′21(x) +

1
2λ
ψ̃21(x) = 0, λT � x � l.

(2.14)

Система (2.18) задает необходимые условия существования граничных управлений
µ̃

i
, ν̃i, i = 1, 2 в условиях задачи 1.2.

Получим явный вид граничных управлений µ̃
i
, ν̃i, i = 1, 2, для этого в системе
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(2.16) выполним замены z =
λT − x
λ

, z = T +
x − l
λ

:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

µ̃′
1
(z) =

λ

2
Φ̃′11(−λz) −

1
2
Ψ̃11(−λz) + 1

4λ
Φ̃′21(−λz)−

− λz
4λ

(
Φ̃′′21(−λz) −

1
λ
Ψ̃′21(−λz)

)
,

ν̃
′
1(z) = −

λ

2
Φ̃′11(λz + l) − 1

2
Ψ̃11(λz + l) − 1

4λ
Φ̃′21(λz + l)−

− λz
4λ

(
Φ̃′′21(λz + l) +

1
λ
Ψ̃′21(λz + l)

)
,

µ̃
′
2
(z) =

λ

2
Φ̃′21(−λz) −

1
2
Ψ̃21(−λz),

ν̃
′
2(z) = −

λ

2
Φ̃′21(λz + l) − 1

2
Ψ̃21(λz + l).

(2.15)

Воспользуемся свойствами продолжения функций Φ̃i1, Ψ̃i1, i = 1, 2 на отрезки
[−l; 0], [l; 2l], проинтегрируем равенства системы (2.19) по z в пределах от 0
до t. Используя условия согласования начальных и граничных условий, получаем
управляющие функции в условиях задачи о гашении колебаний:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

µ̃
1
(t) =

ϕ̃11(λt)
2
+

1
2λ

λt∫
0

ψ̃11(z)dz − 1
4λ3

λt∫
0

ψ̃21ψ21(z)dz+

+
t
4

{
1
λ
ϕ̃′21(λt) +

1
λ2
ψ̃21(λt)

}
,

ν̃1(t) =
ϕ̃11(l − λt)

2
+

1
2λ

l∫
l−λt
ψ̃11(z)dz +

1
4λ3

l∫
l−λ
ψ̃21ψ21(z)dz+

+
t
4

{
1
λ
ϕ̃′21(l − λt) +

1
λ2
ψ̃21(l − λt)

}
,

µ̃
2
(t) =

ϕ̃21(λt)
2
+

1
2λ

λt∫
0

ψ̃21(z)dz,

ν̃2(t) =
ϕ̃21(l − λt)

2
+

1
2λ

l∫
l−λt
ψ̃21(z)dz.

(2.16)

Рассмотрим задачу о переводе покоящейся системы в заданное состояние.

Воспользуемся нулевыми начальными условиями: wi(x, 0) = 0, wit(x, 0) = 0. Вы-
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разим функции, задающие граничные упраления µ̃i, ν̃i i = 1, 2:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

µ̃
′
1(

x
λ
) = −λ

2
Φ̃′12(x − λT ) − 1

2
Ψ̃12(x − λT ) − 1

4λ
Φ̃′22(x − λT )−

− x − λT
4λ

{
Φ̃′′22(x − λT ) +

1
λ
Ψ̃′22(x − λT )

}
,

ν̃
′
1(

l − x
λ

) =
λ

2
Φ̃′12(x + λT ) − 1

2
Ψ̃12(x + λT ) +

1
4λ
Φ̃′22(x + λT )+

+
x − l + λT

4λ

{
Φ̃′′22(x + λT ) − 1

λ
Ψ̃′22(x + λT )

}
,

µ̃
′
2(

x
λ
) = −λ

2
Φ̃′22(x − λT ) − 1

2
Ψ̃22(x − λT ),

ν̃
′
2(

l − x
λ

) =
λ

2
Φ̃′22(x + λT ) − 1

2
Ψ̃22(x + λT ).

(2.17)

Так как µ̃i(t) ≡ 0, ν̃i(t) ≡ 0, i = 1, 2, для t � T , следовательно,⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−λ
2
Φ̃′12(x − λT ) − 1

2
Ψ̃12(x − λT ) − 1

4λ
Φ̃′22(x − λT )−

− x − λT
4λ

{
Φ̃′′22(x − λT ) +

1
λ
Ψ̃′22(x − λT )

}
= 0, λT � x � l,

λ

2
Φ̃′12(x + λT ) − 1

2
Ψ̃12(x + λT ) +

1
4λ
Φ̃′22(x + λT )+

+
x − l + λT

4λ

{
Φ̃′′22(x + λT ) − 1

λ
Ψ̃′22(x + λT )

}
= 0, 0 � x � l − λT ,

−λ
2
Φ̃′22(x − λT ) − 1

2
Ψ̃22(x − λT ), λT � x � l,

λ

2
Φ̃′22(x + λT ) − 1

2
Ψ̃22(x + λT ), 0 � x � l − λT .

(2.18)

Используем свойства продолжения функций Φ̃i2, Ψ̃i2, i = 1, 2 относительно точек
x = 0 и x = l и выполним в системе (2.22) замены x − λT → x ∈ [0; l − λT ] и
x + λT → x ∈ [λT ; l], получим:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ϕ̃′12(x) +
1
λ
ψ̃12(x) +

1
2λ2

ϕ̃′22(x)+

+
x

2λ2
{ϕ̃′′22(x) +

1
λ
ψ̃′22(x)} = 0, 0 � x � l − λT ,

ϕ̃′12(x) −
1
λ
ψ̃12(x) +

1
2λ2

ϕ̃′22(x)+

+
x − l
2λ2

{ϕ̃′′22(x) −
1
λ
ψ̃′22(x)} = 0, λT � x � l,

ϕ̃′22(x) +
1
λ
ψ̃22(x), 0 � x � l − λT ,

ϕ̃′22(x) −
1
λ
ψ̃22(x), λT � x � l.

(2.19)

Система (2.23) задает необходимые условия существования граничных управлений
в условиях первой краевой задачи с финальными условиями.

В (2.21) сделаем замены z =
x
λ

и z =
l − x
λ

соответственно. Воспользуемся свой-

ствами продолжения функций Φ̃i2, Ψ̃i2, i = 1, 2 относительно точек x = 0 и x = l,



Система волновых уравнений с граничным управлением первого рода 19

учитывая, что λ(z − T ) ∈ [−λT ; l − λT ] и l − λ(z − T ) ∈ [λT ; l + λT ]:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

µ̃
′
1(z) = −

λ

2
ϕ̃′12(λT − λz) +

1
2
ψ̃12 (λT − λz) − 1

4λ
ϕ̃′22(λT − λz)−

−λz − λT
4λ

{−ϕ̃′′22(λT − λz) +
1
λ
ψ̃′22(λT − λz)},

ν̃
′
1(z) =

λ

2
ϕ̃′12(l + λz − λT ) +

1
2
ψ̃12(l + λz − λT )+

+
1
4λ
ϕ̃′22(l + λz − λT ) +

−λz + λT
4λ

{−ϕ̃′′22(l + λz − λT ) − 1
λ
ψ̃′22(l + λz − λT )},

µ̃
′
2(z) = −

λ

2
ϕ̃′22(−λz + λT ) +

1
2
ψ̃22(−λz + λT ),

ν̃
′
2(z) =

λ

2
ϕ̃′22(l + λz − λT ) +

1
2
ψ̃22(l + λz − λT ).

(2.20)

Проинтегрируем равенства системы (2.24) по z в пределах от t до T . Используя
условия согласования финальных и граничных условий, получаем управляющие
функции в условиях задачи о переводе покоящейся системы в заданное состояние:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

µ̃1(t) =
ϕ̃12(λT − λt)

2
+

1
2λ

0∫
λT−λt

ψ̃12(z)dz − 1
4λ3

0∫
λT−λt

ψ̃22(z)dz−

−λt − λT
4λ

{
1
λ
ϕ̃′(λT − λt) − 1

λ2
ψ̃22(λT − λt)

}
,

ν̃1(t) =
ϕ̃12(l + λt − λT )

2
− 1

2λ

l∫
l+λt−λT

ψ̃12(z)dz − 1
4λ3

l∫
l+λt−λT

ψ̃22(z)dz−

−λt − λT
4λ

{
−1
λ
ϕ̃′(l + λt − λT ) − 1

λ2
ψ̃22(l + λt − λT )

}
,

µ̃2(t) =
ϕ̃22(λT − λt)

2
+

1
2λ

0∫
λT−λt

ψ̃22(z)dz,

ν̃2(t) =
ϕ̃22(l + λt − λT )

2
− 1

2λ

l∫
l+λt−λT

ψ̃22(z)dz.

(2.21)

Решение общей задачи управления в условиях первой краевой задачи для системы
(2.10) имеет вид: ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩ µ̃i = µ̃

i
+ µ̃i, i = 1, 2,

ν̃i = ν̃i + ν̃i, i = 1, 2.
(2.22)

Подставляя (2.20) и (2.25) в (2.26), получаем выражения (2.9), тогда граничные
управления для исходной системы (1.1) имеют вид (2.7) и (2.8).

Представленная работа является продолжением исследований [18, 20, 21].

В заключении отметим, что система (1.1) описывает продольно-крутильное ко-
лебание длинной естественно закрученной нити [22, 23].
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