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Результаты численного решения задачи на собственные значения стацио-
нарного оператора Фоккера–Планка используются для расчета одномомент-
ной плотности вероятности, среднего значения и дисперсии периодически
нестационарного броуновского движения в потенциальных полях произволь-
ной формы. Приведен пример расчета для бистабильного потенциала.

1. Модель броуновского движения в потенциальных силовых полях при на-
личии случайных возмущений скорости используется при описании многих физи-
ческих явлений [1]. В последнее время интерес к периодически нестационарному
броуновскому движению в значительной мере связан с исследованиями по стоха-
стическому резонансу [2]. Математической моделью движения является непрерыв-
ный марковский процесс, вероятностные характеристики которого описываются
уравнением Фоккера–Планка (УФП). Для расчета вероятностных характеристик
процесса необходимо знать нестационарные решения УФП, но эта задача анали-
тически решается в исключительно редких случаях. Поэтому наиболее деталь-
ное исследование броуновского движения для произвольного вида потенциалов
силового поля удается провести лишь численными методами. В настоящем сооб-
щении статистические характеристики движения броуновских частиц потенциаль-
ных ямах с периодически меняющимся профилем вычисляются с использованием
собственных функций в матричном представлении стационарного оператора Фок-
кера–Планка [3].

2. Рассматривается одномерное броуновское движение, описываемое уравнени-
ем Ланжевена вида

dx
dt

= −dϕ(x)
dx

− s(t) + ξ(t), (1)

где ϕ(x) —потенциал силового поля с нулевым уровнем в точке x = 0, s(t) =

= a cos(ω0t) — гармоническое воздействие на броуновские частицы, ξ(t) —дельта-
коррелированный случайный процесс с нулевым средним и интенсивностью D:
〈ξ(t)〉 = 0, 〈ξ(t)ξ(t + τ)〉 = Dδ(τ).
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Уравнению Ланжевена (1) соответствует УФП для плотности вероятно-
сти W(x, t)

∂W(x, t)
∂t

= L̂0(x)W(x, t) + a cos(ω0t)
∂W(x, t)
∂x

(2)

с дифференциальным оператором

L̂0(x)W =
∂

∂x
(
ϕ′(x)W

)
+

D
2
∂2W
∂x2 . (3)

При этом для собственных чисел и собственных функций стационарного опера-
тора Фоккера–Планка (3) в области −∞ < x < ∞, а также в конечной области с
отражающими границами, справедливо следующее [4, 5]. Наименьшее по модулю
собственное число λ0 = 0, а все остальные собственные числа λn имеют отрица-
тельные значения. Собственная функция Y0(x) представляет собой стационарную
плотность вероятности: Y0(x) ≡ Wst(x). Функции Yn(x) и Ym(x) при n , m ортого-
нальны с весом Y−1

0 (x). В дальнейшем будем считать их ортонормированными, т.е.
норма Norn равна единице:

Nor2
n =

∞∫

−∞
Y−1

0 (x)Y2
n (x)dx = 1.

Решение уравнения (2) представим в виде разложения по собственным функци-
ям Yn(x):

W(x, t) = Y0(x) +

∞∑

n=1

wn(t)Yn(x). (4)

Для зависящих от времени коэффициентов разложения удается получить систему
обыкновенных дифференциальных уравнений

dwn(t)
dt

= λnwn(t) + a cos(ω0t)
∞∑

m=1

γn,mwm(t) + aγn,0 cos(ω0t), n = 1, 2, 3 ... (5)

с зависящими от интенсивности шума параметрами

γn,m = γn,m(D) =

∞∫

−∞
Y−1

0 (x)Yn(x)Y ′m(x)dx.

При этом начальные условия для системы уравнений (5) определяются по началь-
ной плотности вероятности W0(x) соотношениями

wn(0) =

∞∫

−∞
Y−1

0 (x)Yn(x)W0(x)dx.

Отметим, что в аналитических исследованиях по стохастическому резонансу ши-
роко используется теория линейного отклика (ТЛО) [2]. В рамках этой теории в
системе уравнений (5) следует считать отличными от нуля лишь коэффициенты
γn,0. Установившееся решение ТЛО

wn(t) =
a
2

γn,0

jω0 − λn
exp( jω0t) + k.c.

целесообразно использовать в качестве начального приближения при поиске уста-
новившегося решения системы (5) численными методами.
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Рис. 1. Установившаяся плотность вероятности координат броуновских частиц

На рис. 1 показан график установившейся плотности вероятности координат
броуновских частиц, находящихся в силовом поле с потенциалом

ϕ(x) = − x2

2
+

x4

4
, (6)

при внешнем воздействии с амплитудой a = 0.5 и частотой ω0 = 1. Интенсивность
внутреннего шума в системе D = 1. Расчет проведен с учетом N = 30 слагаемых
в разложении (4).

Следует отметить, что для полей с симметричным потенциалом система урав-
нений (5) распадается на две связанные подсистемы для функций с четными и
нечетными индексами:

dw2n−1(t)
dt

= λ2n−1w2n−1(t) + a cos(ω0t)
∞∑

m=1

γ2n−1,2mw2m(t) + aγ2n−1,0 cos(ω0t),

dw2n(t)
dt

= λ2nw2n(t) + a cos(ω0t)
∞∑

m=1

γ2n,2m−1w2m−1(t); n = 1, 2, 3, ...

В этом случае решение ТЛО можно уточнить следующим образом:

w2n−1(t) = aRe
{

γ2n−1,0

jω0 − λ2n−1
exp( jω0t)

}
,

w2n(t) =
a2

2

∞∑

m=1

γ2n,2m−1γ2m−1,0


λ2m−1λ

−1
2n

ω2
0 + λ2

2m−1

+ Re
{

exp( j2ω0t)
( jω0 − λ2m−1)( j2ω0 − λ2n)

} .

Как видно, четные слагаемые в сумме (4) совершают колебания с удвоенной ча-
стотой.

3. Запись одномоментной плотности вероятности в форме (4) позволяет опре-
делить регулярный отклик системы на внешнее гармоническое воздействие в виде
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〈x(t)〉 = ρ0 +

∞∑

n=1

ρnwn(t),

где

ρn = ρn(D) =

∞∫

−∞
xYn(x)dx.

Мощность (средняя) регулярного отклика определяется выражением

P = 〈x(t)〉2 = ρ2
0 + 2ρ0

∞∑

n=1

ρnwn(t) +

∞∑

n=1

∞∑

m=1

ρnρmwn(t)wm(t). (7)

Здесь чертой обозначено усреднение по периоду колебаний T0 = 2π/ω0. В ТЛО
это выражение принимает вид

P = ρ2
0 +

a2

2
Re


∞∑

n=1

∞∑

m=1

ρnρmγn,0γm,0

(λn − jω0)(λm + jω0)

 .

На рис. 2 представлен график зависимости мощности (7) регулярного отклика
от амплитуды внешнего воздействия на бистабильную систему с потенциалом (6).
Частота воздействия ω0 = 0.5, интенсивность внутреннего шума в системе D = 1.
Линией с точками обозначена зависимость P = P(a) для динамической системы.
В области слабых воздействий (a <

√
D) мощность регулярного отклика в сто-

хастической системе выше, чем в динамической. Это проявление эффекта стоха-
стического резонанса —шум индуцирует переходы между потенциальными ямами,
увеличивая тем самым амплитуду регулярного отклика. С ростом амплитуды воз-
действия динамические переходы между потенциальными ямами резко увеличи-
вают регулярный отклик. Теперь график зависимости P = P(a) в стохастической
системе проходит ниже, чем в динамической. При этом в стохастической системе
шум оказывает демпфирующее воздействие на регулярный отклик.

Рис. 2. Зависимость мощности регулярного отклика от амплитуды внешнего воздействия
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Воздействие сигнала на выходной шум системы можно проанализировать, ис-
следуя зависимость усредненной по периоду колебаний дисперсии шума от ампли-
туды a. Для нее имеет место выражение

σ2
x = β2

0 +

∞∑

n=1

β2
nwn(t) − P, (8)

где

β2
n = β2

n(D) =

∞∫

−∞
x2Yn(x)dx.

На рис. 3 представлены графики зависимости σ2
x(a), рассчитанные по (8) с N = 30

слагаемыми в сумме при интенсивности внутреннего шума D = 1 для различных
частот внешнего воздействия. Нижняя кривая на графике соответствует частоте
ω0 = 0.25, верхняя — частоте ω0 = 1; точками обозначена кривая, соответствующая
частоте ω0 = 0.5. Как видно из графиков, наблюдается довольно значительный
эффект подавления шума детерминированным сигналом.

Рис. 3. Зависимость дисперсии выходного шума от амплитуды входного сигнала

4. Все предыдущие вычисления основаны на результатах решения задачи на
собственные значения для стационарного оператора Фоккера–Планка:

L̂0(x)Yn(x) = λnYn(x).

Для ее численного решения используется разностная аппроксимация оператора
(3). При этом задача сводится к проблеме собственных значений

Ly(n) = λny(n) (11)

матрицы L c элементами

Ln,n−1 =
1

2h

(
−ϕ′(xn−1) +

D
h

)
, Ln,n = − D

h2 ,

Ln,n+1 =
1
2h

(
ϕ′(xn+1) +

D
h

)
, n = 1, 2, 3, ..., N − 1;
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L0,0 =
2
h

(
ϕ′(x0)

(
1 − h

D
ϕ′(x−1)

))
− D

h2 , L0,1 =
1

2h

(
ϕ′(x1) − ϕ′(x−1) − 2D

h

)
,

LN,N = −2
h

(
ϕ′(xN)

(
1 +

h
D
ϕ′(xN+1)

))
− D

h2 ,

LN,N−1 =
1
2h

(
ϕ′(xN+1) − ϕ′(xN−1) − 2D

h

)

Здесь h—шаг дискретизации; четыре последних равенства записаны для отража-
ющих границ в точках x0 = −h/Nx и xN = h/Nx с использованием метода фиктив-
ных областей. Для трехдиагональной матрица L существует значительное чис-
ло эффективных вычислительных методов решения проблемы собственных значе-
ний и собственных векторов (см., например, [6]). Приведенные выше результаты
получены с шагом дискретизации h = 0.05 при числе узловых точек Nx = 100
QR-методом.
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The results of numerical solution for egenvecors of Fokker–Plank operator
problem are used to calculate the probability density, mean value and dispersion
of nonsteady brownian movement in free-form potential wells. An example of
calculation for a bistable potential well is given.
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