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ЦЕНТРАЛЬНАЯ ПРЕДЕЛЬНАЯ ТЕОРЕМА ДЛЯ
СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН, ПОРОЖДЕННЫХ

УСЛОВНЫМИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯМИ ПРОЕКЦИЙ
УСТОЙЧИВОЙ МЕРЫ НА ГИЛЬБЕРТОВОМ

ПРОСТРАНСТВЕ1
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В работе изучается схема серий асимптотически независимых случайных
величин, порожденных конечномерными условными распределениями сигма-
аддитивной устойчивой меры на гильбертовом пространстве. Для нормиро-
ванных сумм таких серий в случае, когда размерность условных распреде-
лений стремиться к бесконечности, установлена слабая сходимость к гаус-
совскому распределению. Доказана возможность обобщения результата на
более широкие классы мер и пространств.

Введение

Пусть �— вещественное сепарабельное гильбертово пространство со скаляр-
ным произведением < ·, · >, ортонормированным базисом {ei}∞i=1 и борелевской
σ-алгеброй B(�); µα — σ-аддитивная устойчивая мера на � с характеристическим
функционалом

Ψα(y) = exp

−
( ∞∑

j=1

λ2
j < y, e j >

2
)α/2 , y ∈ �

и показателем α ∈ (0, 2) (см., например [1],) где λ j > 0 и
∞∑
j=1
λ2

j < +∞.
Будем рассматривать линейные функционалы < ·, e1 >, . . . , < ·, en > в качестве

случайных величин, заданных на вероятностном пространстве
{
�,B(�), µα

}
. Вве-

дем для этих величин совместную функцию распределения

F(α)
1...n(x1, . . . , xn) := µα{h ∈ � :< h, e1 >6 x1, . . . , < h, en >6 xn}

и соответствующую этой функции условную функцию распределения

F(α)
i|1...̂i...n(xi| x1, . . . , x̂i , . . . , xn)

случайной величины < h, ei > относительно системы случайных величин

< h, e1 >, . . . , ̂< h, ei >, . . . , < h, en >,
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здесь ˆ — знак пропуска элемента.
В нашей работе мы рассматриваем схему серий случайных величин

X(α)
n,i := Φ−1

(
F(α)

i|1...ı̂...n
(
Xi|X1, . . . , X̂i, . . . , Xn

))
, i = 1, n , (i)

где Xi :=< x, ei >, x ∈ �, n ∈ � и через Φ−1(·) обозначена функция, обратная
функции (0,1)-гауссовского распределения Φ(·).

1. Основной результат

Целью нашей работы является доказательство следующей предельной теоре-
мы.

Теорема 1. Для любого α ∈ (0, 2)

lim
n→∞

µα


1√
n

n∑

i=1

X(α)
n,i 6 u

 = Φ(u), u ∈ �. (1.1)

Утверждение этой теоремы для частного случая меры Коши (α = 1) было
доказано авторами в работе [7].

Замечание. Введенная система (i) неоднократно являлась объектом исследо-
ваний в связи с изучением свойств преобразований независимости (см., напри-
мер, [3], [4]) негауссовских случайных величин. В частности, в работе [1], (см.
также [2]) было установлено, что при n→ ∞ система случайных величин (i) яв-
ляется асимптотически независимой и для нее имеет место усиленный закон боль-
ших чисел.

Как будет показано в п. 2◦ леммы 4, случайные величины (i) некоррелирова-
ны, а ввиду леммы 2, их одномерные распределения являются (0,1)-гауссовскими.
Однако, совместные распределения этих случайных величин (см. лемму 5) гауссов-
скими не являются, поэтому, вообще говоря, каждая серия

{
X(α)

n,1 , . . . , X
(α)
n,n

}
состоит

из зависимых случайных величин.

2. Вспомогательные утверждения

В следующей лемме мы укажем явный вид условной функции распределе-
ния F(α)

i|1...ı̂...n.
Лемма 1.

F(α)
i|1...ı̂...n(xi|x1, . . . , x̂i, . . . , xn) =

=

∞∫

0

Φ

(
xi

λi
√

z

)
h(α)

n−1


1

n − 1

n∑

k=1, k,i

x2
k/λ

2
k ; z

 dz,
(2.1)

где

h(α)
n−1(t; z) =

exp
[
−n − 1

2

( t
z

+ ln z
)]

g
( z
2

;
α

2
, 1

)

∞∫

0

exp
[
−n − 1

2

( t
u

+ ln u
)]

g
(u
2

;
α

2
, 1

)
du

,
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g(·;α/2, 1) —плотность крайнего устойчивого распределения на полуоси (0,+∞) с
показателем α/2 ( см. [8, с. 201] ).

Доказательство этого утверждения дано в работе [1].
Лемма 2. Для любого α ∈ (0, 2] случайная величина X(α)

n,i имеет (0,1)-гауссов-
ское распределение и относительно меры µα не зависит от семейства случайных
величин {X1, . . . , X̂i, . . . , Xn}.

Доказательство следует из теоремы 1 работы [5] (см. также теорему 1 ра-
боты [4]).

Аналогично тому, как это было сделано в работах [1, 6], введем функционал

s2
∞(x) = lim

n→∞
1
n

n∑

i=1

< x, ei >
2

λ2
i

(2.2)

и множество Γ = {x ∈ � : 0 < s2
∞(x) < ∞}.

Будем предполагать все вводимые далее случайные величины заданными на
множестве Γ и для краткости опускать аргумент (x).

Считая s∞(x) > 0, обозначим

s∞ := s∞(x), ξi :=
Xi

λis∞
, i = 1, 2 . . . . (2.3)

Лемма 3.
1◦ множество Γ является борелевским (Γ ∈ B(�)) и µα{Γ} = 1;
2◦ относительно меры µα система случайных величин s∞, ξ1, . . . , ξn, . . . неза-
висима;
3◦ случайные величины ξi имеют стандартное гауссовское распределение;
4◦ функция распределения случайной величины s∞ имеет следующий вид

µα {s∞ 6 u} =

u∫

0

s g(s2/2,α/2, 1) ds;

5◦ для любого натурального i при n → ∞ имеет место сходимость X(α)
n,i → ξi ,

(µα-почти наверное).
Доказательства этих утверждений приведены в работе [1] (см. также [6]).
Лемма 4.

1◦ �
{
X(α)

n,i

}
= 0, �

{∣∣∣X(α)
n,i

∣∣∣2
}

= 1;

2◦ cov
(
X(α)

n,i , X
(α)
n, j)

)
= 0, i , j.

Доказательство.
1◦. Справедливость этих равенств следует из леммы 2.
2◦. Вначале, применяя неравенство Коши–Буняковского, используя (0,1)-гауссо-
вость случайных величин {X(α)

n,i }, заметим, что

�

{∣∣∣∣X(α)
n,i X(α)

n, j

∣∣∣∣
}

6 �

{∣∣∣X(α)
n,i

∣∣∣2
}1/2

�

{∣∣∣∣X(α)
n, j

∣∣∣∣
2}1/2

= 1 < +∞.
Пользуясь формулой (1.5) и обозначениями (2.3), применяя равенства

Φ(−v) = 1 − Φ(v), Φ−1(1 − u) = −Φ−1(u),

случайную величину X(α)
n,i можно представить в виде

X(α)
n,i = sgn(ξi)Φ−1



∞∫

0

Φ

( |ξi| s∞√
z

)
h(α)

n−1


s2
∞

n − 1

n∑
k=1
k,i

ξ2
k ; z

 dz

 . (2.4)
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Используя пп. 2◦, 3◦, 4◦ леммы 3, формулу (2.4) и сокращающее обозначение
g̃(s) := sg(s2/2,α/2, 1), вычисляем математическое ожидание

�
{
X(α)

n,i X(α)
n, j

}
=

=

∞∫

0

∫
...

∫

�n

sgn(ti)Φ−1



∞∫

0

Φ

( |ti|s√
z

)
h(α)

n−1


s2∑

k,i
t2
k

n − 1
; z

 dz

×

× sgn(t j)Φ−1



∞∫

0

Φ

( |t j|s√
z

)
h(α)

n−1



s2∑
k, j

t2
k

n − 1
; z

 dz

×

×g̃(s)
1

(2π)n/2 exp

−
1
2

n∑

k=1

t2
k

 dt1 . . . dtnds.

Выделим отдельно в этом выражении двойной внутренний интеграл по dti, dt j.
Тогда, ввиду нечетности подынтегральной функции по каждой из переменных ti,
t j, он равен нулю. Поэтому, с учетом п. 10, будем иметь

cov
(
X(α)

n,i , X
(α)
n, j

)
= 0.

Лемма доказана.
Рассмотрим вопрос о зависимости системы случайных величин

{
X(α)

n,i , i = 1, n
}
.

Для этого рассмотрим пример случайного вектора(
X(1)

n,1, . . . , X
(1)
n,n

)
,

порожденного условными функциями распределения n−мерной проекции меры µ1
(мера Коши). Мы покажем, что несмотря на гауссовость одномерных маргиналь-
ных распределений и некоррелируемость компонент, многомерное распределение
этого вектора гауссовским не является и поэтому его компоненты не могут быть
независимы.

Лемма 5. Для любого n > 2 cлучайные величины

X(1)
n,1, . . . , X

(1)
n,n

зависимы.
Доказательство. Воспользуемся известным представлением условных функций
распределения n−мерного распределения Коши (см., [6]) с помощью бета — рас-
пределения B(·; ·, ·) (см. [6]):

F(1)
i|1...ı̂...n(xi|x1, . . . , x̂i, . . . , xn) =

1
2


1 + sgn(xi)B


x2

i /λ
2
i

1 +
n∑

k=1
x2

k/λ
2
k

;
1
2
,

n
2




. (2.5)

Из этой формулы следует, что при z > 0 множество{
(x1, . . . , xn) ∈ �n : xi < 0, Φ−1

(
F(1)

i|1...ı̂...n(xi|x1, . . . , x̂i, . . . , xn)
)
> z

}
= ∅.

Тогда при z > 0 следует равенство случайных событий

An(z) :=
{
X(1)

n,i > z; для всех i = 1, n
}

=
{
Xi > 0, X(1)

n,i > z; для всех i = 1, n
}
.

Отсюда, используя формулу (2.5), будем иметь

An(z) ⊂



n∑
k=1

X2
k /λ

2
k

1 +
n∑

k=1
X2

k /λ
2
k

> n · B−1
(
2Φ(z) − 1;

1
2
,

n
2

)

.
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Нетрудно убедиться в справедливости равенств

lim
z→∞

n · B−1
(
2Φ(z) − 1;

1
2
,

n
2

)
= n,



n∑
k=1

X2
k /λ

2
k

1 +
n∑

k=1
X2

k /λ
2
k

> 1


= ∅.

Поэтому при n > 2 для достаточно больших z случайное событие

An(z) =
{
X(1)

n,i > z; для всех i = 1, n
}

= ∅,

что невозможно для гауссовских случайных векторов. Лемма доказана.

3. Доказательство теоремы

Разобъем сумму в формуле (1.1) на два слагаемых

1√
n

n∑

i=1

X(α)
n,i =

1√
n

n∑

i=1

(
X(α)

n,i − ξi

)
+

1√
n

n∑

i=1

ξi. (3.1)

Известно, что если одна последовательность случайных величин сходится по ве-
роятности к нулю, а вторая сходится по распределению к некоторой случайной
величине, то сумма таких последовательностей сходится к этой же величине по
распределению (см. например [9, с. 111]).

Поскольку второе слагаемое в (3.1) при каждом n является стандартной гаус-
совской случайной величиной, достаточно установить сходимость по вероятности
первого слагаемого. Для этого вычислим его дисперсию Dn. Ввиду пп. 1◦, 2◦ лем-
мы 4, а затем, используя независимость математических ожиданий в формуле
(3.2) от i (это нетрудно видеть из формулы (2.4)), получим

Dn =
1
n

n∑

i=1

�

{∣∣∣X(α)
n,i − ξi

∣∣∣2
}

= �

{∣∣∣X(α)
n,i − ξi

∣∣∣2
}
. (3.2)

Покажем сначала сходимость последовательности
{
X(α)

n,i

}
n>1

в среднем к ξi. Для
этого докажем ее равномерную интегрируемость.

На полуоси [0,+∞) рассмотрим функцию G(t) = t2. Она неотрицательная, воз-
растающая и для нее выполняется свойство lim

t→+∞
G(t)/t = +∞. Кроме того, ввиду

леммы 2,
sup
n>1

�
{
G

(
X(α)

n,i

)}
= sup

n>1
�

{∣∣∣X(α)
n,i

∣∣∣2
}

= 1.

Отсюда, ввиду известного утверждения ( см. [10], стр. 237), следует равномерная
интегрируемость.

Таким образом последовательность {X(α)
n,i }, ввиду п. 5◦ леммы 3, сходится к ξi

в среднем (см. [10], стр. 235, теорема 4, п. b).
Покажем теперь, что Dn → 0 при n → ∞. Вначале, используя формулу (3.2),

запишем равенство

Dn = �

{∣∣∣X(α)
n,i − ξi

∣∣∣2 1{∣∣∣∣X(α)
n,i −ξi

∣∣∣∣<1
}
}

+�

{∣∣∣X(α)
n,i − ξi

∣∣∣2 1{∣∣∣∣X(α)
n,i −ξi

∣∣∣∣>1
}
}
.

Нетрудно видеть, что при n → ∞ первое слагаемое стремится к нулю ввиду до-
казанной сходимости в среднем. Теперь рассмотрим оценку второго слагаемого.
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Пользуясь неравенствами Минковского и Коши–Буняковского, будем иметь
√
�

{∣∣∣X(α)
n,i − ξi

∣∣∣2 1{∣∣∣∣X(α)
n,i −ξi

∣∣∣∣>1
}
}

6

6 µα
{∣∣∣X(α)

n,i − ξi

∣∣∣ > 1
}1/4

[
�

{∣∣∣X(α)
n,i

∣∣∣4
}1/4

+�
{
|ξi|4

}1/4
]
.

Так как случайные величины X(α)
n,i и ξi являются (0,1)-гауссовскими (см. лемму 2

и п.3◦ леммы 3), то ввиду п.5◦ леммы 3 при n→ ∞
√
�

{∣∣∣X(α)
n,i − ξi

∣∣∣2 1{∣∣∣∣X(α)
n,i −ξi

∣∣∣∣>1
}
}

6 2 · 31/4µα
{∣∣∣X(α)

n,i − ξi

∣∣∣ > 1
}1/4 → 0.

Наконец, используя неравенство Чебышева, принимая во внимание, что X(α)
n,i и

ξi имеют нулевые средние, будем иметь: для любого ε > 0

µα



∣∣∣∣∣∣∣
1√
n

n∑

i=1

(
X(α)

n,i − ξi

)∣∣∣∣∣∣∣ > ε
 6 1

ε2 Dn → 0, n→ ∞.

Теорема доказана.
Замечание. Утверждение теоремы 1 обобщается также на следующие случаи:

µ—непрерывная смесь гауссовских мер на локально выпуклом пространстве; µ—
симметрические распределения на пространстве последовательностей �∞.

В заключении отметим, что совершенно аналогично доказательству теоремы 1
можно установить справедливость следующего предложения.

Теорема 2. Пусть

Y (α)
n,i := H−1

0

(
F(α)

i|1...ı̂...n
(
Xi|X1, . . . , X̂i, . . . , Xn

))
,

где H0(t) —произвольная абсолютно непрерывная симметричная функция распре-
деления с конечным четвертым моментом. Тогда для любого α ∈ (0, 2)

lim
n→∞

µα


1√
nD

n∑

i=1

Y (α)
n,i 6 u

 = Φ(u), u ∈ �,

где D —дисперсия распределения H0(t).
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CENTRAL LIMIT THEOREM FOR RANDOM VARIABLES
GENERATED BY CONDITIONAL DISTRIBUTIONS OF A
STABLE MEASURE PROJECTIONS ON HILBERT SPACE3
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The paper is devoted to a study of triangular array scheme of asymptotically
independent random variables generated by finite-dimensional conditional distri-
butions of sigma-additive stable measure, determined on a real Hilbert space.
In the case when the dimension of conditional distributions approaches infinity
the central limit theorem for triangular array scheme is proved.
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