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ОПИСАНИЕ КЛАССА СУБГАРМОНИЧЕСКИХ
В ЕДИНИЧНОМ КРУГЕ ФУНКЦИЙ,

ХАРАКТЕРИСТИКА НЕВАНЛИННЫ КОТОРЫХ
ПРИНАДЛЕЖИТ ВЕСОВЫМ Lp-ПРОСТРАНСТВАМ

© 2007 О.В.Охлупина1

В этой работе получено параметрическое представление класса субгармо-
нических функций, характеристика Неванлинны которых принадлежит ве-
совым пространствам Лебега.

Введение

Пусть D = {z : |z| < 1}, z = reiϕ. S — множество измеримых положительных сум-
мируемых функций ω на (0; 1), для которых существуют числа mω, Mω, qω, причем

mω, qω ∈ (0; 1) удовлетворяют оценке mω 6 ω(rλ)
ω(r)

6 Mω, r ∈ (0; 1), λ ∈ [qω; 1]. Такие

функции называют еще медленно изменяющимися функциями (см. [1]). Важным
частным случаем функции из S является степенная функция ω(t) = tα,α > −1.

Далее обозначим через S H(D) множество всех субгармонических функций в
D, u+(z) = max(u(z); 0), u−(z) = max(−u(z); 0), u(z) = u+(z) − u−(z).

Введем также в рассмотрение следующий класс субгармонических функций:

S Hp
ω(D) =


u ∈ S H(D) :



1∫

0

ω(1 − r)



π∫

−π
u+(reiϕ)dϕ



p

dr



1
p

< +∞


,

0 < p < +∞. Lp,ω(D) — обычное весовое Lp-пространство, т.е.

Lp,ω(D) =


ψ :



1∫

0

ω(1 − r)



π∫

−π
|ψ(reiϕ)|dϕ



p

dr



1
p

< +∞


.

Одна из наиболее важных теорем в теории субгармонических функций при-
надлежит Ф. Риссу (см., например, [2, с. 123]).

Теорема (Ф. Рисс). Пусть u(z) — субгармоническая функция в D. Тогда в D
существует единственная борелевская мера µ такая, что для любой подобласти
Ω ⊂ D: u(z) =

∫
Ω

ln |z − ζ|dµ(ζ) + h(z), где h(z) — гармоническая функция в Ω.
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При решении разнообразных задач в теории потенциала и в теории функций
комплексного переменного очень важно иметь представление субгармонической
функции во всем круге D.

Задачи такого рода для субгармонических в D ( и в шаре в Rn) функций, име-
ющих ограниченную характеристику Р.Неванлинны, исследованы в работах [3–5].

В данной работе мы получим параметрическое представление для функций u,
вообще говоря, не имеющих ограниченную характеристику Р. Неванлинны T (r, u) =

=
1

2π

π∫

−π
u+(reiϕ)dϕ, т.е. класса функций u, для которых T (r, u) ∈ Lp,ω(D), 0 < p < +∞,

ω ∈ L1(0; 1).
Для дальнейшего изложения введем также следующее обозначение (см. [4]):

пусть z, ζ ∈ D, ζ , 0, β > −1, тогда

Aβ(z, ζ) =

(
1 − z

ζ

)
exp

−
β

π

∫

D

(1 − |t|2)β ln |1 − t
ζ
|

(1 − t̄z)β+2
dm2(t)

 . (a)

Основным результатом работы является следующее утверждение.
Теорема. Для того чтобы субгармоническая функция u принадлежала классу

S Hp
ω(D), 0 < p < +∞, ω ∈ S , необходимо и достаточно, чтобы в D u допускала

представление

u(z) =

∫

D

ln |Aβ(z, ζ)|dµ(ζ) + h(z), (b)

где β—достаточно большое положительное число, зависящее только от ω,
µ(ζ) —произвольная борелевская неотрицательная мера в D, для которой
1∫

0
ω(1 − r)(1 − r)pnp(r)dr < +∞, n(r) = µ(Dr), Dr = {z : |z| < r}, 0 < r < 1, h(z) —

гармоническая функция в D, удовлетворяющая условию:

1∫

0

ω(1 − r)



π∫

−π
|h(reiϕ)|dϕ



p

dr < +∞.

Замечание. При p = 1, ω(t) = tα, α > −1 аналогичное представление получено
в работе [6].

1. Доказательство вспомогательных утверждений

В этом разделе работы будем предполагать, что u(z) является субгармониче-
ской в D функцией, которая гармонична в некоторой окрестности точки ноль,
причем u(0) = 0. c —константа, не имеющая принципиального значения.

Доказательство теоремы основано на следующих вспомогательных утвержде-
ниях.

Лемма 1. Пусть u —произвольная субгармоническая функция из класса
S Hp

ω(D), 0 < p < +∞. Тогда справедлива оценка:

1∫

0

ω(1 − r)



π∫

−π
|u(reiϕ)|dϕ



p

dr 6 c

1∫

0

ω(1 − r)



π∫

−π
u+(reiϕ)dϕ



p

dr.
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Доказательство. Применяя теорему о среднем значении, имеем:

u(0) 6 1
2π

π∫

−π
u(reiϕ)dϕ, r ∈ [0; 1).

Далее воспользуемся тем, что u(z) = u+(z) − u−(z):

2πu(0) = 0 6
π∫

−π
[u+(reiϕ) − u−(reiϕ)]dϕ =

π∫

−π
u+(reiϕ)dϕ −

π∫

−π
u−(reiϕ)dϕ,

то есть
π∫

−π
u−(reiϕ)dϕ 6

π∫

−π
u+(reiϕ)dϕ.

Затем, учитывая, что |u(z)| = u+(z) + u−(z), а также предыдущее неравенство,
получим:

π∫

−π
|u(reiϕ)|dϕ =

π∫

−π
[u+(reiϕ) + u−(reiϕ)]dϕ 6 2

π∫

−π
u+(reiϕ)dϕ.

Возведем обе части полученного неравенства в степень p:


π∫

−π
|u(reiϕ)|dϕ



p

6 2p



π∫

−π
u+(reiϕ)dϕ



p

. (1.1)

Умножим неравенство (1.1) на ω(1 − r) и проинтегрируем по r от 0 до 1:
1∫

0

ω(1 − r)



π∫

−π
|u(reiϕ)|dϕ



p

dr 6 2p

1∫

0

ω(1 − r)



π∫

−π
u+(reiϕ)dϕ



p

dr < +∞.

Следовательно, u ∈ Lp,ω(D). Что и требовалось доказать.
Следующая лемма установлена в работе [5].
Лемма 2. Пусть z, ζ ∈ D, ζ , 0, β > −1, Aβ(z, ζ) —функция, определенная по

формуле (a). Тогда справедлива оценка:

ln |Aβ(z, ζ)| 6 c
(

1 − |ζ|2
|1 − ζ̄z|

)β+2

. (1.2)

Лемма 3. Пусть u ∈ S Hp
ω(D), 0 < p < +∞, Dr = {z : |z| < r}, 0 < r < 1, n(r) = µ(Dr).

Тогда справедлива оценка:
1∫

0

ω(1 − r)(1 − r)pnp(r)dr 6 c

1∫

0

ω(1 − r)



π∫

−π
u+(reiϕ)dϕ



p

dr.

Доказательство. Пусть сначала u ∈ S Hp
ω(D)∩C(2)(D). ∆u—лапласиан функции

u, n(r) =
r∫

0

π∫
−π

∆u(teiϕ)dϕtdt, 0 < r < 1.

Рассмотрим круг радиуса ρ : 0 < ρ < 1. Тогда по формуле Грина (см. [7, с. 274])
имеет место следующее равенство:

ρ2

π∫

−π
u(ρeiϕ)dϕ =

π∫

−π

ρ∫

0

ln
ρ

r
∆u(reiϕ)rdrdϕ. (1.3)
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Так как u(0) = 0, то, по теореме о среднем,
π∫
−π

u(reiϕ)dϕ > 0, а также, учитывая,

что u(z) 6 u+(z), получим:
π∫

−π

ρ∫

0

ln
ρ

r
∆u(reiϕ)rdrdϕ 6 ρ2

π∫

−π
u+(ρeiϕ)dϕ 6

π∫

−π
u+(ρeiϕ)dϕ.

Возведем обе части неравенства в степень p, 0 < p < +∞, а затем умножим на
ω(1 − ρ) и проинтегрируем по ρ от 0 до 1:

1∫

0

ω(1 − ρ)



π∫

−π

ρ∫

0

ln
ρ

r
∆u(reiϕ)rdrdϕ



p

dρ 6
1∫

0

ω(1 − ρ)



π∫

−π
u+(ρeiϕ)dϕ



p

dρ.

Учитывая это, получим:
1∫

0

ω(1 − ρ)



π∫

−π

ρ∫

0

ln
ρ

r
∆u(reiϕ)rdrdϕ



p

dρ < +∞. (1.4)

Проинтегрируем по частям внутренний интеграл в (1.4):
π∫

−π

ρ∫

0

ln
ρ

r
∆u(reiϕ)rdrdϕ =

ρ∫

0

1
r



r∫

0

π∫

−π
∆u(teiϕ)dϕtdt

 dr.

Положим µ(Dr) =
r∫

0

π∫
−π

∆u(teiϕ)dϕtdt = n(r). С учетом этого перепишем (1.4):

1∫

0

ω(1 − ρ)



ρ∫

0

n(r)
r

dr



p

dρ 6 1
(2π)p

1∫

0

ω(1 − ρ)



π∫

−π
u+(ρeiϕ)dϕ



p

dρ.

Оценим левую часть последнего неравенства снизу:

+∞ >

1∫

0

ω(1 − ρ)



ρ∫

0

n(r)
r

dr



p

dρ >
1∫

0

ω(1 − ρ)



ρ∫

ρ− 1−ρ
2

n(r)
r

dr



p

dρ >

>
1∫

1
2

ω(1 − ρ)



ρ∫

ρ− 1−ρ
2

n(r)
r

dr



p

dρ.

Запишем оценку для интеграла

ρ∫

ρ− 1−ρ
2

n(r)
r

dr:

ρ∫

ρ− 1−ρ
2

n(r)
r

dr > n
(
ρ − 1 − ρ

2

) (
ρ − ρ +

1 − ρ
2

)
= n

(
3ρ − 1

2

) (
1 − ρ

2

)
.

Воспользуемся полученной оценкой:
1∫

1
2

ω(1 − ρ)np
(

3ρ − 1
2

) (
1 − ρ

2

)p

dρ = c(p)

1∫

1
2

ω(1 − ρ)np
(

3ρ − 1
2

)
(1 − ρ)pdρ. (1.5)
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Совершим замену переменных:

3ρ − 1
2

= r, 1 − ρ =
2
3

(1 − r),
1
4

6 r 6 1.

Тогда (1.5) примет вид:

c1(p)

1∫

1
4

ω(1 − r)np(r)(1 − r)pdr,

где c1(p) =

(
2
3

)p+1

· 1
2p · ω

(
2
3

)
.

Следовательно,
1∫

0

ω(1 − r)np(r)(1 − r)pdr 6 c

1∫

0

ω(1 − r)



π∫

−π
u+(reiϕ)dϕ



p

dr < +∞ (1.6)

при условии, что u ∈ S Hp
ω(D) ∩C(2)(D).

Покажем, что
1∫

0
ω(1 − r)np(1 − r)(1 − r)pdr < +∞ в случае, когда u ∈ S Hp

ω(D).

Для доказательства леммы в общем случае рассмотрим последовательность беско-
нечно дифференцируемых субгармонических функций uk(z), которые, убывая, схо-
дятся к субгармонической функции u(z) внутри D при k → +∞ (см. теорема 3.8,
[2], с. 121), при этом ∆uk слабо сходятся к dµ, где µ—представляющая мера в раз-
ложении Рисса субгармонической функции u. Применим формулу (1.3) к данной
последовательности:

ρ2

π∫

−π
uk(ρeiϕ)dϕ =

π∫

−π

ρ∫

0

ln
ρ

r
∆uk(reiϕ)rdrdϕ.

Используя теорему Б. Леви (см. [8, с. 303]), перейдем к пределу при k → +∞
в предыдущем равенстве. Затем, используя формулу Иенсена (см., например, [2,
§3.9]), получим:

1
2π

π∫

−π
u+(ρeiϕ)dϕ >

ρ∫

0

n(r)
r

dr,

где n(r) = µ(Dr). Следовательно,
1∫

0

ω(1 − ρ)(1 − ρ)pnp(ρ)dρ 6
1∫

0

ω(1 − ρ)



ρ∫

0

n(r)
r

dr



p

dρ 6

6
1∫

0

ω(1 − ρ)



π∫

−π
u+(ρeiϕ)dϕ



p

dρ < +∞.

Что и требовалось доказать.
Лемма 4. Пусть u —произвольная субгармоническая функция в D, допуска-

ющая представление (b), где µ(ζ) — борелевская неотрицательная мера в D, для

которой
1∫

0
ω(1 − r)(1 − r)pnp(r)dr < +∞, n(r) = µ(Dr), Dr = {z : |z| < r}, 0 < r < 1, h(z) —
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гармоническая функция в D, удовлетворяющая условию:
1∫

0

ω(1 − r)



π∫

−π
|h(reiϕ|dϕ



p

dr < +∞,

0 < p < +∞, ω ∈ S , β—достаточно большое положительное число, зависящее толь-
ко от ω. Тогда u ∈ S Hp

ω(D).
Доказательство. Введем следующее обозначение: пусть

Vβ(z) =

∫

D

ln |Aβ(z, ζ)|dµ(ζ).

Тогда u(z) = Vβ(z) + h(z).
Учитывая, что u(z) 6 u+(z), а также справедливость оценки (1.2) из леммы 2,

запишем:

u+(z) 6 |h(z)| + V+
β (z) 6 |h(z)| + c

∫

D

(
1 − |ζ|2
|1 − ζ̄z|

)β+2

dµ(ζ).

Проинтегрируем обе части неравенства по ϕ от −π до π, возведем обе части в
степень p и применим неравенство Минковского:

(∫ π

−π
u+(reiϕ)dϕ

)p

6
(∫ π

−π
|h(reiϕ)|dϕ

)p

+ c(p)


∫ π

−π


∫

D

(
1 − |ζ|2
|1 − ζ̄z|

)β+2

dµ(ζ)

 dϕ


p

.

Умножим обе части на ω(1 − r) и проинтегрируем по r от 0 до 1:
∫ 1

0
ω(1 − r)

(∫ π

−π
u+(reiϕ)dϕ

)p

dr 6
∫ 1

0
ω(1 − r)

(∫ π

−π
|h(reiϕ)|dϕ

)p

dr+

+c(p)
∫ 1

0
ω(1 − r)


∫ π

−π


∫

D

(
1 − |ζ|2
|1 − ζ̄z|

)β+2

dµ(ζ)

 dϕ


p

dr.

Первый интеграл в правой части сходится по предположению. Покажем
сходимость второго интеграла правой части, то есть остается показать принад-

лежность Vβ(z) классу S Hp
ω(D), а именно

1∫
0
ω(1 − r)

( π∫
−π

V+
β

(reiϕ)dϕ
)p

dr < +∞.

Vβ(z) 6 V+
β (z) 6 c

∫

D

(
1 − |ζ|2
|1 − ζ̄z|

)β+2

dµ(ζ).

Пусть 1 < p < +∞, ζ = ρeiϕ, z = reiθ, ψ—произвольная функция из Lq(0; 1), ψ > 0,
‖ψ‖Lq = 1.

Рассмотрим последовательность неотрицательных бесконечно дифференцируе-
мых функций χk(ρ,ϕ), которые, убывая, слабо сходятся к dµ(ρ,ϕ) (см. [9, с. 37]).

∫ π

−π
V+
β (ρeiϕ)dϕ 6 c

∫ π

−π


∫ 1

0

∫ π

−π

(
1 − ρ2

|1 − ρrei(θ−ϕ)|
)β+2

χk(ρ,ϕ)ρdϕdρ

 dϕ =

= c
∫ π

−π

(∫ 1

0
(1 − ρ)β+2χk(ρ,ϕ)ρ

(∫ π

−π

dθ
|1 − ρrei(θ−ϕ)|β+2

)
dρ

)
dϕ 6

6 c1

(∫ 1

0

∫ π

−π

(1 − ρ)β+2

(1 − ρr)β+1
χk(ρ,ϕ)ρdϕdρ

)
= c1

(∫ 1

0

(1 − ρ)β+2

(1 − ρr)β+1

∫ π

−π
χk(ρ,ϕ)ρdϕdρ

)
=

= c1

[∫ 1

0

(1 − ρ)β+2

(1 − ρr)β+1
d
(∫ ρ

0

∫ π

−π
χk(t,ϕ)dϕtdt

)]
.
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Интегрируя по частям последний интеграл, получим:
∫ 1

0

(1 − ρ)β+2

(1 − ρr)β+1
d
(∫ ρ

0

∫ π

−π
χk(t,ϕ)dϕtdt

)
= c(β)

∫ 1

0

(1 − ρ)β+1

(1 − ρr)β+1

(∫ ρ

0

∫ π

−π
χk(t,ϕ)dϕtdt

)
dρ.

Переходя к пределу при k → +∞, имеем:

c(β)

1∫

0

(1 − ρ)β+1

(1 − ρr)β+1



ρ∫

0

π∫

−π
dµ(t,ϕ)

 dρ = c(β)

1∫

0

(1 − ρ)β+1

(1 − ρr)β+1
n(ρ)dρ.

Умножим полученный интеграл на ψ(r) и ω
1
p (1 − r) и проинтегрируем по r от 0

до 1: ∫ 1

0
ω

1
p (1 − r)ψ(r)

∫ 1

0

(1 − ρ)β+1

(1 − ρr)β+1
n(ρ)dρdr =

=

∫ 1

0
n(ρ)(1 − ρ)β+1

∫ 1

0

ω
1
p (1 − r)ψ(r)
(1 − ρr)β+1

drdρ =

=

∫ 1

0
n(ρ)(1 − ρ)β+1

∫ ρ

0

ω
1
p (1 − r)ψ(r)
(1 − ρr)β+1

drdρ+

+

∫ 1

0
n(ρ)(1 − ρ)β+1

∫ 1

ρ

ω
1
p (1 − r)ψ(r)
(1 − ρr)β+1

drdρ = I1 + I2.

Оценим I1. При 0 < r < ρ: 1 − rρ > 1 − r. Тогда

I1 6
1∫

0

n(ρ)(1 − ρ)β+1

ρ∫

0

ω
1
p (1 − r)ψ(r)
(1 − r)β+1

drdρ.

Воспользуемся видом функции ω(x) (свойства функции ω(x) см. в работе [5,
с. 1423]).

ω(x) = exp

1∫

x

ε(t)
t

dt, (1.7)

где βω > ε(t) > log mω

log 1
qω

= − log mω

log qω
= −αω. ω(x) > xαω ,

ω
1
p (x)
xβ

> 1

xβ−
αω
p
. Следовательно,

функция
ω

1
p (x)
xβ

монотонно убывает при β > 1 +
αω

p
. С учетом этого, I1 6

1∫
0

n(ρ)(1−

−ρ)ω
1
p (1−ρ)


ρ∫

0

ψ(r)
1−r dr

 dρ. Изменим порядок интегрирования в последнем интеграле:

1∫

0

ψ(r)
1 − r



1∫

r

n(ρ)(1 − ρ)ω
1
p (1 − ρ)dρ

 dr.

Применим неравенство Гельдера:



1∫

0

ψq(r)dr



1
q


1∫

0


1

1 − r

1∫

r

n(ρ)(1 − ρ)ω
1
p (1 − ρ)dρ



p

dr



1
p

=
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=



1∫

0


1

1 − r

1∫

r

n(ρ)(1 − ρ)ω
1
p (1 − ρ)dρ



p

dr



1
p

После замены переменных v = 1 − ρ последний интеграл примет вид:

c



1∫

0


1

1 − r

1−r∫

0

n(1 − v)vω
1
p (v)dv



p

dr



1
p

(1.8)

Применяя к (1.8) неравенство Харди (см. [10, с. 319]), получим оценку сверху для
(1.8):

c(p)



1∫

0

ω(v)vpnp(1 − v)dv



1
p

= c(p)



1∫

0

ω(1 − t)(1 − t)pnp(t)dt



1
p

< +∞.

Оценим I2. При ρ < r < 1: 1 − rρ > 1 − ρ. Тогда

I2 6
1∫

0

n(ρ)(1 − ρ)β+1 1
(1 − ρ)β+1



1∫

ρ

ω
1
p (1 − r)ψ(r)dr

 dρ =

1∫

0

n(ρ)



1∫

ρ

ω
1
p (1 − r)ψ(r)dr

 dρ.

После замены переменных v = 1 − r последний интеграл примет вид:

1∫

0

n(ρ)



1−ρ∫

0

ω
1
p (v)ψ(1 − v)dv

 dρ. (1.9)

Учитывая (1.7), запишем:

ω(v)
ω(1 − ρ)

= exp



1∫

v

ε(t)
t

dt −
1∫

1−ρ

ε(t)
t

dt

 = exp



1−ρ∫

v

ε(t)
t

dt

 6

6 exp

βω
1−ρ∫

v

dt
t

 = exp
(
βω ln

1 − ρ
v

)
=

(
1 − ρ

v

)βω
.

Следовательно, ω(v) 6 ω(1 − ρ)
(

1 − ρ
v

)βω
при 1 − ρ > v.

Применим полученную оценку к интегралу (1.9):

1∫

0

n(ρ)



1−ρ∫

0

ω
1
p (v)ψ(1 − v)dv

 dρ 6

6
1∫

0

n(ρ)ω
1
p (1 − ρ)(1 − ρ)

βω
p



1−ρ∫

0

ψ(1 − v)

v
βω
p

dv

 dρ =

=

1∫

0

n(ρ)ω
1
p (1 − ρ)(1 − ρ)

1

(1 − ρ)
1−βω

p



1−ρ∫

0

ψ(1 − v)

v
βω
p

du

 dρ.
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Применяя неравенство Гельдера, получим:

I2 6



1∫

0

np(ρ)ω(1 − ρ)(1 − ρ)pdρ



1
p

×


1∫

0


1

(1 − ρ)
1−βω

p

1−ρ∫

0

ψ(1 − v)

v
βω
p

dv



q

dρ



1
q

6

6 c



1∫

0


1

(1 − ρ)
1−βω

p

1−ρ∫

0

ψ1(v)

v
βω
p

dv



q

dρ



1
q

,

где ψ1(v) = ψ(1 − v). Сделаем замену переменной 1 − ρ = x:

I2 6 c



1∫

0


1

x
1−βω

p

x∫

0

ψ1(v)

v
βω
p

dv



q

dx



1
q

.

Воспользуемся неравенством Харди:

I2 6 c



1∫

0



1∫

0

ψ1(xv)

v
βω
p

dv



q

dx



1
q

= c



1∫

0



1∫

0

ψ
q
1(xv)

v
βωq

p

dv

 dx



1
q

.

Изменим порядок интегрирования:

c



1∫

0



1∫

0

ψ
q
1(xv)

v
βωq

p

dx

 dv



1
q

= c



1∫

0

dv

v
βωq

p



1∫

0

ψ
q
1(xv)dx





1
q

.

Сделаем замену переменных xv = t, 0 6 t 6 v во внутреннем интеграле:

c



1∫

0

dv

v
βωq

p +1



v∫

0

ψ
q
1(t)dt





1
q

= c

1∫

0

dv

v
βω
p + 1

q



v∫

0

ψ
q
1(t)dt



1
q

.

Вернемся к функции ψ(t). По определению нормы функции ψ в пространстве

Lq(0; 1): I2 6 c

1∫

0

dv

v
βω
p + 1

q

.

Полученный интеграл сходится при
βω

p
+

1
q
< 1. Так как

1
p

+
1
q

= 1, то
βω

p
<

1
p
, то

есть βω < 1.
Следовательно, потенциал Vβ(z) ∈ S Hp

ω(D), если 1 < p < +∞.
Рассмотрим теперь случай 0 6 p < 1. Воспользовавшись полученной ранее

оценкой, запишем:
π∫

−π
V+
β (ρeiϕ)dϕ 6 c(β)

1∫

0

(1 − ρ)β+1

(1 − ρr)β+1
n(ρ)dρ.

Разобьем интервал от 0 до 1 точками rk = 1 − 1
2k , k = 0, 1, 2, ... . С учетом этого

разбиения:
1∫

0

(1 − ρ)β+1

(1 − ρr)β+1
n(ρ)dρ 6

∞∑

k=1

rk+1∫

rk

(1 − ρ)β+1n(ρ)
(1 − rρ)β+1

dρ. (1.10)
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Рассмотрим выражение под знаком суммы:

rk+1∫

rk

(1 − ρ)β+1n(ρ)
(1 − rρ)β+1

dρ 6 n(rk)(1 − rk)β+1

(1 − rrk)β+1
(rk − rk−1).

Учитывая, что 1 − rk =
1
2k , n(rk) = nk, а также rk − rk−1 =

1
2k , получим:

n(rk)(1 − rk)β+1

(1 − rrk)β+1
(rk − rk−1) =

nk

2k(β+2)(1 − rrk)β+1
.

То есть

rk+1∫

rk

(1 − ρ)β+1n(ρ)
(1 − rρ)β+1

dρ 6 c
nk

2k(β+2)(1 − rrk)β+1
.

С учетом этого возведем обе части (1.10) в степень p, умножим неравенство
на ω(1 − r) и проинтегрируем по r от 0 до 1:

1∫

0

ω(1 − r)



1∫

0

(1 − ρ)β+1n(ρ)
(1 − rρ)β+1

dρ



p

dr 6 c1

∞∑

k=1

np
k

2kp(β+2)

∫ 1

0

ω(1 − r)dr
(1 − rrk)p(β+1)

6

Применим лемму 3 из работы [4]:

6 c2


∞∑

k=1

np
k

2kp(β+2)
· ω(1 − rk)

(1 − rk)p(β+1)−1

 = c3


∞∑

k=1

np
kω( 1

2k )

2k(p+1) < +∞
 .

Следовательно, функция u принадлежит классу S Hp
ω(D). Лемма доказана.

2. Доказательство основной теоремы

Мы докажем основную теорему при условии, что функция u является гармо-
нической в некоторой малой окрестности точки ноль. При этом u(0) = 0. Общий
случай (u(0) , 0) сводится к этому аналогично, как при p = 1, ω(t) = tα, α > −1
(см. [6]).

1. Сначала докажем необходимость. Пусть u ∈ S Hp
ω(D). Покажем, что u допус-

кает представление (b). Рассмотрим разность u(z)−Vβ(z) = h(z) и покажем, что она
является гармонической функцией.

Пусть Dr —круг радиуса r, 0 < r < 1. По теореме Рисса для Dr: u(z) = V(z) +

+
∫

Dr

ln|ζ − z|dµ(ζ), где V(z) — гармоническая функция в Dr,
∫

Dr

ln|ζ − z|dµ(ζ) — субгар-

моническая функция.
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Преобразуем выражение:

ln|Aβ(z, ζ)| = ln
(
|Aβ(z, ζ)| ·

∣∣∣∣∣
ζ − z
ζ − z

∣∣∣∣∣
)

= ln
|Aβ(z, ζ)|
|ζ − z| + ln|ζ − z|;

ln
|Aβ(z, ζ)|
|ζ − z| = ln


1
|ζ − z| ·

∣∣∣∣∣1 −
z
ζ

∣∣∣∣∣ ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
exp

−
β

π

∫

D

(1 − |t|2)βln
∣∣∣∣1 − t

ζ

∣∣∣∣
(1 − t̄z)β+2

dm2(t)



∣∣∣∣∣∣∣∣∣

 =

= ln
1
|ζ| + Re

−
β

π

∫

D

(1 − |t|2)βln
∣∣∣∣1 − t

ζ

∣∣∣∣
(1 − t̄z)β+2

dm2(t)

 .

h(z) = u(z) −
∫

Dr

ln|Aβ(z, ζ)|dµ(ζ) =

= u(z) −
∫

Dr

ln |ζ − z| + ln
1
|ζ| + Re

−
β

π

∫

D

(1 − |t|2)βln
∣∣∣∣1 − t

ζ

∣∣∣∣
(1 − t̄z)β+2

dm2(t)



 dµ(ζ) =

= u(z) −
∫

Dr

ln|ζ − z|dµ(ζ) −
∫

Dr

ln
1
|ζ|dµ(ζ)−

−
∫

Dr

Re

−
β

π

∫

D

(1 − |t|2)βln
∣∣∣∣1 − t

ζ

∣∣∣∣
(1 − t̄z)β+2

dm2(t)

 dµ(ζ),

∫

Dr

ln
1
|ζ|dµ(ζ) < +∞. Это следует из того, что Vβ(0) > −∞, +∞ > −Vβ(0) = −

−
∫

D

ln|Aβ(0, ζ)|dµ(ζ) >
∫

D

ln
1
|ζ|dµ(ζ). Re

−
β

π

∫

D

(1 − |t|2)βln
∣∣∣∣1 − t

ζ

∣∣∣∣
(1 − t̄z)β+2

dm2(t)

— гармониче-

ская функция в круге радиуса r. Так как r —произвольное из (0; 1), получаем,
что h(z) является гармонической функцией.

Покажем, что h(z) удовлетворяет условию
1∫

0
ω(1−r)

( π∫
−π
|h(reiϕ)|dϕ

)p

dr < +∞. Рас-
смотрим разность u(z) − Vβ(z) = h(z). Так как u(z) 6 u+(z), то по лемме 2:

h+(z) 6 u+(z) + V+
β (z) 6 u+(z) + c

∫

D

(
1 − |ζ|2
|1 − ζ̄z|

)β+2

dµ(ζ).

Проинтегрируем обе части неравенства по ϕ:
π∫

−π
h+(reiϕ)dϕ 6

π∫

−π
u+(reiϕ)dϕ + c

π∫

−π


∫

D

(
1 − |ζ|2
|1 − ζ̄z|

)β+2

dµ(ζ)

 dϕ.

Применим теорему о среднем значении: −∞ < 2πh(0) =
π∫
−π

h(reiϕ)dϕ.

2πh(0) =

π∫

−π

[
h+(reiϕ) − h−(reiϕ)

]
dϕ;

π∫

−π
h−(reiϕ)dϕ =

π∫

−π
h+(reiϕ)dϕ − 2πh(0) 6

π∫

−π
h+(reiϕ)dϕ + 2π|h(0)|.
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π∫

−π
|h(reiϕ)|dϕ 6

π∫

−π
h+(reiϕ)dϕ + c1.

В результате
π∫

−π
|h(reiϕ)|dϕ 6

π∫

−π
u+(reiϕ)dϕ + c

π∫

−π


∫

D

(
1 − |ζ|2
|1 − ζ̄z|

)β+2

dµ(ζ)

 dϕ + c1.

Возведем обе части неравенства в степень p, применим неравенство Минковского,
а затем умножим обе части на ω(1 − r) и проинтегрируем по r от 0 до 1:

1∫

0

ω(1 − r)



π∫

−π
|h(reiϕ)|dϕ



p

dr 6
1∫

0

ω(1 − r)



π∫

−π
u+(reiϕ)dϕ



p

dr+

+c

1∫

0

ω(1 − r)



π∫

−π


∫

D

(
1 − |ζ|2
|1 − ζ̄z|

)β+2

dµ(ζ)

 dϕ



p

dr + c2.

Оба интеграла в правой части сходятся. Сходимость первого следует из при-
надлежности функции u классу S Hp

ω(D), сходимость второго доказана ранее (см.
лемму 4).

Следовательно,
1∫

0
ω(1 − r)

( π∫
−π
|h(reiϕ)|dϕ

)p

dr < +∞, то есть функция u допускает

представление (b).
2. Доказательство достаточности непосредственно следует из предыдущего

пункта и леммы 4.
Теорема доказана.
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