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© 2007 Е.С.Драбкова, С.Я.Новиков2

Работа является обзором полученных в 2000–2007 гг. результатов по
фреймам (каркасам) в конечномерных унитарных и евклидовых простран-
ствах. Получены новые оценки MSE (средней квадратичной ошибки) при пе-
редаче зашумленного цифрового сигнала. Приведено замкнутое доказатель-
ство теоремы о существовании фрейма Парсеваля произвольного объема.
Дано полное описание равномерных жестких фреймов в �2.

Введение

Понятие фрейма (каркаса) для евклидова, гильбертова и банахова простран-
ства стало объектом математических исследований недавно. В тех книгах, кото-
рые доступны русскоязычному читателю [1–5], они обсуждаются в рамках тео-
рии всплесков (вейвлетов) в пространствах L2. При этом без должного внимания
остается большой и важный для приложений раздел теории фреймов —фреймы в
конечномерных евклидовых (унитарных) пространствах. К настоящему времени
работами многочисленных авторов получены важные результаты, в известной мо-
нографии О.Христенсена [6] первая глава посвящена фреймам в конечномерных
пространствах. После выхода этой книги получены важные результаты, постав-
лены новые задачи, активно продолжаются исследования.

Предлагаемая вниманию читателя работа представляет собой небольшой обзор
последних результатов теории фреймов в конечномерных пространствах. При этом
авторы старались сделать изложение замкнутым и независимым.

В отечественных изданиях (не включая тезисы конференций) нам известна
только одна работа [7], посвященная фреймам в конечномерных пространствах.

1. Определение фрейма. Фреймы и полные системы

Пусть M и N — натуральные числа, причем M > N. Все дальнейшие рассуж-
дения будут проводиться, в основном, в конечномерных пространствах �N и �N .
Если выбор числового поля не влияет на формулировки результатов и опреде-
лений, применяется обозначение �N . Пространство �N наделяется стандартным
скалярным произведением 〈·, ·〉 и нормой ‖x‖ =

√〈x, x〉.
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Определение. Набор элементов Φ = {ϕi}Mi=1 называется фреймом для прост-
ранства �N , если существуют числа A, B > 0 такие, что для любого x ∈ �N вы-
полняются неравенства:

A‖x‖ 2 6
M∑

i=1

|〈x,ϕi〉| 2 6 B‖x‖ 2. (1.1)

Числа A и B называются границами фрейма. Они определены неоднозначно.
Супремум множества всех нижних границ и инфимум множества всех верхних
границ фрейма называются оптимальными границами фрейма. Количество эле-
ментов фрейма M будем называть объемом фрейма.

Если набор Φ является фреймом, то используем запись Φ ∈ (F). Если элементы
фрейма имеют одинаковые нормы, то есть ‖ϕi‖ = ‖ϕ j‖ для любых i, j = 1, . . . ,M,
используем запись F ∈ (UF), называя такой фрейм равномерным. Если Φ—нор-
мированный фрейм, то есть ‖ϕi‖ = 1, i = 1, . . . , M, используем запись Φ ∈ (NF).

Заметим, что правая часть (1.1) выполняется для любого конечного набора Φ:
M∑

i=1

|〈x,ϕi〉| 2 6


M∑

i=1

‖ϕi‖2
 · ‖x‖ 2, x ∈ �N .

Выполнение левой части (1) влечет полноту системы Φ : spanΦ = �N . Действи-
тельно, если x ⊥ ϕi, i = 1, . . . , M, то ‖x‖ = 0. Условие полноты оказывается и доста-
точным:

Предложение 1. Если Φ—набор из M элементов пространства �N , то Φ—
фрейм для spanΦ.

Доказательство. Обозначим W := spanΦ. Отображение x ∈ W 7→ ∑M
i=1 |〈x,ϕi〉| 2

непрерывно, единичная сфера в W —компакт, следовательно, найдется y ∈ W,
‖y‖ = 1, такой, что

A :=
M∑

i=1

|〈y,ϕi〉| 2 = inf


M∑

i=1

|〈x,ϕi〉| 2 : x ∈ W, ‖x‖ = 1

 .

A > 0 (если A = 0, то y ⊥ spanΦ) и
M∑

i=1

|〈x,ϕi〉| 2 > A‖x‖ 2, x ∈ W.

Следствие. Набор Φ является фреймом для �N тогда и только тогда, когда
spanΦ = �N .

Полученное следствие показывает, во-первых, что фрейм в конечномерном про-
странстве — это другое название полной системы, а, во-вторых, что объем фрей-
ма может быть сколь угодно большим. Добавление новых элементов к фрейму (в
частности, к базису) оставляет его фреймом (возможно, с другими границами).
Такое увеличение объема фрейма оказывается полезным для приложений.

Отметим здесь, что в бесконечномерном сепарабельном гильбертовом простран-
стве � последнее следствие не имеет места. В случае бесконечномерного гильбер-
това пространства определение фрейма становится таким:

Определение. Последовательность элементов Φ = {ϕi}∞i=1 бесконечномерного
гильбертова пространства � называется фреймом, если существуют числа A, B > 0
такие, что для любого x ∈ � выполняются неравенства:

A‖x‖ 2 6
∞∑

i=1

|〈x,ϕi〉| 2 6 B‖x‖ 2.
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Если для некоторой последовательности Φ выполнено только правое неравен-
ство, то Φ называют бесселевой последовательностью. Конечно, и в этой беско-
нечномерной ситуации из определения фрейма вытекает полнота Φ: spanΦ = �.
Но теперь полноты недостаточно для представления произвольного x ∈ � в виде
x =

∑∞
k=1 ckϕk.

Пример [6, 5.4.6]. Пусть {ek}∞k=1 является ортонормированным базисом для �

и пусть
ϕk := ek + ek+1, k ∈ �.

Тогда
1) {ϕk}∞k=1 полна и минимальна, ее единственная биортогональная последова-

тельность определяется равенствами

ψk =



k∑
n=1

(−1)n+1en для нечетных k и
k∑

n=1
(−1)nen для четных k.

(1.2)

2) {ϕk}∞k=1 является бесселевой последовательностью, но не является фреймом.

Покажем, что последовательность {ϕk}∞k=1 является бесселевой. Для x ∈ �
∞∑

k=1

|〈x, ek + ek+1〉|2 =

∞∑

k=1

|〈x, ek〉 + 〈x, ek+1〉|2 6

6 2
∞∑

k=1

|〈x, ek〉|2 + 2
∞∑

k=1

|〈x, ek+1〉|2 6 4 ‖x‖2.

Для доказательства полноты {ϕk}∞k=1 предположим, что x ∈ � и что

〈x, ek + ek+1〉 = 0 для всех k ∈ �.
Тогда 〈x, ek〉 = −〈x, ek+1〉 для всех k ∈ �, и, следовательно, |〈x, ek〉| является кон-
стантой. С другой стороны, в силу равенства Парсеваля,

∑∞
k=1 |〈x, ek〉|2 = ‖x‖2 < ∞,

поэтому 〈x, ek〉 = 0, k = 1, 2, . . . и получаем, что x = 0. Таким образом, последова-
тельность {ϕk}∞k=1 является полной.

Для доказательства минимальности системы будем рассуждать от противного.
Предположим, что для некоторого j ∈ �

ϕ j ∈ span{ϕk}k, j = span{e1 + e2, e2 + e3, . . . , e j−1 + e j, e j+1 + e j+2, . . .} =

= span{e1 + e2, e2 + e3, . . . , e j−1 + e j} ⊕ span{e j+k + e j+k+1}∞k=1.

Так как ϕ j = e j + e j+1, то мы получаем, что

e j ∈ span{e1 + e2, e2 + e3, . . . , e j−1 + e j}.
Это означает, что найдутся коэффициенты a1, . . . , a j−1 такие, что

e j = a1(e1 + e2) + . . . + a j−1(e j−1 + e j),

или
a1e1 + (a1 + a2)e2 + (a2 + a3)e3 + . . . + (a j−2 + a j−1)e j−1 + (a j−1 − 1)e j = 0.

Из последнего равенства следуют противоречащие друг другу равенства: a j−1 = 0
и a j−1 = 1. Таким образом, последовательность {ϕk}∞k=1 минимальна. Каждая ми-
нимальная последовательность имеет единственную биортогональную последова-
тельность {ψk}∞k=1, определяемую соотношениями:

〈ψk, ek + ek+1〉 = 1, 〈ψk, e j + e j+1〉 = 0 для j , k.
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Непосредственной проверкой нетрудно убедиться, что последовательность {ψk}∞k=1,
определяемая равенством (1.2), действительно является биортогональной для
{ϕk}∞k=1.

Заметим, что ‖ψ j‖ =
√

j , j = 1, 2, . . . и
∞∑

k=1

|〈ψ j,ϕk〉|2 = 1 =
1
j
‖ψ j‖2, j = 1, 2, . . . . (1.3)

Теперь становится очевидным утверждение о том, что система {ϕk}∞k=1 не
является фреймом. Равенство (1.3) явно противоречит левому неравенству из
определения фрейма.

Приведенный здесь пример показывает, что объединение базисов подпрост-
ранств может не быть базисом или фреймом всего пространства. Действительно,
{2−1/2(e2k−1 + e2k)}∞k=1 является ортонормированным базисом для span{e2k−1 + e2k}∞k=1,

{2−1/2(e2k + e2k+1)}∞k=1 является ортонормированным базисом для span{e2k + e2k+1}∞k=1;
объединением этих базисов является последовательность {2−1/2(ek + ek+1)}∞k=1, кото-
рая не является ни базисом ни фреймом для span{ek + ek+1}∞k=1 = �. Более того,
система {ϕk}∞k=1 не является даже системой представления, т. е. существует x ∈ �,
который не может быть представлен в виде x =

∑∞
k=1 ckϕk ни для какого набора

коэффициентов {ck}∞k=1. Чтобы убедиться в этом, достаточно взять x = e1. Отметим
дополнительно, что даже если {ϕk}∞k=1 является базисом Рисса, то {ϕk +ϕk+1}∞k=1 не
будет фреймом. Однако, если {ϕk}∞k=1 является фреймом, то {ϕk + ϕk+1}∞k=1 может
оказаться фреймом [6, 7.2.5].

2. Фреймы и операторы

С фреймом связаны три оператора:

• оператор анализа F : x 7→ {〈x,ϕi〉}Mi=1 —инъекция из �N в �M;

• сопряженный к F оператор синтеза F∗ : {ci}Mi=1 7→
M∑

i=1
ci ϕi — сюръекция из �M

в �N ; заметим, что F∗δk = ϕk, k = 1, . . . ,M, если δk — k-й орт пространства �N ;
• фреймовый оператор S := F∗F, действующий из �N в �N .

Рассмотрим последний оператор подробнее.

S x = F∗Fx =

M∑

i=1

〈x,ϕi〉ϕi ;

〈S x, x〉 =

〈 M∑

i=1

〈x,ϕi〉ϕi, x
〉

=

M∑

i=1

|〈x,ϕi〉| 2, x ∈ �N .

Следовательно, (1.1) можно переписать как

A〈x, x〉 6 〈S x, x〉 6 B〈x, x〉 или AIN 6 S 6 BIN , (2.1)

здесь имеется в виду стандартная частичная упорядоченность самосопряженных
операторов [8, 12.32].

Определение. Фрейм называется жестким (tight frame) (в этом случае ис-
пользуем запись Φ ∈ (T F)), если оптимальные границы совпадают: A = B.
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Определение жесткого фрейма можно выразить равенством:
M∑

i=1

|〈x,ϕi〉| 2 = A‖x‖2, x ∈ �N или S = AIN , (2.2)

S x = Ax, x ∈ �N ;

подробнее
M∑

i=1

〈x,ϕi〉ϕi = Ax, x ∈ �N ,

x =
1
A

M∑

i=1

〈x,ϕi〉ϕi. (2.3)

Формуле (2.3) можно придать такой вид:

x =

M∑

i=1

〈x, ϕ̃i〉ϕi, (2.4)

где
ϕ̃i :=

ϕi

A
.

Следующая теорема является базовой для фреймов в конечномерном евклидо-
вом пространстве. Она обобщает (2.4) на произвольные фреймы.

Теорема 1. Пусть Φ = {ϕi}Mi=1—фрейм в �N с фреймовым оператором S .
Тогда
1) оператор S обратимый и самосопряженный;
2) каждый вектор x ∈ �N может быть представлен в виде

x =

M∑

i=1

〈x, ϕ̃i〉ϕi =

M∑

i=1

〈x,ϕi〉 ϕ̃i,

где ϕ̃i = S −1ϕi, i = 1, . . . ,M — канонический дуальный фрейм.
3) Фреймовые коэффициенты {〈x, ϕ̃i〉}Mi=1 минимизируют l2-норму на множестве
({ck}Mk=1 |

∑M
k=1 ck ϕk = x).

Доказательство. Докажем 1). Обратимость S следует из (2.1) :

AS −1 6 S −1S 6 BS −1,

1
B

IN 6 S −1 6 1
A

IN .

Так как S = F∗F, то S ∗ = S .
Обратимость S можно доказать и по-другому. Из (2.1) следует инъектив-

ность S :

S x = 0⇒ 0 = 〈S x, x〉 =

M∑

i=1

|〈x,ϕi〉| 2 > A‖x‖2 ⇒ x = 0.

Полнота Φ влечет сюръективность оператора синтеза F∗ : для любого x , 0 ∈ �N

найдется набор {ci}Mi=1 ∈ �M такой, что F∗{ci}Mi=1 = x. Набор {ci}Mi=1 можно брать из
N⊥F∗ = RF , а S = F∗F, следовательно, S — сюрьекция.

Докажем 2). Для каждого x ∈ �N

x = S S −1x = F∗FS −1x =

M∑

i=1

〈S −1x,ϕi〉ϕi =

M∑

i=1

〈x, ϕ̃i〉ϕi.
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Последнее равенство справедливо в силу самосопряженности оператора S . Если
начать с равенства x = S −1S x, получим второе представление из 2):

x = S −1S x = S −1


M∑

i=1

〈x,ϕi〉ϕi

 =

M∑

i=1

〈x,ϕi〉S −1ϕi =

M∑

i=1

〈x,ϕi〉 ϕ̃i.

Для доказательства 3) предположим, что x =
∑M

i=1 ci ϕi. Представим ci,
i = 1, . . . ,M в виде

ci = (ci − 〈x, ϕ̃i〉) + 〈x, ϕ̃i〉. (2.5)

По предположению имеет место равенство
∑

i(ci − 〈x, ϕ̃i〉)ϕi = 0. Это означает, что
({ci} − {〈x, ϕ̃i〉})M

i=1 ∈ NF∗ = R⊥F . С другой стороны, {〈x, ϕ̃i〉} = {〈S −1x,ϕi〉} ∈ RF . Таким
образом, слагаемые в правой части (2.5) перпендикулярны друг другу. По теореме
Пифагора

M∑

i=1

|ci| 2 =

M∑

i=1

| ci − 〈x, ϕ̃i〉| 2 +

M∑

i=1

|〈x, ϕ̃i〉| 2.

Левая часть будет минимальной, если ci = 〈x, ϕ̃i〉, i = 1, . . . ,M.
Следующая теорема указывает на связь между собственными значениями

фреймового оператора S и другими свойствами фрейма. Рассмотрение этой связи
оказывается полезным во многих вопросах.

Теорема 2. Пусть Φ—фрейм в �N , λ1, . . . , λN — собственные значения фреймо-
вого оператора S . Справедливы следующие утверждения:

1) оптимальная нижняя граница Φ равна min{λi}Ni=1;
оптимальная верхняя граница Φ равна max{λi}Ni=1;

2)
N∑

i=1
λi =

M∑
k=1
‖ϕk‖2;

3) если Φ ∈ (UT F) и ‖ϕi‖ = c, i = 1, . . . ,M, то A =
M
N

c2.

Доказательство. Из (2.1) и теоремы 1 следует, что оператор S > 0 обрати-
мый, самосопряженный, поэтому все его собственные значения λ1, . . . , λN —поло-
жительные числа.

Пусть {ek}Nk=1— ортонормированный базис в �N , состоящий из собственных век-
торов оператора S . Для любого x ∈ �N

x =

N∑

k=1

〈x, ek〉 ek,

S x =

N∑

k=1

〈x, ek〉 λk ek,

M∑

i=1

|〈x,ϕi〉| 2 = 〈S x, x〉 =

〈 N∑

k=1

〈x, ek〉λk ek,

N∑

j=1

〈x, e j〉 e j

〉
=

N∑

k=1

λk |〈x, ek〉| 2.

Следовательно,

λmin‖x‖2 6
M∑

i=1

|〈x,ϕi〉| 2 6 λmax‖x‖2.

В частности, при фиксированном k ∈ {1, . . . ,N}

〈S ek, ek〉 =

M∑

i=1

|〈ek,ϕi〉| 2 = 〈λ ek, ek〉 = λk,
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откуда сразу следует оптимальность границ λmin и λmax, если в качестве ek вы-
бирать собственные вектора, соответствующие собственным числам λmin и λmax.

След Tr S оператора S

Tr S :=
N∑

k=1

λk =

N∑

k=1

〈S ek, ek〉 =

N∑

k=1

M∑

i=1

|〈ek,ϕi〉| 2 =

=

M∑

i=1

N∑

k=1

|〈ek,ϕi〉| 2 =

M∑

i=1

‖ϕi‖2.

Если Φ ∈ (UT F) и ‖ϕi‖ = c, i = 1, . . . , M, то согласно (2.2)

S = AIN и λ1 = λ2 = . . . = λN = A,

равенство 2) в условии теоремы примет вид:

N · A = M · c2.

3. Фреймы и передача сигналов

Пусть передается сигнал x ∈ �N от A к R. Для защиты информации в этом
сигнале можно предоставить A и R некоторый фрейм Φ в качестве ключа и пе-
редавать фреймовые коэффициенты

{〈x, ϕ̃i〉}Mi=1 или {〈x,ϕi〉}Mi=1.

R восстанавливает сигнал по формулам

x =

M∑

i=1

〈x, ϕ̃i〉ϕi или x =

M∑

i=1

〈x,ϕi〉 ϕ̃i.

Реально R получает зашумленный или квантованный (с округлениями до за-
ранее определенных уровней) сигнал

{〈x, ϕ̃i〉 + ηi}Mi=1.

При восстановлении получаем
M∑

i=1

(〈x, ϕ̃i〉 + ηi)ϕi = x +

M∑

i=1

ηi ϕi.

Последнее слагаемое в правой части равенства является шумом. Если M > N, то
NF∗ , {0}. Появляется теоретическая возможность подобрать Φ так, чтобы поме-
хи {ηi} ∈ NF∗ , это значит:

∑M
i=1 ηi ϕi = 0, что приведет к точному восстановлению

сигнала.
При использовании вместо фрейма ортонормированного базиса {ϕi}i такая си-

туация теоретически невозможна в силу равенства ‖∑i ci ϕi‖ 2 =
∑

i |ci| 2.
Задача восстановления сигнала алгоритмически решается разными способа-

ми [9]. Опишем здесь простейший из них, линейный. Обозначим полученный сиг-
нал ŷ = Fx + η. Если η = 0, то x =

∑M
i=1〈x,ϕi〉ϕ̃i = F̃ ∗̂y, где F̃∗ — оператор синтеза

канонического дуального фрейма Φ̃. И в общем случае будем действовать по та-
кому же алгоритму. В качестве оптимального сигнала берется

x̂ := F̃ ∗̂y = F̃∗(Fx + η) =

M∑

i=1

(〈x,ϕi〉 + ηi)ϕ̃i.
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Ошибка такой замены (в векторном виде)

x − x̂ =

M∑

i=1

〈x,ϕi〉ϕ̃i −
M∑

i=1

(〈x,ϕi〉 + ηi)ϕ̃i = −
M∑

i=1

ηi ϕ̃i.

Численно ошибку можно измерять разными метриками. Рассмотрим
простейший вариант — евклидову метрику.

MS E(mean square error) :=
1
N
�‖x − x̂‖ 2

2 =
1
N
�

∥∥∥∥∥∥∥
M∑

i=1

ηi ϕ̃i

∥∥∥∥∥∥∥

2

,

математическое ожидание или усреднение берется по вероятностному простран-
ству, на котором определены случайные величины ηi. Обычно предполагается, что
ηi независимы или некоррелированы, имеют одинаковую дисперсию σ2 и матема-
тическое ожидание, равное нулю.

Преобразуем MS E :

MS E =
1
N
�

∥∥∥∥∥∥∥
M∑

i=1

ηi ϕ̃i

∥∥∥∥∥∥∥

2

=
1
N
�


M∑

i=1

M∑

k=1

ηi ηk 〈ϕ̃i, ϕ̃k〉
 =

=
σ2

N

M∑

k=1

‖ϕ̃k‖2 =
σ2

N

N∑

i=1

λ̃i =
σ2

N

N∑

i=1

1
λi
,

где λ̃i, i = 1, . . . ,N — собственные значения фреймового оператора S̃ канонического

дуального фрейма. Учитывая, что S̃ = S −1, получим λ̃i =
1
λi
, i = 1, . . . ,N.

Теорема 3. Минимальное значение MS E на классе всех равномерных фреймов

с нормой, равной c, достигается на жестком фрейме, и это значение равно
Nσ2

Mc2 .
В частности, при фиксированном объеме фрейма M > N минимальное значение

MS E на классе всех равномерных фреймов с нормой
√

N
M

достигается на фрейме

Парсеваля, и это значение равно σ2.
Доказательство. В силу условия 2) теоремы 2 для Φ ∈ (UF) справедливо:

N∑

i=1

λi =

M∑

k=1

‖ϕk‖2 = Mc2, где c = ‖ϕk‖, k = 1, . . . , M.

Таким образом, задача сводится к минимизации
N∑

i=1

1
λi

при условии

∑
i λi = const. Известно решение этой задачи: λ1 = λ2 = . . . = λN =

Mc2

N
. Как

мы видели выше, одинаковые собственные значения фреймового оператора S
характеризуют жесткий фрейм.

Таким образом, получили следующие оценки для MS E :

а) для фрейма общего вида
σ2

B
6 MS E 6 σ2

A
;

б) для равномерного фрейма (UF) в силу теоремы 3 имеем

Nσ2

Mc2 6 MS E 6 σ2

A
, c = ‖ϕi‖, i = 1, . . . ,M;
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в) для равномерного жесткого фрейма (UT F) MS E минимальна и

MS E =
Nσ2

Mc2 =
σ2

rc2 , r =
M
N
> 1 — отношение избыточности,

т.е. для класса UT F ошибка MS E = O
(

1
r

)
, r → ∞.

Для равномерного фрейма Парсеваля третье утверждение теоремы 2 примет
вид

1 =
M
N

c2 ⇒ c2 =
N
M
,

и поэтому MS E не зависит от r и MS E = σ2.

4. Объем фрейма Парсеваля

В связи с изложенными в предыдущем параграфе результатами возникает сле-
дующий вопрос: существуют ли фреймы Парсеваля с одинаковыми нормами сколь
угодно большого объема?

Во-первых, отметим следующий простой результат.
Предложение 2. Если Φ ∈ (NPF) в �N , то M = N и Φ— ортонормированный

базис.
Доказательство. Как показано выше для Φ ∈ (UPF) справедливо равенство

‖ϕk‖2 =
N
M
, k = 1, . . . ,M.

Поэтому из условия сразу следует равенство N = M.
По определению фрейма Парсеваля для каждого j имеем

1 = ‖ϕ j‖2 =

N∑

k=1

|〈ϕ j,ϕk〉|2 = 1 +
∑

k, j

|〈ϕ j,ϕk〉|2,

откуда 〈ϕ j,ϕk〉 = 0 для k , j. Таким образом, Φ— ортонормированный базис в �N .

Конструктивный метод построения фреймов в �N основан на теореме 4.
Теорема 4. Пусть Λ — M × N-матрица, строки которой ϕ1, . . . ,ϕM— элементы

�N , а столбцы ψ1, . . . ,ψN— элементы �M . Векторы {ϕi}Mi=1 образуют фрейм в �N

с границами A и B тогда и только тогда, когда для любого набора {ck}Nk=1 из �N

выполняются неравенства:

A
N∑

k=1

|ck |2 6
∥∥∥∥

N∑

k=1

ckψk

∥∥∥∥
2

�M
6 B

N∑

k=1

|ck |2, (4.1)

т.е. {ψk}Nk=1 является базисом в своей линейной оболочке в �M .

Доказательство. Утверждение теоремы становится очевидным, если заме-
тить, что

∥∥∥∥
M∑

k=1

ckψk

∥∥∥∥
2

�M
=

∥∥∥∥Λ{ck}Nk=1

∥∥∥∥
2

=

M∑

i=1

| 〈ϕi, {ck}Nk=1〉|2, {ck}Nk=1 ∈ �N .

Таким образом, неравенство (4.1) совпадает с определением фрейма в простран-
стве �N .
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Пример 1. [6, 1.3.5]

Λ =



0
√

1
3

√
2
3

0 −
√

1
3

√
2
3

0 1 0
√

5
6 0

√
1
6

−
√

5
6 0

√
1
6



.

Векторы ψ1, ψ2, ψ3 ортогональны в �5, ‖ψk‖ =

√
5
3
, k = 1, 2, 3 и выполняется

∥∥∥∥
3∑

k=1

ckψk

∥∥∥∥
2

=
5
3

3∑

k=1

|ck |2, для любого {ck} ∈ �3.

Следовательно, набор Φ = {ϕi}5i=1 строк матрицы Λ образует жесткий фрейм в �3

с границей A =
5
3

и ‖ϕi‖ = 1, i = 1, . . . , 5.

Матрица
√

3
5

Λ порождает в �3 фрейм Парсеваля с одинаковыми нормами и

M = 5.
Приведенный пример интересен тем, что удаление двух последних строк пре-

вращает матрицу в вырожденную. Активно исследуются вопросы о сохранении
фрейма после удаления некоторого количества его элементов [10].

Следствие 1. Пусть M > N и Λ— M × N-матрица. Эквивалентны следующие
утверждения:

(1) Выполняется равенство Λ∗Λ = IN .
(2) Столбцы ψ1, . . . ,ψN матрицы Λ образуют ортонормированную

систему в �M .
(3) Строки ϕ1, . . . ,ϕM матрицы Λ образуют фрейм Парсеваля в �N .

Доказательство. Докажем (1)⇔ (2). Запишем равенство (1) подробнее:

Λ∗Λ =



− ψ1 −
− ψ2 −
. . .
− ψN −


·

| | |
ψ1 ψ2 . . . ψN

| | |

 = IN ,

это эквивалентно системе равенств

‖ψk‖2 = 1, k = 1, . . . ,N; 〈ψk,ψ j〉 = 0, k, j = 1, . . . ,N, k , j.

Докажем (2)⇔ (3). Согласно теореме 4, условие (3) эквивалентно выполнению
равенства:

∥∥∥∥
N∑

k=1

ckψk

∥∥∥∥
2

=

N∑

k=1

|ck |2,

а оно, в свою очередь, эквивалентно утверждению, что {ψk}Nk=1 образуют ортонор-
мированную систему, т.е. условию (2).
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Следствие 2. Пусть Λ — унитарная матрица размерности M×M. Тогда после
удаления любых M − N столбцов матрицы Λ строки оставшейся матрицы будут
образовывать фрейм Парсеваля для пространства �N .

Доказательство. Доказательство вытекает из следствия 1, если заметить, что
оставшиеся N столбцов матрицы Λ образуют ортонормированную систему в �M .

Другой подход к построению фреймов Парсеваля основан на теореме
М.А.Наймарка [11, 12]: Набор Φ = {ϕi}i∈I образует фрейм Парсеваля в гиль-
бертовом пространстве � тогда и только тогда, когда существует гильбертово
пространство � ⊃ �, существует ортонормированный базис {ei}i∈I в � и ортопро-
ектор P из � на � такой, что Pei = ϕi, i ∈ I.

Часть ”только тогда” в теореме Наймарка простая: если {ei}i∈ I — ортонормиро-
ванный базис в �, то

〈x,ϕi〉 = 〈x, Pei〉 = 〈Px, ei〉 = 〈x, ei〉, i ∈ I

для x ∈ P(�) = � и ∑

i∈I

|〈x,ϕi〉| 2 =
∑

i∈I

|〈x, ei〉| 2 = ‖x‖2.

Фреймовое представление для фрейма Парсеваля имеет такую же форму, как
представление для ортонормированного базиса:

x =
∑

i

〈x,ϕi〉ϕi.

Как уже отмечалось выше, для фрейма Парсеваля фреймовый оператор S = IN ,
а канонический дуальный фрейм Φ̃ = Φ.

Следующее предложение дает общее описание фреймов в виде образов сюръ-
ективного оператора. Первые два утверждения являются классическими и приво-
дятся для сравнения базисов и фреймов.

Предложение 3. Справедливы следующие утверждения:

1) любой ОНБ в �N есть множество вида
({Uδk}Nk=1 | U — ортогональная матрица, δk − орты в�N);

2) любой базис в �N есть множество вида
({Uδk}Nk=1 | U —линейная биекция, δk − орты в�N);

3) любой фрейм Φ объема M в �N

Φ = {ϕi}Mi=1 = ({Uδi}Mi=1 | U : �M → �N — сюръекция).
Доказательство. Докажем 3). Если Φ —фрейм, то оператор синтеза

F∗ : {ci}Mi=1 ∈ �M 7→ ∑M
i=1 ci ϕi — сюръекция по определению фрейма; F∗δi = ϕi, δi —

i-й орт в �M .

Обратно, пусть ϕi := Uδi и U —линейный сюрьективный оператор из �M на
�N . Тогда U∗ —инъекция из �N в �M . Более того, найдется A > 0 [8] такое, что

‖U∗x‖2 > A ‖x‖2, x ∈ �N .

Имеем следующие равенства
M∑

i=1

|〈x,ϕi〉| 2 =

M∑

i=1

|〈x,Uδi〉| 2 =

=

M∑

i=1

|〈U∗x, δi〉| 2 = ‖U∗x‖2 > A‖x‖2, x ∈ �N
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Далее речь будет идти о фреймах Парсеваля с одинаковыми нормами. В тео-
реме 5 приведено полное описание равномерных жестких фреймов в пространстве
�2. Как мы видели выше (следствие 2 к теореме 4), если взять ортогональную
или унитарную матрицу размера M×M, удалить из нее M−N столбцов, то строки
оставшейся матрицы дадут фрейм Парсеваля, но он не будет фреймом Парсеваля
с одинаковыми нормами. Получается, что проектор P сохраняет фреймовы гра-
ницы, но не сохраняет нормы и делает из векторов единичной длины векторы
разной длины. Таким образом, возникает общая для гильбертова пространства с
ортонормированным базисом {ei}i∈I задача: среди множества всех ортопроекторов
P выделить те, для которых ‖Pei‖ = const. Эта задача остается открытой [13].

Теорема 5. Пусть M > 2. Эквивалентны утверждения:

1) Набор Φ = {ϕk = (c · cosαk, c · sinαk)}Mk=1
образуют равномерный жесткий фрейм в �2.

2) Числа α1, . . . ,αM удовлетворяют равенству
M∑

k=1
e2iαk = 0.

Доказательство. Запишем матрицу оператора анализа для Φ :

F = c



cosα1 sinα1
· ·
· ·
· ·

cosαM sinαM


.

Набор Φ является равномерным жестким фреймом с границей A тогда и только
тогда, когда выполняется равенство S = F∗F = AI2, причем, ввиду утверждения 3

теоремы 2, A =
M
2

c 2. Записывая операторное равенство в матричной форме, имеем

c2
(

cosα1 . . . cosαM

sinα1 . . . sinαM

)


cosα1 sinα1
· ·
· ·
· ·

cosαM sinαM


=

M
2

c 2I2,

отсюда 

M∑
k=1

cos2 αk =
M
2
,

M∑
k=1

sin2 αk = M
2 ,

M∑
k=1

cosαk sinαk = 0,

или



M∑
k=1

cos 2αk = 0,

M∑
k=1

sin 2αk = 0,

и, наконец, в комплексной форме
M∑

k=1

e2iαk = 0.

Пример 2. Множество
{
αk =

πk
M
, k = 1, . . . , M

}
удовлетворяет теореме:

M∑

k=1

e2i·πk
M = [ω := e

2iπ
M ] =

M∑

k=1

ωk =
ω − ωM+1

1 − ω =
ω − ω
1 − ω = 0,
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так как ωM = 1.

Пример 3. Если
M
2

c2 = 1, т. е. c =

√
2
M
, то теорема дает полное описание

UPF в �2.

Пример 4. Пусть M = 3, α1 =
π

3
, α2 =

2π
3
, α3 = π;

ϕ1 =

√
2
3

1
2
,

√
3

2

 , ϕ2 =

√
2
3

−1
2
,

√
3

2

 , ϕ3 =

√
2
3

(−1, 0).

Введение любого нового понятия ставит вопрос о его инвариантности относи-
тельно некоторого класса преобразований. В этой связи вводится
Определение. Набор Γ = {γi}Mi=1 элементов пространства �N (�N) назовем экви-
валентным фрейму Φ = {ϕi}Mi=1 пространства �N (�N), если существует унитарное
(соответственно ортогональное) преобразование U : �N (�N)→ �N (�N) такое, что
γi = Uϕi, i = 1, . . . ,M.

Теорема 6. Если набор Γ эквивалентен фрейму Φ с оптимальными границами
A и B, то Γ является фреймом с теми же оптимальными границами.

Доказательство. Напомним, что преобразование U : �N (�N)→ �N (�N) назы-
вается унитарным (ортогональным), если 〈Ux,Uy〉 = 〈x, y〉, x, y ∈ �N (�N)[14]. Опе-
ратор, сопряженный к унитарному (ортогональному), также является унитарным
(ортогональным). Так как

〈x, γi〉 = 〈x,Uϕi〉 = 〈U∗x,ϕi〉,
то

A‖U∗x‖2 6
∑
|〈x, γi〉|2 =

∑
|〈U∗x,ϕi〉|2 6 B‖U∗x‖2.

Остается заметить, что ‖U∗x‖ = ‖x‖, x ∈ �N (�N).
В недавних работах [13, 15] был получен принципиальный результат о суще-

ствовании равномерных фреймов Парсеваля сколь угодно большого объема. В
этих работах он получен в качестве следствия общей теоремы, которая приво-
дится здесь без доказательства ввиду его большого объема и сложности.

Теорема 7. Пусть S —положительный, самосопряженный оператор на �N с
собственными значениями λ1 > λ2 > . . . > λN . Пусть дан набор из M неотрица-
тельных чисел a1 > a2 > . . . > aM > 0.

Эквивалентны утверждения:
1) существует фрейм Φ = {ϕi}Mi=1 в �N с фреймовым оператором S

и ‖ϕi‖ = ai, i = 1, . . . , M;
2) для всех k = 1, . . . ,N выполняются неравенства

k∑
i=1

a2
i 6

k∑
i=1
λi и

M∑
i=1

a2
i =

N∑
i=1
λi.

Отметим, что последнее равенство уже было получено в теореме 3.

Следствие. Для любого M > N в пространстве �N существует равномерный
фрейм Парсеваля объема M.

Доказательство. В условии теоремы 7 в качестве фреймового оператора S
возьмем

S = IN и положим ai =

√
N
M
, i = 1, . . . ,M. Получим выполнение условия 2 теоре-

мы 7:
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1)
k∑

i=1
a2

i = k
N
M

6
k∑

i=1

1 = k и

2)
M∑

i=1
a2

i = M
N
M

=

N∑

i=1

1 = N.

Согласно теореме 7, существует фрейм Φ = {ϕi}Mi=1 с фреймовым оператором

S = IN и ‖ϕi‖ =

√
N
M
, i = 1, . . . , M; это и есть равномерный фрейм Парсеваля

объема M.
В пространстве �N такой фрейм можно построить явно. Для этого надо вос-

пользоваться матрицей дискретного преобразования Фурье. Зафиксируем M >

N, ω := e
2π i

M , i—мнимая единица. Образуем
M × M- матрицу:

1√
M



1 1 1 . . . 1
1 ω ω2 . . . ωM−1

1 ω2 ω4 . . . ω2(M−1)

·
·
·
1 ωM−2 ω2(M−2) . . . ω(M−1)(M−2)

1 ωM−1 ω2(M−1) . . . ω(M−1)2



.

Столбцы и строки этой матрицы образуют ортонормированный базис прост-
ранства �N , так называемый базис Фурье.

Удаляя из этой матрицы любые M − N столбцов, получим в строках векторы
{ϕ0, . . . ,ϕM−1} = Φ, которые образуют UPF в �N , его называют гармоническим
фреймом. Он обладает дополнительными свойствами, например, устойчивостью
к потерям (erasures): каждое подмножество Φ с количеством элементов, большим
N, остается фреймом.

Переход от �N к �N нетривиален. Приведенные в [13] примеры фреймов Пар-
севаля не имеют, вообще говоря, одинаковых норм.

Теорема 8. Справедливы утверждения:
1) фрейм для �N с границами A и B является фреймом для �N

с теми же границами;
2) если Φ = {ϕk}Mk=1 является фреймом для �N с границами A и B,

то 2M векторов ({Reϕk}Mk=1, {Imϕk}Mk=1) образуют фрейм в �N

с границами A и B.
Доказательство. Докажем 1). Пусть {ϕk}Mk=1 —фрейм в �N с границами A и

B. Если x ∈ �N , то x = a + ib, где a, b ∈ �N . Рассмотрим

〈x,ϕk〉�N =

N∑

n=1

xnϕ
(k)
n =

N∑

n=1

(an + ibn)ϕ(k)
n = 〈a,ϕk〉�N + i〈b,ϕk〉�N .

Поэтому

A(‖a‖2 + ‖b‖2) 6
M∑

k=1

|〈x,ϕk〉�N |2 =

=

M∑

k=1

〈a,ϕk〉2�N +

M∑

k=1

〈b,ϕk〉2�N 6 B(‖a‖2 + ‖b‖2),
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или, учитывая, что ‖x‖2 = ‖a‖2 + ‖b‖2, получим

A‖x‖2 6
M∑

k=1

|〈x,ϕk〉�N |2 6 B‖x‖2.

Докажем 2). Пусть теперь {ϕk}Mk=1 —фрейм в �N с границами A и B, и пусть
x ∈ �N . Тогда

〈x,ϕk〉�N =

N∑

n=1

xn

(
Reϕ(k)

n − i Im ϕ(k)
n

)
=

= 〈x,Reϕk〉�N − i〈x, Imϕk〉�N ,

откуда и из условия получим

M∑
k=1
|〈x,ϕk〉�N | 2
‖

A‖x‖2
�N = A‖x‖2

�N 6
M∑

k=1

(
〈x,Reϕk〉2�N + 〈x, Imϕk〉2�N

)
6 B‖x‖2

�N = B‖x‖2
�N .

Теорема 8 позволяет строить фреймы Парсеваля в �N объема 2M, однако ра-
венство норм при этом может нарушаться.

Пример 5. Рассмотрим гармонический фрейм с N = 2 и M = 3.

ϕ1 =
1√
3

(
1
1

)
, ϕ2 =

1√
3

(
1
ω

)
, ϕ3 =

1√
3

(
1
ω2

)
, где ω = e

2πi
3 .

Reϕ1 =
1√
3

(
1
1

)
, Reϕ2 =

1√
3


1

−1
2

 , Reϕ3 =
1√
3


1

−1
2

 .

Imϕ1 =

(
0
0

)
, Imϕ2 =


0
1
2

 , Imϕ3 =


0

−1
2

 .

На этом примере можно увидеть, что векторы {Imϕk}3k=1 не образуют фрейм

в �3. Кроме того, нормы векторов ‖ϕk‖ =

√
2
3
, k = 1, 2, 3, а нормы векторов

{Reϕk, Imϕk}3k=1 разные.

В �N есть еще одна подходящая для наших целей матрица — матрица Уолша.
Ниже приведены матрицы Уолша 1-го, 2-го и 4-го порядков:

1,
1√
2

(
1 1
1 −1

)
,

1
2



1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1


, . . . .

Также, как и выше, можем получать из этих матриц UPF с 2k элементами. Но
этот фрейм (Уолша-Парсеваля) не имеет устойчивости к потерям и содержит оди-
наковые элементы. Повторяющиеся элементы фрейма — нежелательное явление
в при использовании его для передачи сигнала. Даже небольшие потери могут
разрушить этот фрейм.
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Заключение

Основными новыми результатами работы являются теорема 3 о минимизации
средней квадратичной ошибки при передаче зашумленного сигнала на жестких
фреймах и независимость такой ошибки от объема фрейма Парсеваля, теорема 8
о сохранении границ фрейма при переходе от вещественных пространств к ком-
плексным и обратно и пример после этой теоремы.

Литература

[1] Новиков, И.Я. Теория всплесков / И.Я.Новиков, В.Ю.Протасов, М.А.Скопи-
на. – М.: Физматлит, 2005. – 308 с.

[2] Чуи, К. Введение в вейвлеты / К.Чуи. М.: Мир, 2001.
[3] Добеши, И. Десять лекций по вейвлетам / И.Добеши. М.-Ижевск: РХД ,

2004. – 464 с.
[4] Блаттер, К. Вейвлет-анализ. Основы теории / К.Блаттер. – М.: Техносфера,

2004. – 280 с.
[5] Малла, С. Вэйвлеты в обработке сигналов / С.Малла. – М.: Мир, 2005.
[6] ChristensenO. An Introduction to Frames and Riesz Bases / O.Christensen.

Boston: Birkhäuser, 2002.
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