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В статье обсуждается вопрос о единственности решения задачи Шоуол-
тера–Сидорова для системы уравнений vt = ∆v − ∆w, 0 = v + ∆w − δw − αw3.

Показано, что если α ∈ �+, а δ = λ1 (первое собственное значение оператора
Лапласа ∆), то фазовое пространство системы уравнений Плотникова лежит
на сборке Уитни, и поэтому в зависимости от начальных условий задача
может иметь либо одно, либо три решения.

В работе дается ответ на вопрос, поставленный в [1, 2]. Речь идет о неедин-
ственности решений начально-краевой задачи

θ(x, 0) + ϕ(x, 0) = ξ(x), x ∈ Ω; (i)
(
∂θ

∂n
+ λθ

)
(x, t) =

(
∂ϕ

∂n
+ λϕ

)
(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω ×�+; (ii)

для системы уравнений

(θ + ϕ)t = ∆θ, ∆ϕ − αϕ3 + δϕ + θ = 0, (iii)

определенной в цилиндре Ω ×�+, где Ω ∈ �n — ограниченная область с границей
∂Ω класса C∞, параметры λ, γ ∈ �+. Рассуждая аналогично [3], редуцируем задачу
(i)–(iii) к задаче Шоуолтера–Сидорова

L(u(0) − u0) = 0 (iv)

для полулинейного уравнения соболевского типа

Lu̇ = Mu + N(u), ker L , {0}, (v)

где оператор M сильно (L, 0)-секториален, а оператор N нелинеен. Ответ заключа-
ется в описании фазового пространства уравнения (v). Именно, будет показано,
что оно лежит на сборке Уитни [4].

Если уравнение (v) линейно (т.е. оператор N = �), то его фазовым простран-
ством P является некоторое подространство. Поэтому любое решение задачи (iv)
совпадает с решением задачи Коши

u(0) = v0, (vi)

1Представлена доктором физико-математических наук, профессором Л.С.Пулькиной.
2Гильмутдинова Альбина Фаритовна (algil@list.ru), кафедра уравнений математиче-
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где v0 —проекция вектора u0 на P вдоль ker L [5]. Таким же образом обстоит дело
и в случае N , �, но фазовым пространством служит гладкое банахово многообра-
зие [6–9]. Совсем иная ситуация в случае когда фазовое пространство уравнения
(v) лежит на многообразии, содержащем особенность, например, складку Уитни
как в [10]. Тогда проекция u0 на P вдоль ker L может иметь два образа, и со-
ответственно задача (iv) будет иметь два решения. Этот феномен был впервые
отмечен в [11]. В рассматриваемом случае при некоторых значениях параметра δ
фазовое пространство уравнения (iii) лежит на сборке Уитни, и соответственно
задача (i), (ii) может иметь три решения.

Статья организована следующим образом. В п.1 изложена редукция задачи
(i)–(iii) к задаче (iv), (v). В п.2 приведен основной результат статьи— описание
фазового пространства.

1. Постановка задачи

Прежде всего, следуя [3], преобразуем задачу (i)–(iii) к более удобному для
нас виду

v(x, 0) = v0(x), x ∈ Ω; (1.1)(
∂u
∂n

+ λu
)

(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω ×�+; (1.2)

vt = ∆v − ∆w, 0 = v + ∆w − δw − αw3; (1.3)

где u = col(v,w), v = v(x, t), w = w(x, t), (x, t) ∈ Ω × �+; Ω ⊂ �n-ограниченная об-
ласть с границей ∂Ω класса C∞; параметры α, λ ∈ �+, δ ∈ �. Для редукции задачи
(1.1)–(1.3) к задаче (iv), (v) положим H =

(
W1

2

)2
, а через U = F обозначим со-

пряженное к H относительно двойственности [·, ·] из (L2)2 (все функциональные
пространства определены на области Ω). Операторам L, M : U → F сопоставим
матрицы

L : (u, ζ)→ diag
{∫

vξdx, 0
}
, u, ζ ∈ U, ζ = col(ξ, η);

M : (u, ζ)→
{
Mi j

}2

i, j=1
, M11 = −

∫

Ω

vxξxdx − λ
∫

∂Ω

vξdx,

M12 =

∫

Ω

wxηxdx + λ

∫

∂Ω

wξdx, M22 = −
∫

Ω

wxηxdx − λ
∫

∂Ω

wηdx, M21 = 0,

где ϕxψx =

n∑

k=1

∂ϕ

∂xk

∂ψ

∂xk
, x ∈ �n. Как нетрудно видеть, оператор L ∈ L(U; F), а опе-

ратор M ∈ Cl(U; F), dom M = H . Кроме того, нам потребуется условие

U0 ⊕ U1 = U (F0 ⊕ F1 = F). (A1)

Условие (А1) имеет место либо в случае, когда оператор M сильно
(L, p)-секториален справа (слева), либо когда пространство U (F) рефлексив-
но (теорема Яги–Федорова [12]). Здесь Uk (Fk) имеет тот же смысл, что в статье
[13]. Обозначим через Lk (Mk) сужение оператора L (M) на Uk (Uk ∩ dom M),
k = 0, 1.

Кроме (А1) нам потребуется еще одно условие

оператор L−1
1 ∈ L(F1; U1), (A2)
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которое выполняется либо в случае, когда оператор M сильно (L, p)-секториален,
либо когда F1 = Im L1 (теорема Банаха). Если выполнены условия (А1) и (А2),
то существует операторы H = M−1

0 L0 ∈ L(U0) и S = L−1
1 M1 ∈ Cl(U1) [5]. Аналогично

[3], нетрудно доказать следующее утверждение.
Теорема 1.1. Оператор M (L, 0)-секториален, причем выполнены условия (A1),

(A2).
Действительно, по построению правая L-резольвента оператора M [5]

RL
µ(M) = diag


∞∑

k=1

(·,ϕk)ϕk

(µ − λk)
,�

 ≡ diag {A,�}

и левая L-резольвента оператора M [5]

LL
µ(M) =

(
A −A
� �

)
, (1.4)

где {λk}-собственные значения третьей краевой задачи для оператора Лапласа ∆

в области Ω, занумерованные по невозрастанию с учетом их кратности, а {ϕk}-
соответствующие ортонормированные собственные функции, (·, ·)-скалярное произ-
ведение в L2. Из (1.4) легко вытекает (L, 0)-секториальность оператора M. Далее,
пусть U = V×W, F = G×H, тогда U0 = ker L = {0} ×W, U1 = V× {0}, F1 = Im L = V×
× {0}, F0 = M

[
U0 ∩ dom M

]
= { f ∈ F : f = col(−∆w,∆w),w ∈W ∩ W1

2 . Также нетрудно
получить, что L−1

1 = L. Другими словами, условия (А1), (А2) тоже выполнены.
Теперь построим оператор

N : u→ col(0, v − δw + αw3)

и положим dom N = (L4)2 = Uα.
Теорема 2.1. Пусть n ∈ {2, 3, 4}, тогда оператор N ∈ C∞(Uα; F).
Доказательство. Покажем сначала, что N ∈ C∞(Uα; U∗α), где U∗α-сопряженное

к Uα относительно двойственности [·, ·] пространство U∗α � (L4/3)2. Действительно,
в силу неравенства Гельдера и непрерывности вложения Uα ↪→ (L2)2 имеем

|[N(u), ζ]| 6 (a ‖u‖3Uα
+ b ‖u‖Uα

) ‖ζ‖Uα
,

|[N′uζ1, ζ2]| 6 (c ‖u‖2Uα
+ d) ‖ζ1‖Uα

‖ζ2‖Uα
,

где константы a, b, c, d ∈ �+ и не зависят ни от u, ни от ζ, ζ1, ζ2.
N′u-производная Фреше оператора N в точке u. Аналогично доказывается
непрерывность второй и третьей производной, остальные производные равны
нулю.

Итак включение N ∈ C∞(Uα; U∗α) доказано. Далее в силу теорем вложения Со-
болева имеем непрерывные и плотные вложения

H ↪→ Uα ↪→ (L2)2 ↪→ U∗α ↪→ U = F.

Здесь пространство (L2)2 отождествлено со своим сопряженным.
Заметим еще, что начальное условие (1.1) приобретает вид (iv). На этом ре-

дукция задачи (1.1)–(1.3) к задаче (iv), (v) закончена.

2. Фазовое пространство

Поскольку U0 = ker L, то все решения системы уравнений (1.3) (здесь и далее
в смысле (v)) будут квазистационарными полутраекториями и, значит, с необхо-
димостью будут лежать во множестве

M = {u ∈ dom M : v = δw − ∆w + αw3}.
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Найдем параметры n ∈ �, α ∈ �+, δ ∈ �, при которых множество M будет фазовым
пространством уравнений (1.3). В статье [13] доказана следующая

Теорема 2.1. Пусть n ∈ {2, 3, 4}, α ∈ �+, δ ∈ (λ1,+∞). Тогда для любого u0 ∈ Uα
существует единственное решение задачи Шоуолтера–Сидорова для системы урав-
нений (1.3).

Теперь пусть δ = λ1, обозначим через ϕ нормальный (в смысле L2) соответ-
ствующий δ собственный вектор, и положим M⊥ = {η ∈ M : (η,ϕ) = 0}, V⊥ =

= {ξ ∈ V : (ξ,ϕ) = 0}. Если v ∈ V и w ∈ M представить в виде v = eϕ + ξ и
w = sϕ + η, то множество M приобретает следующий вид:

M =

u ∈ U


ξ = δη − ∆η + α

[
(η + sϕ)3 −

∫
(η + sϕ)3ϕdxϕ

]
,

α−1e =
∫

(η + sϕ)3ϕdx.




Лемма 2.1. Пусть n ∈ {2, 3, 4}, α ∈ �+, δ = λ1, s ∈ �. Тогда для любого ξ суще-
ствует единственный η такой, что ξ = δη − ∆η + α

[
(η + sϕ)3 −

∫
(η + sϕ)3ϕdxϕ

]
.

Доказательство этой леммы проводится аналогично доказательству леммы 1
статьи [13], если в качестве вспомогательного оператора рассмотреть следующий
оператор:

A(η) = δη − ∆η + α

[
(η + sϕ)3 −

∫
(η + sϕ)3ϕdxϕ

]
.

По лемме 2.1 и по формулам Кардано по ξ0 и e0 построим η0 и s0. Поло-
жим v0 = e0ϕ + ξ0, w0 = s0ϕ + η0. По построению точка u0 = col(v0,w0) ∈ M. Для
однозначной разрешимости воспользуемся результатами [14].

Лемма 2.2. Пусть n ∈ {2, 3, 4}, α ∈ �+, δ = λ1. Тогда множество M в точке u0
является C∞− многообразием, если выполняется следующее неравенство

s2
∥∥∥ϕ

∥∥∥4
L4

+ 2s
∫
η0ϕ

3dx +

∫
η2

0ϕ
2dx , 0 (2.1)

Поскольку
(
A′s0ϕ+η0

η, η
)

=
(
(λ1 − ∆)η, η

)
+3α

∫
(η0 + s0ϕ)2η2dx > 0, то доказательство

этой леммы очевидно (аналогично теореме 6 статьи [13]).
Итак, мы показали, что если выполнено (2.1), то в точке u0 множество M

является банаховым C∞-многообразием. Если (2.1) не выполняется, то точка u0
является точкой складки или сборки Уитни [4].

Положим

a =
∥∥∥ϕ

∥∥∥4
L4
, b = 3

∫
ηϕ3dx, c = 3

∫
η2ϕ2dx, d =

∫
η3ϕdx − α−1e,

p =
3ac − b2

9a2 , q =
1
2

(
2b3

27a3 −
bc
3a2 +

d
a

)
, Q = p3 + q2.

Теорема 2.2. Пусть n ∈ {2, 3, 4}, α ∈ �+, δ = λ1. Тогда если:
(i) Q > 0, то существует единственное решение задачи Шоуолтера–Сидорова для
системы уравнений (1.3);
(ii) Q < 0, то существует три решения задачи Шоуолтера–Сидорова для системы
уравнений (1.3).
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ON NONUNIQUENESS OF SOLUTIONS TO THE
SHOWALTER–SIDOROV PROBLEM FOR THE

PLOTNIKOV MODEL3
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In this article we are discussing the question on uniqueness of a solution to
the Showalter-Sidorov problem for a system of equations vt = ∆v − ∆w, 0 = v +

+∆w−δw−αw3. It is shown that the phase space of Plotnikov’s system lies on
Whitney’s cup. This imply that the problem has either one or three solutions
depending on initial data.
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