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ДВУХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ МЕР1
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Получен критерий равностепенной абсолютной непрерывности последова-
тельности скалярных функций множества относительно диагональной после-
довательности субмер. Тем самым ранее известный критерий усилен в двух
направлениях: более не требуется, чтобы субмеры обладали свойством Ор-
лича; теорема распространена на случай, когда последовательность субмер
слабо диагональна.

Введение

Понятие равностепенной абсолютной непрерывности (РАН) двух последова-
тельностей мер было введено в работах [1–4] в связи с изучением вопроса о пре-
дельном переходе под знаком интеграла в случае, когда меняется не только подын-
тегральная функция, но и интегрирующая мера. Представляют интерес условия,
при которых выполняется РАН.

Некоторые достаточные условия РАН, использующие понятия диагональности
и диагональной непрерывности последовательности мер, были найдены в рабо-
тах [4–8].

В работе [9] получен критерий РАН последовательности мер {µk}k относительно
последовательности субмер {νk}k. Существенным недостатком этого критерия яв-
ляется то, что субмеры последовательности {νk}k должны обладать свойством Ор-
лича, что фактически делает кольцо σ-кольцом, а субмеры — σ-полуаддитивными.

В настоящей работе получен аналог этого критерия, в котором устранен этот
недостаток. Кроме того, условие диагональности правой последовательности мер
заменено более слабым условием слабой диагональности.

1. Определения и обозначения

Пусть X — некоторое множество, обозначим через (X) класс всех последова-
тельностей из X. Пусть X — частично упорядоченное множество, обозначим через
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↓(X) класс невозрастающих последовательностей из X, через ↓↓(X) — класс строго
убывающих последовательностей из X, через ↑(X) — класс неубывающих последо-
вательностей из X и через ↑↑(X) — класс строго возрастающих последовательно-
стей из X. Пусть X — булева алгебра, обозначим через l(X) класс дизъюнктных
последовательностей из X.

Везде далее R — кольцо множеств. В работе рассматриваются функции мно-
жества λ : R → (−∞,+∞], удовлетворяющие условию λ(∅) = 0.
Определение 2.1. Функция множества λ : R → [0,+∞] называется субмерой,
если она монотонна и полуаддитивна.
Определение 2.2. Пусть λ : R → (−∞,+∞] — некоторая функция множества.
Тогда функция множества s(λ) : R → [0,+∞], задаваемая соотношением

∀E ∈ R s(λ)(E) = sup{|λ(D)| : D ∈ R,D ⊂ E},
называется супремацией функции множества λ.
Легко убедиться, что s(λ) монотонна; если функция множества λ монотонна, то
s(λ) = λ; если λ аддитивна, то s(λ) является субмерой.
Определение 2.3. Говорят, что функция множества µ абсолютно непрерывна
относительно функции множества ν (обозначение: µ � ν), если

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀E ∈ R s(ν)(E) < δ⇒ |µ(E)| < ε.
Определение 2.4. Говорят, что последовательность функций множества {µk}k
равностепенно абсолютно непрерывна относительно последовательности функций
множества {νk}k (обозначение: {µk}k ≪ {νk}k), если

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀E ∈ R ∀k ∈ � s(νk)(E) < δ⇒ |µk(E)| < ε.
Определение 2.5. См. [7, 9]. Последовательность субмер {λk}k назовем диаго-
нальной, если для всякой последовательности множеств {Ek}k ∈ (R) справедлива
импликация

lim
k→∞

λk(Ek) = 0⇒ ∀m ∈ � lim
k→∞

λm(Ek) = 0.

Тривиальным примером диагональной последовательности субмер может служить
неубывающая последовательность, то есть такая последовательность субмер {λk}k,
что ∀E ∈ R ∀k ∈ � λk(E) 6 λk+1(E).
Определение 2.6. См. [7]. Последовательность субмер {λk}k назовем слабо диа-
гональной, если для всякой последовательности множеств {Ek}k ∈ (R) и всякой
последовательности номеров {nk}k ∈ ↑↑(�) справедлива импликация

lim
k→∞

λnk (Ek) = 0⇒ ∃m ∈ � lim
k→∞

λnm (Ek) = 0.

Нетрудно видеть, что диагональность влечет слабую диагональность, и что вся-
кая подпоследовательность слабо диагональной последовательности субмер сама
является слабо диагональной. В работе [7] приведены примеры слабо диагональ-
ных последовательностей мер, не являющихся диагональными.

Определение 2.7. См. [8]. Последовательность субмер {λk}k назовем диагонально
непрерывной, если существует такая субмера λ′, что выполнены два условия:

∀{Ek}k ∈ (R) lim
k→∞

λk(Ek) = 0⇒ lim
k→∞

λ′(Ek) = 0;

∀E ∈ R λ′(E) = 0⇒ lim
k→∞

λk(E) = 0.



Критерий равностепенной абсолютной непрерывности 67

Тривиальным примером диагонально непрерывной последовательности субмер мо-
жет служить последовательность, сходящаяся к нулю, то есть такая последова-
тельность субмер {λk}k, что

∀E ∈ R lim
k→∞

λk(E) = 0.

Определение 2.8. Последовательность функций множества {λk}k называет-
ся равномерно исчерпывающей, если для всякой последовательности множеств
{Ek}k ∈ l(R) выполняется

lim
k→∞

sup
m∈�
|λm(Ek)| = 0.

2. Вспомогательные утверждения

Лемма 3.1. Пусть {µk}k, {νk}k — две последовательности субмер, причем
∀k ∈ � µk � νk. Если условие {µk}k ≪ {νk}k не выполнено, то существуют такие
ε > 0, последовательность множеств {Ek}k ∈ (R) и последовательность номеров
{nk}k ∈ ↑↑(�), что

∀k ∈ � µnk (Ek) > ε;
lim
k→∞

νnk (Ek) = 0.

Доказательство. Если условие {µk}k ≪ {νk}k не выполнено, то существуют такие
ε > 0, последовательность множеств {Dk}k ∈ (R) и последовательность номеров
{pk}k ∈ (�), что

∀k ∈ � µpk (Dk) > ε;
lim
k→∞

νpk (Dk) = 0.

В силу условия ∀k ∈ � µk � νk в последовательности {pk}k каждый номер может
встречаться лишь конечное число раз, следовательно, существует такая последо-
вательность номеров {qk}k ∈ ↑↑(�), что {pqk }k ∈ ↑↑(�). Положив

{Ek}k = {Dqk }k;
{nk}k = {pqk }k,

получим требуемое. Лемма доказана.
Лемма 3.2. Пусть {µk}k, {νk}k — две последовательности субмер. Если

∀{Ek}k ∈ l(R) lim
k→∞

νk(Ek) = 0⇒ lim
k→∞

µk(Ek) = 0, (2.1)

то
∀{Ek}k ∈ l(R) ∀{nk}k ∈ ↑↑(�) lim

k→∞
νnk (Ek) = 0⇒ lim

k→∞
µnk (Ek) = 0.

Доказательство. Рассмотрим последовательность множеств {Ek}k ∈ l(R) и после-
довательность номеров {nk}k ∈ ↑↑(�) такие, что

lim
k→∞

νnk (Ek) = 0.

Положим ∀k ∈ � E′nk
= Ek и ∀ j ∈ � \ {nk : k ∈ �} E′j = ∅. Тогда {E′k}k ∈ l(R) и

lim
k→∞

νk(E′k) = 0.

В силу условия (2.1) отсюда следует

lim
k→∞

µk(E′k) = 0⇒ lim
k→∞

µnk (E
′
nk

) = 0⇒ lim
k→∞

µnk (Ek) = 0.
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Лемма доказана.
Лемма 3.3. Пусть {µk}k, {νk}k — две последовательности субмер. Если

∀{Ek}k ∈ l(R) lim
k→∞

νk(Ek) = 0⇒ lim
k→∞

µk(Ek) = 0, (2.2)

то

∀{Ek}k ∈ (R)
(

lim
k→∞

νk(Ek) = 0⇒

⇒ ∀ε > 0 ∃m ∈ � ∀k ∈ � ∩ (m,+∞) µk

(
Ek \

m⋃

j=1

E j

)
< ε

)
.

Доказательство. Предположим противное, что (2.2) выполнено, а (2.3) — нет.
Тогда существуют такие ε > 0 и последовательность множеств {Ek}k ∈ (R), что

∀m ∈ � ∃k ∈ � ∩ (m,+∞) µk

(
Ek \

m⋃

j=1

E j

)
> ε; (2.3)

lim
k→∞

νk(Ek) = 0. (2.4)

Возьмем в (2.3) m = n1 = 1. Тогда существует номер n2 ∈ � ∩ (n1,+∞) такой, что

µn2

(
En2 \

n1⋃

j=1

E j

)
> ε.

Пусть p ∈ � и уже построены такие номера {n1, . . . , np+1}, что n1 < · · · < np+1 и

∀k ∈ {1, . . . , p} µnk+1

(
Enk+1 \

nk⋃

j=1

E j

)
> ε.

Возьмем в (2.3) m = np+1. Тогда существует номер np+2 ∈ �∩ (np+1,+∞) такой, что

µnp+2

(
Enp+2 \

np+1⋃

j=1

E j

)
> ε.

Таким образом, получаем построенную по индукции такую последовательность
номеров {nk}k ∈ ↑↑(�), что

∀k ∈ � µnk+1

(
Enk+1 \

nk⋃

j=1

E j

)
> ε. (2.5)

Поскольку

∀k ∈ � 0 6 νnk+1

(
Enk+1 \

nk⋃

j=1

E j

)
6 νnk+1 (Enk+1 ),

то в силу условия (2.4) получаем

lim
k→∞

νnk+1

(
Enk+1 \

nk⋃

j=1

E j

)
= 0. (2.6)

Так как {
Enk+1 \

nk⋃

j=1

E j

}

k

∈ l(R),
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то в силу леммы 3.2 из условий (2.2) и (2.6) следует

lim
k→∞

µnk+1

(
Enk+1 \

nk⋃

j=1

E j

)
= 0.

Получаем противоречие с (2.5). Лемма доказана.
Лемма 3.4. Пусть {µk}k — последовательность субмер, {νk}k — слабо диагональная
последовательность субмер, причем ∀k ∈ � µk � νk. Если

∀{Ek}k ∈ l(R) lim
k→∞

νk(Ek) = 0⇒ lim
k→∞

µk(Ek) = 0, (2.7)

то
∀{Ek}k ∈ ↓(R) lim

k→∞
νk(Ek) = 0⇒ lim

k→∞
µk(Ek) = 0. (2.8)

Доказательство. Предположим противное, что (2.7) выполнено, а (2.8) — нет.
Тогда существуют такие ε > 0, последовательность множеств {Ek}k ∈ ↓(R) и после-
довательность номеров {nk}k ∈ ↑↑(�), что

∀k ∈ � µnk (Enk ) > ε, (2.9)
lim
k→∞

νnk (Enk ) = 0. (2.10)

В силу слабой диагональности последовательности {νk}k из условия (2.10) следует,
что существует такая последовательность номеров {pk}k ∈ ↑↑(�), что

∀m ∈ � lim
k→∞

νnpm
(Enk ) = 0,

откуда в силу условия ∀k ∈ � µk � νk получаем

∀m ∈ � lim
k→∞

µnpm
(Enpk

) = 0. (2.11)

Введем обозначения для подпоследовательностей:

{E′k}k = {Enpk
}
k
; {µ′k}k = {µnpk

}
k
; {ν′k}k = {νnpk

}
k
.

Тогда {E′k}k ∈ ↓(R), а также в силу (2.9)–(2.11) имеем

∀k ∈ � µ′k(E′k) > ε; (2.12)
∀m ∈ � lim

k→∞
µ′m(E′k) = 0; (2.13)

lim
k→∞

ν′k(E′k) = 0. (2.14)

Возьмем в (2.13) m = r1 = 1. Тогда существует номер r2 ∈ � ∩ (r1,+∞) такой, что
µ′r1

(E′r2
) <

ε

2
. Так как E′r2

⊂ E′r1
, и в силу условия (2.12) µ′r1

(E′r1
) > ε, то

µ′r1
(E′r1
\ E′r2

) > ε

2
.

Пусть s ∈ � и уже построены такие номера {r1, . . . , rs+1} ⊂ �, что r1 < · · · < rs+1 и

∀k ∈ {1, . . . , s} µ′rk
(E′rk
\ E′rk+1

) > ε

2
.

Возьмем в (2.13) m = rs+1. Тогда существует номер rs+2 ∈ �∩ (rs+1,+∞) такой, что
µ′rs+1

(E′rs+2
) <

ε

2
. Так как E′rs+2

⊂ E′rs+1
, и в силу условия (2.12) µ′rs+1

(E′rs+1
) > ε, то

µ′rs+1
(E′rs+1

\ E′rs+2
) > ε

2
.
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Таким образом, получаем построенную по индукции такую последовательность
номеров {rk}k ∈ ↑↑(�), что

∀k ∈ � µ′rk
(E′rk
\ E′rk+1

) > ε

2
. (2.15)

Поскольку ∀k ∈ � 0 6 ν′rk
(E′rk
\ E′rk+1

) 6 ν′rk
(E′rk

), то в силу условия (2.14) получаем

lim
k→∞

ν′rk
(E′rk
\ E′rk+1

) = 0. (2.16)

Так как {E′rk
\ E′rk+1

}k ∈ l(R), в силу леммы 3.2 из условий (2.7) и (2.16) следует

lim
k→∞

µ′rk
(E′rk
\ E′rk+1

) = 0.

Получаем противоречие с (2.15). Лемма доказана.

3. Основной результат

Теорема 4.1. Пусть R — кольцо множеств, {µk}k — последовательность субмер,
{νk}k — слабо диагональная последовательность субмер, причем ∀k ∈ � µk � νk.
Тогда для того, чтобы имело место {µk}k ≪ {νk}k, необходимо и достаточно, чтобы
для всякой дизъюнктной последовательности множеств {Ek}k ⊂ R была справедли-
ва импликация

lim
k→∞

νk(Ek) = 0⇒ lim
k→∞

µk(Ek) = 0. (3.1)

Доказательство. Необходимость очевидна. Докажем достаточность. Предполо-
жим противное утверждению теоремы, что условие (3.1) выполнено, а условие
{µk}k ≪ {νk}k — нет. Тогда в силу леммы 3.1 существуют такие ε > 0, последова-
тельность множеств {Ek}k ∈ (R) и последовательность номеров {nk}k ∈ ↑↑(�), что

∀k ∈ � µnk (Ek) > ε;
lim
k→∞

νnk (Ek) = 0. (3.2)

В силу слабой диагональности последовательности {νk}k из условия (3.2) следует,
что существует такая последовательность номеров {pk}k ∈ ↑↑(�), что

∀m ∈ � lim
k→∞

νnpm
(Ek) = 0.

Тогда

lim
k→∞

νnpk
(Epk ) = 0;

∀m ∈ � lim
k→∞

νnpm
(Epk ) = 0,

откуда следует, что существует такая последовательность {rk}k ∈ ↑↑(�), что

∀k ∈ � ∀m ∈ � ∩ [k,+∞) νnprk
(Eprm

) 6 2−m.

Введем обозначения для подпоследовательностей:

{E′k}k = {Eprk
}
k
, {µ′k}k = {µnprk

}
k
, {ν′k}k = {νnprk

}
k
.

Получаем: построены такие ε > 0, последовательность множеств {E′k}k ∈ (R) и по-
следовательности субмер {µ′k}k ∈ (R) и {ν′k}k ∈ (R), что

∀k ∈ � µ′k(E′k) > ε; (3.3)
∀k ∈ � ∀m ∈ � ∩ [k,+∞) ν′k(E′m) 6 2−m. (3.4)
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Положим s1 = 1 и применим лемму 3.3 к последовательности множеств {E′k}k и
последовательностям субмер {µ′k}k и {ν′k}k, что возможно в силу леммы 3.2 и усло-
вий (3.1) и (3.4). Получаем: существует такой номер s2 ∈ � ∩ (s1,+∞), что

∀k ∈ � ∩ [s2,+∞) µ′k

(
E′k \

(s2−1⋃

j=s1

E′j
))
<
ε

22 .

Тогда в силу условия (3.3) имеем

∀k ∈ � ∩ [s2,+∞) µ′k

(
E′k ∩

(s2−1⋃

j=s1

E′j
))

> ε

2
+
ε

22 .

Положим

F1 =

s2−1⋃

j=s1

E′j;

∀k ∈ � E1
k = E′k ∩ F1.

Тогда в силу условий (3.3) и (3.4) получим

µ′s1
(F1) = µ′s1

(s2−1⋃

j=s1

E′j
)
> µ′s1

(E′s1
) > ε;

ν′s1
(F1) = ν′s1

(s2−1⋃

j=s1

E′j
)
6

s2−1∑

j=s1

ν′s1
(E′j) 6

s2−1∑

j=s1

2− j 6 21−s1 .

Для последовательностей {E′k}k>s2
, {µ′k}k>s2

и {ν′k}k>s2
справедливы следующие ана-

логи свойств (3.3) и (3.4):

∀k ∈ � ∩ [s2,+∞) µ′k(E1
k ) > ε

2
+
ε

22 ;

∀k ∈ � ∩ [s2,+∞) ∀m ∈ � ∩ [k,+∞) ν′k(E1
m) 6 ν′k(E′m) 6 2−m.

Пусть t ∈ � и уже построены такие номера {s1, . . . , st+1} ⊂ �, множества
{F1, . . . , Ft} ⊂ R и последовательность множеств {Et

k}k ∈ (R), что

s1 < · · · < st+1;
F1 ⊃ · · · ⊃ Ft;

∀k ∈ � Et
k ⊂ E′k ∩ Ft;

∀k ∈ {1, . . . , t} µ′sk
(Fk) > ε

2
;

∀k ∈ {1, . . . , t} ν′sk
(Fk) 6 21−sk ,

причем для последовательностей {E′k}k>st+1
, {µ′k}k>st+1

и {ν′k}k>st+1
справедливы следу-

ющие аналоги свойств (3.3) и (3.4):

∀k ∈ � ∩ [st+1,+∞) µ′k(Et
k) > ε

2
+

ε

2t+1 ; (3.5)

∀k ∈ � ∩ [st+1,+∞) ∀m ∈ � ∩ [k,+∞) ν′k(Et
m) 6 2−m. (3.6)

Применим лемму 3.3 к последовательности множеств {E′k}k>st+1
и последователь-

ностям субмер {µ′k}k>st+1
и {ν′k}k>st+1

, что возможно в силу леммы 3.2 условий (3.1)
и (3.6). Получаем: существует такой номер st+2 ∈ � ∩ (st+1,+∞), что

∀k ∈ � ∩ [st+2,+∞) µ′k

(
Et

k \
(st+2−1⋃

j=st+1

Et
j

))
<

ε

2t+2 .
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Тогда в силу условия (3.5) имеем

∀k ∈ � ∩ [st+2,+∞) µ′k

(
Et

k ∩
(st+2−1⋃

j=st+1

Et
j

))
> ε

2
+

ε

2t+2 .

Положим

Ft+1 =

st+2−1⋃

j=st+1

Et
j;

∀k ∈ � Et+1
k = Et

k ∩ Ft+1.

Тогда Ft+1 ⊂ Ft и ∀k ∈ � Et+1
k ⊂ E′k ∩ Ft+1. Кроме того, в силу условий (3.5) и (3.6)

получим

µ′st+1
(Ft+1) = µ′st+1

(st+2−1⋃

j=st+1

Et
j

)
> µ′st+1

(Et
st+1

) > ε

2
;

ν′st+1
(Ft+1) = ν′st+1

(st+2−1⋃

j=st+1

Et
j

)
6

st+2−1∑

j=st+1

ν′st+1
(Et

j) 6
st+2−1∑

j=st+1

2− j 6 21−st+1 .

Для последовательностей {E′k}k>st+2
, {µ′k}k>st+2

и {ν′k}k>st+2
справедливы следующие

аналоги свойств (3.3) и (3.4):

∀k ∈ � ∩ [st+2,+∞) µ′k(Et+1
k ) > ε

2
+

ε

2t+2 ;

∀k ∈ � ∩ [st+2,+∞) ∀m ∈ � ∩ [k,+∞) ν′k(Et+1
m ) 6 ν′k(Et

m) 6 2−m.

В результате получаем построенные по индукции такие последовательность номе-
ров {sk}k ∈ ↑↑(�) и последовательность множеств {Fk}k ∈ ↓(R), что

∀k ∈ � µ′sk
(Fk) > ε

2
; (3.7)

∀k ∈ � ν′sk
(Fk) 6 21−sk ,

откуда, в частности, следует, что

lim
k→∞

ν′sk
(Fk) = 0. (3.8)

Однако для последовательностей субмер {µ′sk
}k и {ν′sk

}k справедливы условия: по-
следовательность {ν′sk

}k слабо диагональна, ∀k ∈ � µ′sk
� ν′sk

, кроме того, в силу
леммы 3.2 имеем

∀{Ek}k ∈ l(R) lim
k→∞

ν′sk
(Ek) = 0⇒ lim

k→∞
µ′sk

(Ek) = 0,

следовательно, в силу леммы 3.4 для них также справедливо условие

∀{Ek}k ∈ ↓(R) lim
k→∞

ν′sk
(Ek) = 0⇒ lim

k→∞
µ′sk

(Ek) = 0.

Но это противоречит полученным условиям (3.7) и (3.8). Теорема доказана.
Теорема 4.2. Пусть R — кольцо множеств, {µk}k — последовательность аддитив-
ных функций множества, {νk}k — слабо диагональная последовательность субмер,
причем ∀k ∈ � µk � νk. Тогда для того чтобы имело место {µk}k ≪ {νk}k, необходи-
мо и достаточно, чтобы для всякой дизъюнктной последовательности множеств
{Ek}k ⊂ R была справедлива импликация

lim
k→∞

νk(Ek) = 0⇒ lim
k→∞

µk(Ek) = 0. (3.9)
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Доказательство. Поскольку ∀k ∈ � µk � νk ⇔ ∀k ∈ � s(µk) � νk и {µk}k � {νk}k ⇔
⇔ {s(µk)}k � {νk}k, в силу теоремы 4.1 достаточно убедиться, что условие

∀{Ek}k ∈ l(R) lim
k→∞

νk(Ek) = 0⇒ lim
k→∞

µk(Ek) = 0 (3.10)

равносильно условию

∀{Ek}k ∈ l(R) lim
k→∞

νk(Ek) = 0⇒ lim
k→∞

s(µk)(Ek) = 0. (3.11)

Достаточность очевидна. Докажем необходимость. Допустим, условие (3.11) не вы-
полняется. Тогда существует последовательность множеств {Ek}k ∈ l(R) такая, что

¬ lim
k→∞

s(µk)(Ek) = 0;

lim
k→∞

νk(Ek) = 0.

Для всякого номера k ∈ � существует такое множество Dk ∈ R, что Dk ⊂ Ek и

0 6 1
2

s(µk)(Ek) 6 |µk(Dk)|.
Поскольку

∀k ∈ � 0 6 νk(Dk) 6 νk(Ek),

имеем

¬ lim
k→∞
|µk(Dk)| = 0;

lim
k→∞

νk(Dk) = 0.

Так как {Dk}k ∈ l(R), условие (3.10) также не выполняется. Теорема доказана.
Следствие 4.3. Если в условиях теоремы 1 последовательность субмер {νk}k
является равномерно исчерпывающей, то {µk}k ≪ {νk}k тогда и только тогда, когда
последовательность субмер {µk}k является равномерно исчерпывающей.
Следствие 4.4. Пусть S — σ-алгебра подмножеств множества X. Пусть {νk}k —
слабо диагональная последовательность конечных неотрицательных σ-аддитивных
мер на S , причем для всякого множества E ∈ S последовательность {νk(E)}k схо-
дится к конечному пределу. Пусть { fk}k — последовательность функций точки,
∀k ∈ � fk ∈ L1(X,S, νk). Положим

∀k ∈ � ∀E ∈ S µk(E) =

∫

E
fk dνk.

Тогда для выполнения условия {µk}k ≪ {νk}k необходимо и достаточно, чтобы по-
следовательность мер {µk}k была равномерно исчерпывающей.
Пример 4.5. Пусть λ — мера Лебега на [0, 1]. Положим

∀k ∈ � µk = λ; νk =
1
k
λ.

Тогда выполнены все условия теоремы 4.1, за исключением того, что последова-
тельность субмер {νk}k является не слабо диагональной, а диагонально непрерыв-
ной. При этом условие {µk}k ≪ {νk}k не выполнено. Этот пример показывает, что
условие слабой диагональности не может быть заменено условием диагональной
непрерывности, тем более, не может быть отброшено.
Пример 4.6. Пусть λ — мера Лебега на [0, 1]. Положим

∀k ∈ � µk = 2kλ; νk = λ.

Тогда выполнены все условия теоремы 4.1, за исключением (3.1). Этот пример
показывает, что условие (3.1) не может быть исключено из условий теоремы.
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