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ОБ ОДНОЙ БИНАРНОЙ АДДИТИВНОЙ ЗАДАЧЕ
С КВАДРАТИЧНЫМИ ФОРМАМИ

© 2007 Л.Н.Куртова1

Рассмотрен аналог аддитивной проблемы делителей. Получена
асимптотическая формула для числа решений уравнения с квадра-
тичными формами.

Введение

В 1927 г. А.Е.Ингам поставил и решил элементарным методом задачи
получения асимптотических формул для числа решений уравнений

x1x2 + x3x4 = n;

x1x2 − x3x4 = 1, x1x2 � n. (1)

Эти задачи получили название аддитивные проблемы делителей.
В 1931 г. Т.Эстерман [1] для числа решений J(n) уравнения (1) вывел

асимптотическую формулу

J(n) = nP2(ln n) + R(n),

где P2(n) — многочлен степени 2, а R(n) = O(n11/12 ln17/3 n).
В 1979 г. Д.И.Исмоилов [2], развивая элементарный метод Т.Эстерма-

на, доказал, что R(n) � n5/6+ε, где ε > 0 — сколь угодно малая постоянная.
В 1979 году другим методом ту же оценку, но равномерно по параметру
k � n2/3, получил Хиз-Браун [3].

В 2006 г. Г.И.Архипов и В.Н.Чубариков [4] вывели новую оценку R(n):

R(n) � n3/4 ln4 n.

В математической литературе известны многочисленные аналоги данной
задачи. Нас заинтересовал один из таких аналогов.

Пусть d — отрицательное бесквадратное число, F = Q(
√

d) — мнимое
квадратичное поле, δF — дискриминант поля F, Q1(m) = 1

2mtA1m и Q2(k) =
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чисел и геометрии Белгородского государственного университета, 308007, Россия, г. Бел-
город, ул. Студенческая, 14.
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= 1
2k

t
A2k — бинарные положительно определенные примитивные квадратич-

ные формы с матрицами A1 и A2, det A1 = det A2 = −δF. Пусть

I(n) =
∑

Q1(m)−Q2(k)=1

e−
Q1(m)+Q2(k)

n .

Целью статьи является получение асимптотической формулы для сум-
мы I(n). Основным результатом является следующая теорема.
Теорема. Пусть ε — сколь угодно малое положительное число. Спра-

ведлива асимптотическая формула

I(n) =
2π2n
|δF | e−

1
n

∞∑
q=1

q−4
q−1∑
l=0

(l,q)=1

e−2πi l
q G1(q, l, 0)G2(q,−l, 0) + O(n3/4+ε),

где G1(q, l, 0) =
∑

m (mod q)
exp(2πi lQ1(m)

q ) и G2(q,−l, 0) =
∑

k (mod q)

exp(−2πi lQ2(k)
q ) —

двойные суммы Гаусса, δF — дискриминант мнимого квадратичного поля F.

Особый ряд
∞∑

q=1
q−4

q−1∑
l=0

(l,q)=1

e−2πi l
q G1(q, l, 0)G2(q,−l, 0) положителен.

Сумма I(n) представляет собой число решений уравнения Q1(m)−Q2(k) =

= 1, причем каждое решение считается с ”весом” e−
Q1(m)+Q2(k)

n .
Теорема доказывается круговым методом с использованием оценок

А.Вейля сумм Клостермана.
В работе будут использоваться следующие обозначения:
d — отрицательное бесквадратное число;
F = Q(

√
d) — мнимое квадратичное поле;

δF — дискриминант поля F;
χ1(n) — характер квадратичного поля F;
Q(k) = 1

2k
t
A1k — бинарная положительно определенная примитивная

квадратичная форма с матрицей A1, det A1 = −δF;
G(q, u, n) =

∑
k mod q

exp
[

2πi
q

(
uQ(k) + ntk

)]
— двойная сумма Гаусса, отвечаю-

щая форме Q(k), n =

(
n1

n2

)
∈ Z2;

Q′
1(k) — квадратичная форма с матрицей A−1

1 ;

S (u, v, q) =
∑

1�l�q
(l,q)=1

e2πi ul+vl∗
q — сумма Клостермана, где ll∗ ≡ 1(modq);

d(n) — число представлений n в виде произведения двух множителей;
µ(n) — функция Мебиуса;

χ(m; δ, 0) =

{
1, при m ≡ 0 (mod δ),
0, в противном случае;

N = [
√

n].
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1. Леммы

Лемма 1. (Вычисление двойной суммы Гаусса).
Пусть (u, q) = 1, uu∗ ≡ 1 (mod q). Справедливо равенство

G(q, u, n) = c1(q, n,Q(
√

d))χ1(u)q
√

(δF , q) exp

(
−2πi

q
c2(q, n,Q(

√
d))u∗

)
,

где χ1 — характер квадратичного поля Q(
√

d), а c1(q, n,Q(
√

d)) и
c2(q, n,Q(

√
d)) — целые числа такие, что

0 �
∣∣∣∣c1(q, n,Q(

√
d))
∣∣∣∣ � 1;

c2(q, 0,Q(
√

d)) = 0;

c1(q, 0,Q(
√

d)) = 0, если 2||q;

c1(q, n,Q(
√

d)) = 0, если 4||q, d ≡ 2 (mod 4).

Доказательство см. в [5].
Лемма 2. (Оценка суммы Клостермана).

Пусть S (u, v, q) =
q−1∑
l=0

(l,q)=1

e2πi ul+vl∗
q — сумма Клостермана, где ll∗ ≡ 1 (mod q).

Справедлива оценка

|S (u, v, q)| � d(q)q1/2(u, v, q)1/2.

Доказательство cм. в [6].
Лемма 3. (Функциональное уравнение для тета-ряда).
Пусть Imτ > 0, x ∈ R2, θ(τ, x) =

∑
n∈Z2

e2πiτQ(n+x). Тогда

θ(τ, x) =
i

τ
√|δF |

∑
n∈Z2

exp(−πi
τ

ntA−1n + 2πint x).

Доказательство cм. в [7, глава VI].
Лемма 4. Пусть 1 � q � N. Тогда справедливо равенство

1
q(q+N)∫

− 1
q(q+N)

e−2πix

1
n2 + 4π2x2

dx =
n
2

e−
1
n + O (qN) .

Доказательство. Представим интеграл в виде разности двух интегра-
лов

1
q(q+N)∫

− 1
q(q+N)

e−2πix

1
n2 + 4π2x2

dx = I1 − I2.
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Интеграл I2 оценим сверху

I2 =

∫
|x|> 1

q(q+N)

e−2πix

1
n2 + 4π2x2

dx = O

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∞∫

1
q(q+N)

dx

x2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = O (qN) .

Вычислим интеграл I1. Имеем (см., например, [8, глава VI])

I1 =

∞∫
−∞

e−2πix

1
n2 + 4π2x2

dx =
1

2π

∞∫
−∞

eit

1
n2 + t2

dt =
n
2

e−
1
n .

Таким образом, лемма 4 доказана.
Лемма 5. Пусть δF — дискриминант поля Q(

√
d). Тогда

q−1∑
l=0

(l,|δF |q)=1

e−2πi l
q =

ϕ(δ)
δ

S (−1, 0, q) + O
(|δF | qε) ,

где δF = δδ1, (δ, q) = 1.
Доказательство. Пусть δF = δδ1, где (δ, q) = 1, а δ1 — либо 1, либо

натуральное число, все простые делители которого делят q, тогда

S =
q−1∑
l=0

(l,|δF |q)=1

e−2πi l
q =

∑
l=0

(l,δq)=1

e−2πi l
q .

Так как
∑
d\n
µ(d) = 1, если n = 1, то сумму S можем переписать в виде

S =
q−1∑
l=0

(l,δq)=1

e−2πi l
q

∑
s\(l,δq)

µ(s).

В силу мультипликативности µ(s) и условия (δ, q) = 1 будем иметь

S =
∑
s1\δ

µ(s1)
∑
s2\q

µ(s2)
q−1∑
l=0

l≡0 (mod s1 s2)

e−2πi l
q .

Пусть l = l1s2, l1 ≡ 0 (mod s1), тогда

S =
∑
s1\δ

µ(s1)
∑
s2\q

µ(s2)
q1−1∑
l1=0

l1≡0 (mod s1)

e−2πi
l1
q1 ,

где q1 =
q
s2
.

Если l1 ≡ 0 (mod s1), то
1
s1

s1−1∑
b=0

e−2πi
bl1
q1 = 1 и 0 в противном случае. Сле-

довательно

S =
∑
s1\δ

µ(s1)
∑
s2\q

µ(s2)
q1−1∑
l1=0

e−2πi
l1
q1

1
s1

s1−1∑
b=0

e−2πi
bl1
q1 .
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Выделим слагаемое b = 0:

S =
∑
s1\δ

µ(s1)
s1

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝∑
s2\q

µ(s2)
q1−1∑
l1=0

e−2πi
l1
q1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ +∑
s1\δ

µ(s1)
s1

∑
s2\q

µ(s2)
s1−1∑
b=1

q1−1∑
l1=0

e−2πiαl1 ,

где α =
b
s1
− 1

q1
. Отсюда, так как

∑
s2\q

µ(s2)
q1−1∑
l1=0

e−2πi
l1
q1 =

q−1∑
l1=0

(l1,q)=1

e−2πi
l1
q =S (−1, 0, q) и

∑
s1\δ

µ(s1)
s1
=
ϕ(δ)
δ
,

то получаем

S =
ϕ(δ)
δ

S (−1, 0, q) + O

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝∑
s1\δ

1
s1

∑
s2\q

∣∣∣∣∣∣∣∣
s1−1∑
b=1

q1−1∑
l1=0

e−2πiαl1

∣∣∣∣∣∣∣∣
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Оценим сумму по l1: ∣∣∣∣∣∣∣∣
q1−1∑
l1=0

e−2πiαl1

∣∣∣∣∣∣∣∣ � min(q1,
1

2 ‖α‖ ).

Отсюда если q1 � 2 |δF |, то
∣∣∣∣∣∣q1−1∑
l1=0

e−2πiαl1

∣∣∣∣∣∣ � q1 � 2 |δF |. Если же 2 |δF | < q1, то,

так как 1 � b � s1 − 1,

‖α‖ =
∥∥∥∥∥ b

s1
− 1

q1

∥∥∥∥∥ �
∥∥∥∥∥ 1

s1
− 1

q1

∥∥∥∥∥ � 1
2s1

� 1
2 |δF | .

Следовательно, в этом случае имеем
∣∣∣∣∣∣q1−1∑
l1=0

e−2πiαl1

∣∣∣∣∣∣ � 1
2‖α‖ � |δF |.

Таким образом, получено неравенство∣∣∣∣∣∣∣∣
q1−1∑
l1=0

e−2πiαl1

∣∣∣∣∣∣∣∣ � 3 |δF | ,

из которого заключаем, что

S =
ϕ(δ)
δ

S (−1, 0, q) + O
(|δF | qε) ,

где постоянная в символе O — абсолютная.
Лемма 5 доказана.
Следствие 1. Пусть δF — дискриминант поля Q(

√
d). Тогда справед-

лива оценка
q−1∑
l=0

(l,|δF |q)=1

e−2πi l
q = O

(
q

1
2+ε
)
.

Постоянная в символе O зависит от δF .

Доказательство следует из лемм 2 и 5.
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Лемма 6. Пусть S ′(−1, v, q) =
q−1∑
l=0

(l,|δF |q)=1

e2πi−l+vl∗
q , где ll∗ ≡ 1 (mod q), |δF | —

дискриминант поля Q(
√

d). Тогда

S ′(−1, v, q) = O(q
1
2+ε).

Постоянная в символе O зависит от δF.
Доказательство. Запишем S ′(−1, v, q) в виде:

S ′(h, v, q) =
|δF |(q−1)∑

l=0
(l,|δF |q)=1

e2πi−l+vl∗
q

q−1∑
l1=0

1
|δF |q

∑
b mod |δF |q
|b|� |δF |q

2

e2πi
b(l1−l)
|δF |q .

Поменяем порядок суммирования и оценим внутренние суммы отдельно.
Имеем

S ′(−1, v, q) =
1

|δF |q
∑

b mod |δF |q
|b|� |δF |q

2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
q−1∑
l1=0

e2πi
bl1
|δF |q

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
|δF |(q−1)∑

l=0
(l,|δF |q)=1

e2πi
−(|δF |+b)l+|δF |vl∗

|δF |q .

Для суммы Клостермана
|δF |(q−1)∑

l=0
(l,|δF |q)=1

e2πi
−(|δF |+b)l+|δF |vl∗

|δF |q справедлива оценка из лем-

мы 2:
|S (−|δF | − b, |δF |v, |δF |q)| � d(|δF |q)|δF |q1/2(v, q)1/2.

Для суммы
q−1∑
l1=0

e2πi
bl1
|δF |q справедлива оценка:

∣∣∣∣∣∣∣∣
q−1∑
l1=0

e2πi
bl1
|δF |q

∣∣∣∣∣∣∣∣ �
1

| sin π b
|δF |q |

� |δF |q
|b| + 1

,

так как sinπα � 2α при 0 � α � 1
2 . Объединив полученные оценки и считая,

что d(|δF |q) � qε, заключаем

S ′(−1, v, q) � |δF |q 1
2+ε(v, q)

1
2

∑
b mod |δF |q
|b|� |δF |q

2

1
|b| + 1

.

Таким образом,

S ′(h, v, q) = O(q
1
2+ε),

где постоянная в символе O зависит от δF. Лемма 6 доказана.
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2. Доказательство теоремы

1. Запишем I(n) =
∑

Q1(m)−Q2(k)=1

e−
Q1(m)+Q2(k)

n в виде интеграла

I(n) =

1∫
0

S 1(α)S 2(α)e−2πiαdα,

где
S 1(α) =

∑
m∈Z2

e(− 1
n+2πiα)Q1(m), S 2 =

∑
k∈Z2

e(− 1
n−2πiα)Q2(k).

Пусть N = [n], ξ0,1 = [− 1
N , 1− 1

N ). Разобьем промежуток [− 1
N , 1− 1

N ) числами
ряда Фарея, отвечающего параметру N(см. [9]). Пусть l′′

q′′ <
l
q < <

l′
q′ —

соседние дроби Фарея, 1 � l, q � N, q′ � N, q′′ � N. Определим промежутки

ξp,q =

[
p
q
− 1

q(q + q′′)
,

p
q
+

1
q(q + q′)

]
.

Из свойств дробей Фарея следует, что

[− 1
N
, 1 − 1

N
) =

N⋃
q=1

q−1⋃
p=0

(p,q)=1

ξp,q,

причем ξp,q ∩ ξp′,q′ = ∅ при (p, q) � (p′, q′). Тогда

I(n) =
∑
q�N

q−1∑
l=0

(l,q)=1

∫
ξp,q

S 1(α)S 2(α)e−2πiαdα =

=
∑
q�N

q−1∑
l=0

(l,q)=1

e−2πi l
q

1
q(q+q′)∫

− 1
q(q+q′′)

S 1(
l
q
+ x)S 2(

l
q
+ x)e−2πixdx. (2)

2. Преобразуем сумму S 1( l
q + x) =

∑
m∈Z2

e(− 1
n+2πi l

q+2πix)Q1(m), имеем

S 1(
l
q
+ x) =

∑
s mod q

e2πi l
q Q1(s)

∑
m∈Z2

m≡s (mod q)

e(− 1
n+2πix)Q1(m) =

=
∑

s mod q

e2πi l
q Q1(s)

∑
m∈Z2

e(− 1
n+2πix)q2 Q1(m+ s

q )
=
∑

s mod q

e2πi l
q Q1(s)

θ((x +
i

2πn
)q2,

s
q

).

Используя лемму 3, функцию θ((x + i
2πn )q2, s

q ) перепишем в виде:

θ((x +
i

2πn
)q2,

s
q

) =
2π

q2
√|δF |

1
1
n − 2πix

∑
m∈Z2

e
− 4π2

q2

Q′1(m)

1
n−2πix

+2πi smt
q
,

где, если Q1(s) = 1
2 stA1s, A1 — матрица размера 2 × 2, то Q′

1(s) = 1
2 stA−1

1 s.
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Тогда для S 1( l
q + x) справедливо равенство

S 1(
l
q
+ x) =

2π

q2
√|δF |

1
1
n − 2πix

∑
m∈Z2

e
− 4π2

q2

Q′1(m)

1
n −2πix

∑
s mod q

e2πi l
q Q1(s)+2πi smt

q .

Выделим слагаемое m = 0. Тогда S 1( l
q + x) = ϕ1 + Φ1, где

ϕ1 =
2π

q2
√|δF |

1
1
n − 2πix

G1(q, l, 0)

и

Φ1 =
2π

q2
√|δF |

1
1
n − 2πix

∑
m∈Z2

m�0

e
− 4π2

q2

Q′1(m)

1
n −2πix G1(q, l,m).

G1(q, l,m) — двойная сумма Гаусса, отвечающая квадратичной форме Q1.
Аналогично получаем тождество для S 2( l

q + x):

S 2(
l
q
+ x) = ϕ2 + Φ2,

где

ϕ2 =
2π

q2
√|δF |

1
1
n + 2πix

G2(q,−l, 0)

и

Φ2 =
2π

q2
√|δF |

1
1
n + 2πix

∑
k∈Z2

k�0

e
− 4π2

q2

Q′2(k)

1
n +2πix G2(q,−l, k),

где G2(q,−l, k) — двойная сумма Гаусса, отвечающая квадратичной форме
Q2.

3. Всилу (3) и представлений для функций S 1( l
q + x) и S 2( l

q + x) имеем

I(n) = I1 + I2 + I3 + I4,

где

I1 =
4π2

|δF |
∑
q�N

1

q4

q−1∑
l=0

(l,q)=1

e−2πi l
q G1(q, l, 0)G2(q,−l, 0)

1
q(q+q′)∫

− 1
q(q+q′′)

e−2πixdx
1
n2 + 4π2x2

,

I2 =
∑
q�N

q−1∑
l=0

(l,q)=1

e−2πi l
q

1
q(q+q′)∫

− 1
q(q+q′′)

ϕ1Φ2e−2πixdx,

I3 =
∑
q�N

q−1∑
l=0

(l,q)=1

e−2πi l
q

1
q(q+q′)∫

− 1
q(q+q′′)

ϕ2Φ1e−2πixdx,
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I4 =
∑
q�N

q−1∑
l=0

(l,q)=1

e−2πi l
q

1
q(q+q′)∫

− 1
q(q+q′′)

Φ1Φ2e−2πixdx.

Интеграл I1 вычислим асимптотически, а интегралы I2, I3, I4 оценим сверху.

Начнем с I1. Разобьем интеграл

1
q(q+q′)∫

− 1
q(q+q′′)

на сумму интегралов

1
q(q+q′)∫

− 1
q(q+q′′)

=

− 1
q(q+N)∫

− 1
q(q+q′′)

+

1
q(q+N)∫

− 1
q(q+N)

+

1
q(q+q′)∫

1
q(q+N)

.

Соответственно этому разбиению получаем

I1 = I1,1 + I1,2 + I1,3.

4. Вычислим асимптотически I1,2. В силу леммы 4 имеем

I1,2 =
4π2

|δF |
∑
q�N

1

q4

q−1∑
l=0

(l,q)=1

e−2πi l
q G1(q, l, 0)G2(q,−l, 0)(

n
2

e−
1
n + O(qN)) =

=
∑

1 + O(
∑

2).

Оценим вклад остатка O(
∑

2). Так как (l, q) = 1, то в силу леммы 1

G1(q, l, 0) = c11χ1(l)q
√

(|δF |, q) и G2(q,−l, 0) = c12χ1(−l)q
√

(|δF |, q),

где c11 и c12 не зависят от l. Получаем

∑
2 =

4π2c11c12N
|δF |

∑
q�N

1
q

(|δF |, q)
q−1∑
l=0

(l,q)=1

χ2
1(l)e−2πi l

q .

Воспользуемся тем, что χ2
1(l) = 1, где (l, |δF |) = 1. Переходим к неравенствам:

∑
2 � N1+ε

∑
q�N

1
q

q−1∑
l=0

(l,|δF |q)=1

e−2πi l
q .

Для внутренней суммы справедлива оценка из следствия 1:
q−1∑
l=0

(l,|δF |q)=1

e−2πi l
q = O(q

1
2+ε).

Тогда ∑
2 � N1+ε1

∑
q�N

q−
1
2 � N

3
2+ε1 .

Учитывая, что N = [
√

n], получаем вклад остатка:∑
2 = O(n

3
4+ε).
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Имеем

I1,2 =
2π2n
|δF | e−

1
n

∞∑
q=1

q−4
q−1∑
l=0

(l,q)=1

e−2πi l
q G1(q, l, 0)G2(q,−l, 0) + O(n

3
4+ε) + R,

где

R =
2π2n
|δF | e−

1
n

∑
q>N

q−4
q−1∑
l=0

(l,q)=1

e−2πi l
q G1(q, l, 0)G2(q,−l, 0).

Оценим сверху сумму R:

R � ne−
1
n

∑
q>N

q−4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
q−1∑
l=0

(l,q)=1

e−2πi l
q G1(q, l, 0)G2(q,−l, 0)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Заменим суммы Гаусса их точными значениями из леммы 1, тогда

R � ne−
1
n

∑
q>N

q−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
q−1∑
l=0

(l,|δF |q)=1

e−2πi l
q

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Учитывая оценку из следствия 1, будем иметь

R � n1+ε
∑
q>N

q−
3
2 � n

3
4+ε.

Таким образом

I1,2 =
2π2n
|δF | e−

1
n

∞∑
q=1

q−4
q−1∑
l=0

(l,q)=1

e−2πi l
q G1(q, l, 0)G2(q,−l, 0) + O(n

3
4+ε).

5. Проведем оценку интеграла I1,3.
Перейдем к неравенствам:

|I1,3| � 4π2

|δF |
∑
q�N

q−4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
q−1∑
l=0

(l,q)=1

e−2πi l
q G1(q, l, 0)G2(q,−l, 0)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

q(q+q′)∫
1

q(q+N)

e−2πixdx
1
n2 + 4π2x2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Так как q � N, то ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

q(q+q′)∫
1

q(q+N)

e−2πixdx
1
n2 + 4π2x2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
�

∞∫
1

q(q+N)

dx

x2
= O(qN).

Тогда
I1,3 = O(

∑
2).

Оценка для суммы
∑

2 проводилась в пункте 4. Таким образом

I1,3 = O(n
3
4+ε).
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Интеграл I1,1 оценивается аналогично.
6. Рассуждения об оценках I2, I3, I4 не сильно отличаются от I1. Приве-

дем полное доказательство для интеграла I4:

I4 =
∑
q�N

q−1∑
l=0

(l,q)=1

e−2πi l
q

1
q(q+q′)∫

− 1
q(q+q′′)

Φ1Φ2e−2πixdx.

Вместо Φ1,Φ2 подставим их значения, полученные в пункте 2. Имеем

I4 =
4π2

|δF |
∑
q�N

q−4

1
q(q+q′)∫

1
q(q+q′′)

e2πixdx
1
n2 + 4π2x2

∑
m∈Z2

m�0

e
− 4π2

q2

Q′1(m)

1
n −2πix

∑
k∈Z2

k�0

e
− 4π2

q2

Q′2(k)

1
n +2πix×

×
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

q−1∑
l=0

(l,q)=1

e−2πi l
q G1(q, l,m)G2(q,−l, k)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .
Для начала оценим сумму

V =
q−1∑
l=0

(l,q)=1

e−2πi l
q G1(q, l,m)G2(q,−l, k).

Для сумм Гаусса справедливы тождества

G1(q, l,m) = c11χ1(l)q
√

(δF , q)e−
2πi
q c21l∗ и G2(q,−l, k) = c12χ1(−l)q

√
(δF , q)e

2πi
q c22l∗ ,

где постоянные c11, c12, c21, c22 не зависят от l.

Полученную сумму
q−1∑
l=0

(l,|δF |q)=1

e2πi
−l+(c22−c21)l∗

q оцениваем, используя лемму 6.

В итоге имеем:
V � q

5
2+ε.

Разобьем интеграл

1
q(q+q′)∫

− 1
q(q+q′′)

на сумму интегралов

1
q(q+q′)∫

− 1
q(q+q′′)

=

− 1
q(q+N)∫

− 1
q(q+q′′)

+

1
q(q+N)∫

− 1
q(q+N)

+

1
q(q+q′)∫

1
q(q+N)

.

Соответственно этому разбиению получаем

I4 = I4,1 + I4,2 + I4,3.

Оценим I4,2:

|I4,2| � 4π2

|δF |
∑
q�N

q−4

1
q(q+N)∫
0

dx
1
n2 + 4π2x2

∑
m∈Z2

m�0

e
− 4π2Q′1(m)

q2( 1
n +4π2x2n)

∑
k∈Z2

k�0

e
− 4π2Q′2(k)

q2( 1
n +4π2x2n) |V |.
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Пусть θ — сколь угодно малое положительное число, тогда

|I4,2| �
∑

q�n1/2−θ

1
qn1/2+θ∫

0

+
∑

q�n1/2−θ

1
qN∫

1
qn1/2+θ

+
∑

n1/2−θ<q�N

1
qN∫

0

=

=
∑

41 +
∑

42 +
∑

43.

В сумме
∑

41 так как q � n1/2−θ, то∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

qn1/2+θ∫
0

dx
1
n2 + 4π2x2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
�

2π
qn1/2+θ∫

0

dt
1
n2 + t2

= O(n
3
2−θq−1).

Учтем также, что при тех же ограничениях на q:

e
− 4π2Q′1(m)

q2( 1
n +4π2x2n) � e−cn2l

, e
− 4π2Q′2(k)

q2( 1
n +4π2x2n) � e−cn2l

.

Так как оценка для суммы V не зависит от m и k, тогда

∑
m∈Z2

m�0

e
− 4π2Q′1(m)

q2( 1
n +4π2x2n) = O(e−cn2l

),
∑
k∈Z2

k�0

e
− 4π2Q′2(k)

q2( 1
n +4π2x2n) = O(e−cn2l

).

Таким образом ∑
41 � n

3
2−l+εe−cn4 l

∑
q�n1/2−θ

q−
5
2 = O(n

3
4+ε).

Перейдем к
∑

42.∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
qN∫

1
qn1/2+θ

dx
1
n2 + 4π2x2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
� n

∞∫
n1/2−θ

q

dt

1 + t2
= O(n

1
2+θq).

Теперь, так как q � n1/2−θ, 1
qn1/2+θ � x � 1

qN , то

e
− 4π2Q′1(m)

q2( 1
n +4π2x2n) � e−cQ′

1(m), e
− 4π2Q′2(k)

q2( 1
n +4π2x2n) � e−cQ′

1(k).

Учтем оценку для суммы V, имеем:∑
42 � n

1
2+θ+ε

∑
m∈Z2

m�0

e−cQ′
1(m)
∑
k∈Z2

k�0

e−cQ′
2(k)

∑
q�n1/2−θ

q−
1
2 .

Так как ∑
m∈Z2

m�0

e−cQ′
1(m) = O(1),

∑
k∈Z2

k�0

e−cQ′
2(k) = O(1),

то ∑
42 = O(n

3
4+ε).
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Осталось оценить
∑

43. Здесь∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

qN∫
0

dx
1
n2 + 4π2x2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
� n

∞∫
0

dt

1 + t2
= O(n).

Теперь, так как q � N, x � 1
qN , то

e
− 4π2Q′1(m)

q2( 1
n +4π2x2n) � e−cQ′

1(m), e
− 4π2Q′2(k)

q2( 1
n +4π2x2n) � e−cQ′

1(k)

и соответственно ∑
m∈Z2

m�0

e−cQ′
1(m) = O(1),

∑
k∈Z2

k�0

e−cQ′
2(k) = O(1).

Учтем оценку для суммы V, имеем:∑
43 � n1+ε

∑
n1/2−θ<q�N

q−
3
2 � n1+ε

∑
q>n1/2−θ

q−
3
2 � n

3
4+ε.

Таким образом
I4,2 = O(n

3
4+ε).

Проведем оценку I4,3. Так как q � N, то∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

q(q+q′)∫
1

q(q+N)

e−2πixdx
1
n2 + 4π2x2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
�

∞∫
1

q(q+N)

dx

x2
= O(qN).

Кроме того, при q � N, x > 1
qN

∑
m∈Z2

m�0

∣∣∣∣∣∣∣e−
4π2Q′1(m)

q2( 1
n −2πix)

∣∣∣∣∣∣∣ = O(1),
∑
k∈Z2

k�0

∣∣∣∣∣∣∣e−
4π2Q′2(k)

q2( 1
n +2πix)

∣∣∣∣∣∣∣ = O(1).

Тогда, с учетом оценки V � q
5
2+ε, заключаем, что

I4,3 � N1+ε
∑
q�N

q−
1
2 � N

3
2+ε.

Так как N =
[√

n
]
, то I4,3 = O(n

3
4+ε).

Объединяем полученные для I4 оценки, в итоге имеем:

I4 = O(n
3
4+ε).

7. В силу проведенных выше рассуждений заключаем, что

I(n) =
2π2n
|δF | e−

1
n

∞∑
q=1

q−4
q−1∑
l=0

(l,q)=1

e−2πi l
q G1(q, l, 0)G2(q,−l, 0) + O(n3/4+ε).
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3. Заключение

Для суммы I(n) =
∑

Q1(m)−Q2(k)=1

e−
Q1(m)+Q2(k)

n получена асимптотическая фор-

мула:

I(n) =
2π2n
|δF | e−

1
n

∞∑
q=1

q−4
q−1∑
l=0

(l,q)=1

e−2πi l
q G1(q, l, 0)G2(q,−l, 0) + O(n3/4+ε),

где ε— сколь угодно малое положительное число, G1(q, l, 0) и G2(q,−l, 0) —
двойные суммы Гаусса, δF —дискриминант мнимого квадратичного поля F.

Данный результат соответствует оценке Г.И.Архипова и В.Н.Чубарико-
ва, но уравнение, для которого ищется число решений, имеет общий вид,
а именно Q1(m) − Q2(k) = 1.
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