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НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ ВЛОЖЕНИЯ РЕШЕТОК
В ОДНОМЕРНЫЕ КВАЗИПЕРИОДИЧЕСКИЕ

РАЗБИЕНИЯ1

© 2007 В.В.Красильщиков,2 А.В.Шутов3

В работе рассматриваются одномерные квазипериодические разби-
ения, которые определяются на основе подхода, использующего ирра-
циональные повороты окружности. Получено полное описание широ-
кого класса прогрессий, вкладывающихся в данные разбиения.

Введение

Работа посвящена изучению одномерных квазипериодических разбие-
ний. На сегодняшний день существует несколько способов построения ква-
зипериодических разбиений [1], [5], в том числе разработанные Н. де Брей-
ном [2] и позднее В.И. Арнольдом [6]. Их подходы основаны на сечении пе-
риодических разбиений n-мерного пространства плоскостями меньшей раз-
мерности — метод проекции (cut and project method) [3]. Эти разбиения
можно также определить с помощью пересечения луча y = αx с ирраци-
ональным углом наклона α и целочисленной решетки �2 [4]. В результа-
те получают бесконечное слово из нулей и единиц — последовательность
Штурма — по правилу: 0, если луч y = αx пересекает вертикальную ли-
нию целочисленной решетки; 1, если луч y = αx пересекает горизонталь-
ную линию целочисленной решетки. Если поставить в соответствие нулю
из этого слова интервал длины l1, а единице — l2, то получим одномерное
квазипериодическое разбиение луча на интервалы двух типов. Данная кон-
струкция эквивалентна следующей [4]. Определим последовательность {xn}
по следующему правилу: 1) x−1 = 0, 2) переход от xn к xn+1 осуществляется
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по формуле:

xn+1 =

{
xn + α, если 〈nα〉 ∈ [0; 1 − α),
xn + 1 − α, если 〈nα〉 ∈ [1 − α; 1),

где 〈·〉 — дробная доля, α — некоторая иррациональность. Последователь-
ность {xn} порождает на положительном действительном луче одномерное
квазипериодическое разбиение. Нами рассмотрен более общий случай таких
разбиений.
Определение 1. Последовательность {x(β)

n } определяется по правилу:

x(β)
−1 = 0,

x(β)
n+1 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩ x(β)
n + l1, если 〈nα〉 ∈ [0; β),

x(β)
n + l2, если 〈nα〉 ∈ [β; 1),

где 〈·〉 — дробная доля, α — некоторая иррациональность, l1, l2, β — про-
извольные действительные числа.

Последовательность {x(β)
n } порождает на положительном действительном

луче разбиение Til∞(α, l1, l2), состоящее из интервалов двух типов. На рис. 1
изображен пример такого разбиения для случая, когда l1 > l2.

0
Рис. 1. Разбиение Til∞(α, l1, l2), l1 > l2

Пусть решетка — множество вида

L = {h0 + nhL}, где n = 0, 1, 2, ... .

Определение 2. Будем говорить, что решетка L сильно вкладывается в
разбиение Til∞(α, l1, l2), если каждый интервал разбиения содержит един-
ственную точку решетки L.
Определение 3. Будем говорить, что решетка L слабо вкладывается в
разбиение Til∞(α, l1, l2), если
1) каждый длинный интервал разбиения содержит единственную точ-

ку решетки L;
2) короткие интервалы разбиения не содержат точек решетки L.
В данной работе мы дадим обзор результатов о вложении решеток в

одномерные квазипериодические разбиения, полученных в работах [8–10].
Авторы выражают глубокую благодарность за постановку задачи, посто-
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признательность за предоставленную возможность выступить с докладом
организаторам Международной конференции по алгебре и теории чисел,
посвященной 80-летию проф. В.Е.Воскресенского.
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1. Сильное вложение

На рис. 2 изображено разбиение Til∞(α, l1, l2) и решетка, сильно вкла-
дывающаяся в него.

0
Рис. 2. Сильное вложение решетки

Дадим полное описание сильно вкладывающихся решеток [10].
Теорема 1. Если β � α�+�, то при любых l1 и l2 не существует сильно
вкладывающейся решетки.
Теорема 2. Если решетка L = {h0 + nhL} сильно вкладывается в разбиение
Til∞(α, l1, l2), то

hL = l1β + l2(1 − β).

Следствие 1. Решетка, сильно вкладывающаяся в разбиение Til∞(α, l1, l2),
единственна с точностью до параллельного переноса.

Определим остаток r1(α, n) по формуле:

r1(α, n) = N1(α, n) − nβ,

где N1(α, n) = #{0 � i < n : 〈iα〉 ∈ [0; β)}.
Определим функции:

r+1 = sup
n,〈nα〉∈I1

r1(α, n), r−1 = inf
n,〈nα〉∈I1

r1(α, n),

r+2 = sup
n,〈nα〉∈I2

r1(α, n), r−2 = inf
n,〈nα〉∈I2

r1(α, n).

Доказано необходимое и достаточное условие сильной вложимости ре-
шетки.
Теорема 3. Решетка L сильно вкладывается в разбиение Til∞(α, l1, l2) то-
гда и только тогда, когда выполняются три условия.
1. При l1 > l2:

1) r+1 − r−1 <
l1

lmax − lmin
;

2) r+2 − r−2 <
l2

lmax − lmin
;

3) r+1 − r−2 <
l1

lmax − lmin
, если r−1 > r−2 ; r+2 − r−1 <

l2
lmax−lmin

, если r−2 > r−1 .
2. При l2 > l1:

1) r+1 − r−1 <
l1

lmax − lmin
;

2) r+2 − r−2 <
l2

lmax − lmin
;



Некоторые вопросы вложения решетокв одномерные квазипериодические разбиения 87

3) r+2 − r−1 <
l1

lmax − lmin
, если r+1 < r+2 ; r+1 − r−2 <

l2
lmax−lmin

, если r+2 < r+1 .

Теорема 3 позволяет получить необходимые и достаточные условия
сильной вложимости решетки L в разбиение Til∞(α, l1, l2) при любых част-
ных значениях β ∈ α� + �, если известны оценки для r1(α, n).

Введем обозначение: λ =
lmax

lmin
. Определим функцию r(α):

r(α) = sup
n
|r1(α, n)|.

Сформулируем достаточное условие сильной вложимости решеток.
Теорема 4. Пусть r(α) < 1

2(λ−1) , тогда решетка L сильно вкладывается в
разбиение Til∞(α, l1, l2).
Теорема 5. Пусть β ∈ α�+�. Пусть h определяется условием β − αh ∈ �.
Пусть |h| < 1

2(λ−1) , тогда решетка L сильно вкладывается в разбиение
Til∞(α, l1, l2).

2. Слабое вложение

На рис. 3 изображено разбиение Til∞(α, l1, l2) и решетка, слабо вклады-
вающаяся в него.

0
Рис. 3. Слабое вложение решетки

Определим следующие функции: [x > y] =

{
1, если x > y,
0, если x � y,

и ∆ =

= [l1 > l2]β + [l2 > l1](1 − β).
Получено описание слабо вкладывающихся решеток [8].

Теорема 6. Если решетка L слабо вкладывается в разбиение Til∞(α, l1, l2),

то hL представимо в виде hL =
l1β + l2(1 − β)

∆
.

Теорема 7. Решетка L слабо вкладывается в разбиение Til∞(α, l1, l2) тогда
и только тогда, когда

sup
n

r1(α, n) − inf
n

r1(α, n) < ∆λ.

Теорема 7 позволяет получить необходимые и достаточные условия сла-
бой вложимости решетки L в разбиение Til∞(α, l1, l2) при любых частных
значениях β ∈ α� + �, если известны оценки для r1(α, n).

Сформулируем достаточное условие слабой вложимости решеток.

Теорема 8. Пусть r(α) <
∆λ

2
, тогда решетка L слабо вкладывается в раз-

биение Til∞(α, l1, l2).
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Теорема 9. Пусть β ∈ α� + �. Пусть h определяется условием β −
−αh ∈ �. Пусть |h| < ∆λ

2
, тогда решетка L слабо вкладывается в разбиение

Til∞(α, l1, l2).

3. Случай β = 1 − α
На основе данных результатов получены полные описания сильно и сла-

бо вкладывающихся решеток в квазипериодические разбиения для случая
β = 1 − α [9].
Теорема 10. Решетка L сильно вкладывается в разбиение Til∞(α, l1, l2) то-
гда и только тогда, когда{

l1 > (1 − α)[l2>l1](lmax − lmin),
l2 > α[l1>l2](lmax − lmin).

Теорема 4 может быть переформулирована в следующем виде.
Теорема 11. Решетка L сильно вкладывается в разбиение Til∞(α, l1, l2) то-
гда и только тогда, когда выполняется условие:

lmin

lmax − lmin
> α[l1 > l2] + (1 − α)[l2 > l1].

Теорема 12. Если решетка L = {h0+nhL} сильно вкладывается в разбиение
Til∞(α, l1, l2), то
1) hL = l1(1 − α) + l2α;
2) если l1 > l2, то h0 ∈ (l1 − l2; l1(1 − α) + l2α),
если l1 < l2, то h0 ∈ (0; l1 + (1 − α)(l1 − l2));

3) любое h0, удовлетворяющее условию 2), допустимо для сильной вложи-
мости решетки.
Теорема 13. Решетка L слабо вложится в разбиение Til∞(α, l1, l2) при лю-
бых иррациональных α и действительных l1 и l2.
Теорема 14. Решетки L, слабо вкладывающиеся в разбиение Til∞(α, l1, l2),
имеют следующий вид:

1) hL =
l1(1 − α) + l2α

∆
;

2) h0 ∈
( −αl2
1 − α − l1;

−l2
1 − α

)
при l1 > l2,

h0 ∈ (l1 − l2; 0) при l2 > l1;
3) любое h0, удовлетворяющее условию 2), допустимо для слабой вложи-
мости решетки.

Примером для случая β = 1−α может служить разбиение, порождаемое
на действительной оси четными по Фибоначчи числами: 0, 2, 3, 5, 7, 8, 10,
11, 13, ... . Существует явная формула [7] для этих чисел: a(n) = n + [(n +

+1)τ], где τ =
√

5 − 1
2

— золотое сечение, n —любое целое число. С помощью
определения 1 можно описать четные по Фибоначчи числа, если положить
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l1 = 2, l2 = 1 и α = 1 − τ, и каждую вершину множества {xn} сдвинуть на
l1 + l2 влево вдоль действительной оси.
Предложение 1. Пусть β = τ, тогда I1 = [0; τ) и I2 = [τ; 1). Множество
a(n) определяется по правилу:

a(−1) = −3,

a(n + 1) =

{
a(n) + 2, если 〈n(1 − τ)〉 ∈ [0; τ),
a(n) + 1, если 〈n(1 − τ)〉 ∈ [τ; 1),

где 〈·〉— дробная доля.
Теорема 15. Решетка L, сильно вкладывающаяся в разбиение, порождае-
мое четными по Фибоначчи числами, имеет следующие характеристики:
1) hL = 1 + τ,
2) h0 ∈ (−1; τ − 1).

Теорема 16. Решетка L, слабо вкладывающаяся в разбиение, порождаемое
четными по Фибоначчи числами на множестве действительных чисел,
будет описана следующим образом:

1) hL =
1 + τ
τ
;

2) h0 ∈ (−1 + 3τ
τ

;−1 + 2τ
τ

).
Сформулируем результаты для разбиения, эквивалентного [4] получае-

мому по конструкции Штурма. Пусть α > 1
2 .

Теорема 17. Решетка L сильно вкладывается в разбиение Til∞(α,α, 1−α)

тогда и только тогда, когда выполняется условие: α <
√

2
2 .

Теорема 18. Если решетка L = {h0+nhL} сильно вкладывается в разбиение
Til∞(α,α, 1 − α), то
1) hL = 2α(1 − α);
2) h0 ∈ (2α − 1; 2α(1 − α));
3) любое h0, удовлетворяющее условию 2), допустимо для сильной вложи-
мости решетки.
Теорема 19. Решетки L, слабо вкладывающиеся в разбиение Til∞(α,α, 1 −
− α), имеют следующий вид:
1) hL = 2α;
2) h0 ∈ (−2α;−1);
3) любое h0, удовлетворяющее условию 2), допустимо для слабой вложи-
мости решетки.
4. Заключение

Используя результаты А.В. Шутова [11, 12], которые дают оценки остат-
ков r1(α, n) для некоторых α, достаточные условия сильной и слабой вло-
жимости решеток можно существенно улучшить [10].

Пусть
1) β ∈ α� + �, величина h определяется условием β − αh ∈ �;
2) ψ(n) = log̃τ(

√
5n +

√
5 + 1

2 ), где τ̃ =
√

5+1
2 ;

3) α0 = min{α, 1 − α}.
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Теорема 20. Пусть все неполные частные разложения α0 в цепную дробь

меньше K, C(K) =
1

2(K + 2)(K − 1)
. Пусть

1) |h| <
√

5
5
τ̃

C(K)
λ−1 −1, тогда решетка L сильно вкладывается в разбиение

Til∞(α, l1, l2);

2) |h| <
√

5
5
τ̃C(K)∆λ−1, тогда решетка L слабо вкладывается в разбиение

Til∞(α, l1, l2).
Теорема 21. Пусть разложение α0 в цепную дробь имеет вид α0 =

= [0; q1, q2, . . .]. Пусть g(x)—монотонно возрастающая функция, удовле-
творяющая условию

k∑
i=1

qi = g(k).

1. Пусть

min{g
2(ψ(m)) + 3g(ψ(m)) + 2

2
, |h|} < 1

2λ − 1
,

тогда решетка L сильно вкладывается в разбиение Til∞(α, l1, l2).
2. Пусть

min{g
2(ψ(m)) + 3g(ψ(m)) + 2

2
, |h|} < ∆λ

2
,

тогда решетка L слабо вкладывается в разбиение Til∞(α, l1, l2).
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One-dimensional quasiperiodical tilings defined on the basis of the
approach using irrational turns of a circle are considered in the paper.
We obtaine a complete description of a wide class of progressions included
in given tilings.
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