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АНАЛИЗ ТОЧНОГО И ПРИБЛИЖЕННОГО РЕШЕНИЙ
ДЛЯ ПОГРАНСЛОЯ В ОКРЕСТНОСТИ УСЛОВНОГО

ФРОНТА ПОВЕРХНОСТНОЙ ВОЛНЫ РЭЛЕЯ
В УПРУГОЙ ПОЛУПОЛОСЕ
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Изучаются вопросы применения асимптотических методов для исследо-
вания нестационарного напряженно-деформируемого состояния при ударных
нагрузках нормального типа на торец полуполосы. Проведен анализ решения
на основе приближенных асимптотических уравнений, полученных символи-
ческим методом Лурье и точного решения трехмерных уравнений упругости,
найденных с помощью интегральных преобразований Лапласа и Фурье. По-
казано, что для погранслоя в окрестности условного фронта поверхностной
волны Рэлея в полуполосе асимптотически главные составляющие решения
по точной и приближенной теориям совпадают.

Ряд важных узлов и деталей современных технических устройств работает в рез-
ко нестационарных режимах вследствие быстрого изменения во времени действу-
ющих на них внешних сил. При этом в конструкциях возникают динамические
напряжения, которые должны учитываться при оценке прочности и работоспо-
собности, а также выборе оптимальных параметров для функционирования тех
или иных упругих элементов. Одним из наиболее актуальных вопросов являются
задачи, связанные с расчетом пластин и оболочек на динамические воздействия.
Поскольку нахождение точного аналитического решения или численного решения
соответствующих трехмерных задач сопряжено с почти непреодолимыми т руд-
ностями, вопрос о построении приближенных методов расчета во многих случаях
имеет важнейшее значение. Асимптотические методы позволяют получить прибли-
женные уравнения и осуществлять далее их теоретический и численный анализ.
При этом часто остается открытым вопрос соответствия приближенных и точных
решений задачи.

В данной работе на примере для бесконечной упругой полуполосы (полубеско-
нечной упругой пластины) проведено сравнение точного и приближенного асимп-
тотического решений, найденных для погранслоя в окрестности условного фронта
поверхностной волны Рэлея.

Рассмотрим трехмерную плоскую задачу для бесконечной упругой полуполосы
(рисунок) при ударной торцевой нагрузке.

1Ковалев Владимир Александрович (kovalev@migm.ru) кафедра математических и информа-
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Рисунок. Полубесконечная упругая полуполоса

Введем следующие безразмерные переменные

ξ =
x
h
, ζ =

z
h
, τ =

tc2

h
.

Здесь c1 =

√
(1 − ν)E

(1 − 2ν)(1 + ν)ρ
, c2 =

√
E

2(1 + ν)ρ
— скорости волн расширения

и сдвига; κ =
c2

c1
; x, z—продольная и нормальная координаты; t—время; h—

полутолщина полосы; E, ν , ρ—модуль Юнга, коэффициент Пуассона и плотность
материала оболочки; u1, u3 —перемещения в направлении осей x и z.

Примем, что на торце ξ = 0 задано следующее граничное условие, которое
соответствует торцевому воздействию нормального типа:

∂u3

∂ξ
= IH(τ), u 1 = 0. (1)

Здесь H(τ)— единичная функция Хевисайда, I —амплитуда нагрузки. Рассматри-
ваем однородные начальные условия при τ = 0

ui =
∂ui

∂τ
= 0, (i = 1, 3) (2)

и примем, что лицевые поверхности свободны от напряжений

σ33 = σ13 = 0. (3)

Асимптотический анализ точного решения задачи

Осуществим сначала анализ точного решения трехмерных уравнений упруго-
сти, найденных с помощью применения интегральных преобразований Лапласа и
Фурье.

Уравнения движения в безразмерном виде имеют следующую форму:

1
κ2

∂2u1

∂ξ2
+
∂2u1

∂ζ2
+

1
1 − 2ν

∂2u3

∂ξ∂ζ
− ∂

2u1

∂τ2
= 0,

∂2u3

∂ξ2
+

1
κ2

∂2u3

∂ζ2
+

1
1 − 2ν

∂2u1

∂ξ∂ζ
− ∂

2u3

∂τ2
= 0.

(4)
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Уравнения закона Гука записываются в виде:

σ11 =
E

2(1 + ν)κ2h

(
ν

1 − ν
∂u3

∂ζ
+
∂u1

∂ξ

)
,

σ33 =
E

2(1 + ν)κ2h

(
∂u3

∂ζ
+

ν

1 − ν
∂u1

∂ξ

)
,

σ13 =
E

2(1 + ν)h

(
∂u3

∂ξ
+
∂u1

∂ζ

)
.

(5)

Применяем интегральное преобразование Лапласа по времени и преобразова-
ние Фурье по продольной координате

uLS
1 =

√
2
π

∞∫
0

vL
1 sin χξ dξ, uLC

3 =

√
2
π

∞∫
0

vL
3 cos χξdξ, (6)

где через переменную s обозначим параметр преобразования Лапласа по времен-
ной переменной.

Получаем систему обыкновенных дифференциальных уравнений для неизвест-
ных изображений

d2uLS
1

dζ2
− (κ−2χ2 + s2)ULS

1 − 1
1 − 2ν

duLC
3

dζ
= 0,

1
1 − 2ν

χ
duLS

1

dζ
+ κ−2 d2uLC

3

dζ2
− (χ2 + s2)uLC

3 =

√
2
π

I
s
.

(7)

Со следующими граничными условиями при ζ = ±1:

d2uLC
3

dζ2
+

ν

1 − ν
χuLS

1 = 0,

−χuLS
3 +

duLS
1

dζ
= 0.

(8)

Запишем решение однородной системы, соответствующей системе дифферен-
циальных уравнений (7), в гиперболических функциях:

uLS
1 = −

χ

α
(D1shαζ + D2chαζ) −

β

χ

(
D3shβζ + D4chβζ

)
,

uLC
3 = D1chαζ + D2shαζ + D3chβζ + D4shβζ,

(9)

где Di —постоянные интегрирования, α2 = χ2 + k2s2, β2 = χ2 + s2.
Решение неоднородного уравнения имеет вид:

uLS
1 = 0, uLC

3 = −
I

sβ2
. (10)

Удовлетворяя граничным условиям (8), получим соотношение для изображе-
ния касательного напряжения σ13:

σLS
13 =

E
(1 + ν)h

1
√

2π

Iχ
sβ2

[
1
Da

(
χ2β2 sh β

β
chαζ − γ4 shα

α
chβζ

)
+ 1

]
,

Da = γ
4 shα
α

chβ − β2χ2
sh β
β

chα, γ2 = χ2 +
1
2

s2.

(11)
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Выражение для изображения перерезывающего усилия N1 при этом принимает
вид

NLS
1 =

EI
(1 + ν)h

1

2
√

2π

χ

sβ2

[
4 − s4

Da

shα
α

sh β
β

]
. (12)

Найдем приближенное выражение для изображения NLS
1 , определяющего ре-

шение в окрестности условного фронта поверхностной волны Релея. Как известно
[1, 2], это решение определяется первым корнем уравнения Релея–Лэмба, а ме-
тод перевала позволяет сделать вывод, что его асимптотика задается при χ→ +∞.
Соответствующая асимптотика первого корня уравнения Релея–Лэмба имеет вид

ω1 (χ) = kRχ − Bχ exp
(
−2

√
1 − k2

Rχ
)
+ Bχ exp

(
−2

√
1 − k2k2

Rχ
)
. (13)

Здесь

B = 2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣ kR

1 − k2
R

+
k2kR

1 − k2k2
R

− 4kR

2 − k2
R

⎤⎥⎥⎥⎥⎦−1

,

где kR =
cR

c2
< 1, cR — скорость поверхностных волн Релея, частота для первой

моды ω1 связана с параметром преобразования Лапласа соотношением s = ±iω1,
а коэффициент kR является корнем известного трансцендентного уравнения(

2 − k2
R

)2
− 4

√
1 − k2

R

√
1 − k2k2

R = 0.

Преобразуем сначала синус-преобразование Фурье к преобразованию Фурье с
экспоненциальным ядром:

NLS
1 = −iNLF

1 . (14)

Найдем аппроксимацию знаменателя Da в форме, удобной для искомой асимп-
тотики решения в окрестности условного фронта поверхностной волны Релея

Da ∼ Kχ
(
s2 + Ω2

1

)
eαeβ, (15)

где K — постоянная величина, а в выражении для Ω1 (χ) по сравнению с ω 1 (χ) в со-

ответствии с формулой (13) пренебрегаем членом с множителем exp
(
−2

√
1 − k2k2

Rχ
)

по сравнению с членом с множителем exp
(
−2

√
1 − k2

Rχ
)
:

Ω1 = kRχ − Bχ exp
(
−2

√
1 − k2

Rχ

)
. (16)

Найдем значение K в соотношении (15). Здесь и в дальнейшем будем учиты-
вать тот принцип, что везде, кроме выражения s2 + Ω2

1 в (15), будем учитывать
связь между переменными s и χ в виде s = ikRχ. Этим обеспечивается необхо-
димая точность решения: повышение точности выражений необходимо только в
показателях степени экспоненты (аргументах тригонометрических функций) в ин-
тегралах, обращающих изображения.

Представим Da в виде:

Da =
[
γ4

(
1 − e−2α

) (
1 + e−2β

)
− χ2αβ

(
1 + e−2α

) (
1 − e−2β

)] eα+β

α
.

Тогда имеем

∂Da

∂s

∣∣∣∣∣
s=ikR

= −iχ2
2
√

1 − k2
R

B
eα+β + ... .
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С другой стороны, по формуле (15) получаем

∂Da

∂s

∣∣∣∣∣
s=ikR

= +iK2kRχ
2eα+β.

В итоге находим значение величины K

K = −

√
1 − k2

R

kRB
.

(17)

Следовательно, приближенное выражение для величины NLF
1 можно предста-

вить в виде:

NLF
1 =

EI
(1 + ν) h

1

2
√

2π

χ

s
(
s2 + χ2

)
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣4 + k5

RBχ√
1 − k2k2

R

(
1 − k2

R

) (
s2 + Ω2

1

)
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (18)

Приближенное решение краевой задачи с помощью
асимптотических методов

В работе [3] показано, что решение задачи для полубесконечной пластины мо-
жет быть представлено в виде суммы двух составляющих. Первая составляющая
является частным решением, которое удовлетворяет граничным условиям на тор-
це (1), но не удовлетворяет граничным условиям на лицевых поверхностях (2)—
(3). Обозначим это решение верхним индексом ”0”:

u(0)
1 = 0, u(0)

3 = −I(τ − ξ)H(τ − ξ) ,

σ
(0)
11 = σ

(0)
33 = 0, σ

(0)
13 =

EI
2(1 + ν)h

H(τ − ξ) .
(19)

Вторая составляющая является решением эквивалентной задачи для бесконеч-
ной полосы с симметричной нагрузкой. Для этого решения с верхним индексом
(1) на торце и лицевых поверхностях ставятся следующие граничные условия:

ξ = 0 :
∂ u(1)

3

∂ ξ
= 0, u(1)

1 = 0 ,

ζ = ±1 : σ
(1)
33 = 0, σ

(1)
13 = −

EI
2(1 + ν)h

H(τ − ξ).
(20)

Решение данной краевой задачи осуществляется с помощью символического
метода А.И.Лурье [3–5]. Исследуем окрестность условного фронта волны Релея
для эквивалентной задачи по приближенным уравнениям, полученным в работе
[3].

Если ввести эквивалентную поверхнустную нагрузку в виде

S =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
1
2
IH (τ − ξ) , ξ > 0,

−
1
2
IH (τ − ξ) , ξ < 0,
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то разрешающее уравнение в потенциальных функциях имеет вид

(1 − κ2k2
R)
∂2ϕ i

∂ξ2
+
∂2ϕ i

∂ζ2
= 0,

(1 − k2
R)
∂2ψ i

∂ξ2
+
∂2ψ i

∂ζ2
= 0

(21)

при следующих граничных условиях

ζ = 1 :
∂2ψ1

∂τ2
− k2

R
∂2ψ1

∂ξ2
+ 2kRB

∂2ψ2

∂ξ2
= − kRB

1 − k2
R

/
2
S ,

ζ = −1 : 2kRB
∂2ψ1

∂ξ2
+
∂2ψ2

∂τ2
− k2

R
∂2ψ2

∂ξ2
= −

kRB

1 − k2
R

/
2
S ,

(22)

где

ζ = 1 :
∂ϕ1

∂ζ
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝1 − k2
R

2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ∂ψ1

∂ξ
,

ζ = −1 :
∂ϕ2

∂ζ
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝1 − k2
R

2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ∂ψ2

∂ξ
.

(23)

Напряжение σ13 выражается через потенциальные функции следующим соотноше-
нием

σ13 =
E

(1 + ν)h2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣∂2ϕ1

∂ξ∂τ
+
∂2ϕ2

∂ξ∂τ
−

⎛⎜⎜⎜⎜⎝1 − k2
R

2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ (
∂2ψ1

∂ξ2
+
∂2ψ2

∂ξ2

)⎤⎥⎥⎥⎥⎦ . (24)

Применяя к краевой задаче интегральные преобразования Лапласа и Фурье,
получаем

d2ϕLF
i

∂ζ2
+ (1 − k2k2

R)χ2ϕLF
i = 0,

d2ψLF
i

∂ζ2
+ (1 − k2

R)χ2ϕLF
i = 0,

(25)

ζ = 1 :
(
s2 + k2

Rχ
2
)
ψLF

1 − 2kRBχ2ψLF
2 = −

kRB

1 − k2
R

/
2
S LF ,

ζ = −1 : −2kRBχ2ψLF
1 +

(
s2 + k2

Rχ
2
)
ψLF

2 = −
kRB

1 − k2
R

/
2
S LF ,

(26)

ζ = 1 :
∂ϕLF

1

∂ζ
= i(1 −

k2
R

2
)χψLF

1 ,

ζ = −1 :
∂ϕLF

2

∂ζ
= i(1 −

k2
R

2
)χψLF

2 .

(27)

Откуда следует, что выражение для величины S LF определяется формулой

S LF =
I
√

2π

iχ
s
(
s2 + χ2

) . (28)

Решения для потенциальных функций при этом записываются в виде

ϕLF
1 = Φ1e

−
(
1 − ζ) √

1 − k2k2
Rχ, ϕLF

2 = Φ2e
−
(
1 + ζ

) √
1 − k2k2

Rχ,

ψLF
1 = Ψ1e

−
(
1 − ζ) √

1 − k2
Rχ, ψLF

2 = Ψ2e
−
(
1 + ζ

) √
1 − k2

Rχ,

(29)
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где Φi, Ψi (i = 1, 2) — постоянные интегрирования.
Постоянные величины Ψi найдем из уравнений (26)

(
s2 + k2

Rχ
2
)
Ψ1 − 2kRBχ2e

−2
√

1 − k2
RχΨ2 = −

kRB

1 − k2
R

/
2
S LF ,

−2kRBχ2e
−2

√
1 − k2

RχΨ1 +
(
s2 + k2

Rχ
2
)
Ψ2 = −

kRB

1 − k2
R

/
2
S LF .

Постоянные интегрирования Φi (i = 1, 2) определим из уравнений (27)√
1 − k2k2

R Φ1 = i

⎛⎜⎜⎜⎜⎝1 − k2
R

2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ χΨ1,

−
√

1 − k2k2
RΦ2 = i

⎛⎜⎜⎜⎜⎝1 − k2
R

2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ χΨ2.

Далее получаем, что искомое приближенное выражение для изображения пе-
ререзывающей силы можно записать в виде:

NLF
1 =

E I Q
(1 + ν) h

·
k5
RBχ2

s
(
s2 + χ2

) ⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝s2 + k2
Rχ

2 − 2kRBχ2e
−2

√
1 − k2

Rχ
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

(30)

где Q =
1

2
√

2π
(
1 − k2

R

) √
1 − k2k2

R

.

Сравнение изображений (18) и (30) показывает, что в окрестности условного
фронта поверхностных волн Релея, определяемой полюсами s = ±iΩ1, асимптоти-
чески главные составляющие решения по точной и приближенной теориям совпа-
дают.

В заключение отметим, что факт совпадения для погранслоя в окрестности
условного фронта поверхностной волны Рэлея в полуполосе асимптотически глав-
ных составляющих точного решения и асимптотического решения, подтвержда-
ет высокую эффективность предложенного подхода к исследованию напряженно-
деформируемого состояния пластин и оболочек.
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WAVES IN AN ELASTIC HALF-STRIPE
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Problems of application of asymptotic methods to a non-stationary stress-
strain state are studied at face effect of normal type on shock of half-stripe.
The solution is analysed on the basis of approximate asymptotic equations
obtained by the symbolic Lurye method. The exact solution of the 3D elasticity
equations found with the help of Laplace and Fourier transforms is analysed.
For a boundary layer in a vicinity of conditional front of superficial Rayleigh
waves in the half-stripe are shown that the main components of solutions by
the exact and approximate theories are asymptotically coincided.
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