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Операторы Баскакова определены в 2001 году В.А.Баскаковым. В насто-
ящее время аппроксимативные свойства операторов изучаются такими ма-
тематиками, как Ю.Г. Абакумов, Е.С.Коган, Т.В.Дубровина и др.

В предлагаемой статье доказан результат, содержащий решение задачи об
оценке приближения тригонометрическими операторами Баскакова функций,
имеющих непрерывную (i − 1)-ю— производную, при этом i-ая производная
имеет разрыв первого рода. Приведены с доказательством вспомогательные
утверждения, на которых основана теорема. Кроме того, рассмотрены неко-
торые характеристики операторов Баскакова.

1. Постановка задачи и формулировка основного ре-
зультата

Аппроксимирующие последовательности операторов

M[m](k1 ,...,km)
n ( f (t) , x) =

2m−1
m∏
j=1

sin2 πk j

n

πn

π∫
−π

f (t + x) sin2 nt
2 dt

sin2 t
2

m∏
j=1

(
cos t − cos 2πk j

n

) , (1.1)

где m, k j —целые параметры (m > 0, 0 < k1 < k2 < . . . < km < n/2), введены
В.А.Баскаковым [1], [2]. Аппроксимативные свойства операторов (1) изучались
в ряде работ, из которых отметим [3–6].

Операторы (1) являются методами суммирования рядов Фурье, то есть пред-
ставляются в виде:

M[m](k1 ,...,km)
n ( f (t) , x) =

1
π

π∫
−π

f (t + x)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝1
2
+

n−m−1∑
j=1

λ
[m](k1,...,km)
j,n cos jt

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ dt.

Аналитическое выражение для λ[m](k1 ,...,km)
j,n найдено В.А.Баскаковым [2] (ввиду

того, что в дальнешем эти формулы нам не понадобятся, мы их приводить не
будем).

1Шерстюк Татьяна Юрьевна (chitatatyana@mail.ru), кафедра математики Читинского го-
сударственного университета, 672039, Россия, г. Чита, ул.Александро-заводская, 30.
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Если целое r � 0 и α ∈ (0, 1] удовлетворяют ограничению r + α < 2m + 1, то
операторы M[m](k1 ,...,km)

n приближают 2π-периодические функции класса WrHα с по-
рядком O(n−r−α), то есть с наилучшим порядком (если f (t) имеет производную r-го
порядка и f (r)(t) ∈ Lipα, то говорят, что f (t) ∈ WrHα).

В предлагаемой статье мы рассматриваем задачу об оценке приближения опе-
раторами (1.1) функций, имеющих непрерывную
(i−1)-ю производную, при этом f (i)(t) может иметь изолированные точки разрыва
первого рода, i � 1. Если i = 1, то под 0-й производной понимается сама функция
f (t).

Сформулируем основной результат.
Теорема. Пусть i > 0-целое, f (t) ∈ Ci−1

2π , x ∈ (−∞,+∞)— произвольным обра-
зом фиксированная точка действительной оси; существует c > 0, такое, что f (i)(t)
непрерывна на [x − c, x] и на [x, x + c], ρ � 0— действительное число, тогда (при
i � 2m)

M[m](k1 ,...,km)
n ( f (t), x + 2ρn−1) = f (x + 2ρn−1)+

+
1
i!

(−1)i+1Φi(ρ)( f
(i)
+ (x) − f (i)

− (x))n−i + o(n−i),
(1.2)

где
f (i)
+ (x) = lim

t→x+
f (i)(t), f (i)

− (x) = lim
t→x−

f (i)(t), (1.3)

Φi(ρ) = 2iπ2m−1
m∏
j=1

(k j)
2

∞∫
ρ

(1 − ρ
t
)i

ti−2sin2tdt
m∏
j=1

(π2k2
j − t2)

. (1.4)

Заметим, при i = 1 результат получен Е.С.Коган [4].
Доказательство теоремы основано на вспомогательных утверждениях, которые

мы докажем в п. 2. В п. 4 приведем некоторые свойства функций Φi(ρ).

2. Вспомогательные утверждения

Лемма 1. Пусть i > 0 – целое, x ∈ (−∞,+∞), f (t) ∈ L∞2π и существует c > 0
такое,что f (i)(t) непрерывна на [x−c, x+c], кроме того f (x) = f

′
(x) = . . . = f (i)(x) = 0,

тогда для любого ρ � 0 выполняется

M[m](k1 ,...,km)
n ( f (t), x + 2ρn−1) = o(n−i). (2.1)

Прежде, чем приступить к изложению доказательства, оговорим некоторые
обозначения.

Для сокращения будем обозначать 2ρn−1 = ρn.
Символом ti обозначаем 2π-периодическую функцию, равную ti при t ∈ (−π,π],

ti+ обозначаем 2π-периодическую функцию равную нулю при t ∈ (−π, 0] и равную
ti при t ∈ [0,π], 2π-периодическая функция ti− определяется равенством ti = ti+ + ti−.
Запись (t− x)i означает 2π-периодическую функцию равную (t− x)i при (x−π, x+π].
Аналогично определяется (t − x)i+ и (t − x)i−.

Заметим, нам придется раскрывать выражение M[m](k1 ,...,km)
n ((t + ρn)i, 0). При

этом надо учитывать, что формула (t + ρn)i =
i∑

j=0
t jρ

i− j
n C j

i выполняется только
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при t ∈ (−π,π − ρn]. Отсюда

M[m](k1 ,...,km)
n ((t + ρn)

i, 0) = M[m](k1 ,...,km)
n (

i∑
j=0

t jρ
i− j
n C j

i , 0) + O(n−2m−1)

Почему порядок остатка O(n−2m−1) будет понятно из доказательства.
Доказательство леммы 1.
При доказательстве ограничимся случаем x = 0. Это можно сделать так как

M[m](k1 ,...,km)
n — операторы типа свертки, следовательно, они сдвигинвариантны.
Будем доказывать методом от противного.
Предположим, что существует константа a > 0, такая, что

lim
n→∞

ni
∣∣∣M[m](k1 ,...,km)

n ( f (t), 2rn−1)
∣∣∣ = a. (2.2)

Из того, что f (0) = f ′(0) = f ′′(0) = . . . = f (i)(0) = 0, следует, что для любого ε > 0
найдется δ > 0, такое, что для t ∈ [−δ; δ] выполняется | f (t)| < ε|t|i.

Положим при t ∈ (−π;π]

ϕδ(t) =

{
f (t), t ∈ [−δ; δ] ,
0, t ∈ (−π;π] \ [δ; δ] .

За пределы (−π;π] продолжим ϕδ(t) так, чтобы она была 2π-периодической.
Положим, далее, ψδ(t) = f (t) − ϕδ(t).
Известно ([5], см. также [3,4]), что для любого δ > 0 из того, что g(t) = 0 при

t ∈ [−δ; δ], следует (если при этом g(t) ограничена) |M[m](k1 ,...,km)
n (g(t), x)| = O(n−2m−1).

Отсюда следует, что

|M[m](k1 ,...,km)
n (ψδ(t), ρn)| � γn = O(n−2m−1). (2.3)

Дадим оценку величины |M[m](k1 ,...,km)
n (ψδ(t), ρn)|. Обозначим un(t) = u[m](k1,...,km)

n (t) –
ядро оператора M[m](k1 ,...,km)

n .
Имеем∣∣∣M[m](k1 ,...,km)

n (ϕδ(t), ρn)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
π∫

−π

ϕδ(t + ρn)un(t)dt

∣∣∣∣∣∣∣∣ �
π∫

−π

∣∣∣ϕδ(t + ρn)
∣∣∣ |un(t)| dt �

� ε
π∫

−π

|t + ρn| |un(t)| dt + O(n−2m−1) � 2ε

π∫
−ρn

(t + ρn)i |un(t)| dt + O(n−2m−1).

Но
0∫

−ρn

(t + ρn)i |un(t)| dt � ||M[m](k1,...,km)
n || ·

0∫
−ρn

(t + ρn)idt = O(n−i−1) = o(n−i).

Таким образом,

∣∣∣M[m](k1 ,...,km)
n (ϕδ(t), ρn)

∣∣∣ � 2ε

π∫
0

(t + ρn)i |un(t)| dt + o(n−i).

Воспользуемся оценкой (см. [5]), которая выполняется при 0 � α < 2m + 1

2

π∫
0

tα |un(t)| dt = 21+απ2m−1
m∏
j=1

(k j)2
∞∫

0

tα−2sin2tdt
m∏
j=1

∣∣∣∣k2
jπ

2 − t2
∣∣∣∣n−α + o(n−α).
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Считая фиксированными m и k j, обозначим

A(α) = 21+απ2m−1
m∏
j=1

(k j)2
∞∫

0

tα−2sin2tdt
m∏
j=1

∣∣∣∣k2
jπ

2 − t2
∣∣∣∣ .

(очевидно, при 0 � α < 2m + 1 фигурирующий в равенстве интервал сходится).
Учитывая эти обозначения, получим

∣∣∣M[m](k1 ,...,km)
n (ϕδ(t), ρn)

∣∣∣ � 2ε

π∫
0

(
i∑

j=0

C j
i t

jρ
i− j
n )|un(t)|dt + o(n−i) =

= ε

i∑
j=0

C j
i A( j)n− jρ

i− j
n + o(n−i).

Порядок остатка определяется тем, что в слагаемом
π∫

0

C j
i t

jρ
i− j
n |un(t)|dt остаток

o(n− j) умножатеся на ρi− j
n , а ρn = O(n−1).

Далее, n− jρ
i− j
n = 2i− jρi− jn−i. Окончательно получим∣∣∣M[m](k1 ,...,km)

n (ϕδ(t), ρn)
∣∣∣ � ε(

i∑
j=0

C j
i A( j)(2ρ)i− j)n−i + o(n−i).

В силу произвольности ε, полученное неравенство вместе с (2.3) противоречит
(2.2).

Лемма 1 доказана.
Лемма 2. Для любого x ∈ (−∞,∞) и целого i > 0 выполняются ассимптотиче-

ские равенства

M[m](k1 ,...,km)
n ((t − x)i−, x + 2ρn−1) = (−1)iΦi(ρ)n−i + o(n−i), (2.4)

M[m](k1 ,...,km)
n ((t − x)i+, x + 2ρn−1) = n−i(2iρi − (−1)iΦi(ρ)) + o(n−i), (2.5)

где Φi(ρ) определяется равенством (1.3).
Доказательство. Представим операторы Баскакова M[m](k1 ,...,km)

n в виде

M[m](k1 ,...,km)
n ( f (t), x) = µn

π∫
−π

f (t + x)ωn(t)dt, где

µn =

m∏
j=1

sin2 π(k j)
n

2πn
, ωn(t) =

sin2 nt
2

sin2 t
2

m∏
j=1

(
sin

(
π(k j)

n − t
2

)
sin

(
π(k j)

n +
t
2

))
Получим сначала оценку M[m](k1 ,...,km)

n (ti−, ρn). Имеем M[m](k1 ,...,km)
n (ti−, ρn) =

= M[m](k1 ,...,km)
n ((t + ρn)i−, 0). Далее, в силу четности ядра получим M[m](k1 ,...,km)

n ((t +

+ ρn)i−, 0) = (−1)iM[m](k1 ,...,km)
n ((t − ρn)i+, 0) = (−1)iµn

π∫
2ρn−1

(t − 2ρn−1)iωn(t)dt.

Обозначим Jn = µn

π∫
2ρn−1

(t − 2ρn−1)iωn(t)dt. Делаем замену τ = nt
2 (или t = 2τn−1)

Jn = µn

0,5πn∫
ρ

(2τn−1 − 2ρn−1)iωn(2τn−1)dτ.
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Преобразуем, переходя вновь к обозначению t вместо τ

Jn = µn2in−i−1

0,5πn∫
ρ

(1 − ρ
t
)itiωn(

2t
n

)dt.

Положим

zn(t) = µn2in−i−1tiωn(
2t
n

) =

2i
m∏
j=1

sin2 πk j

n

πni+2

ti sin2(t)

sin2 t
n

m∏
j=1

(sin(
πk j

n
−

t
n
) sin(

πk j

n
+

t
n
))

.

Для множителя не зависящего от t имеем

2i
m∏
j=1

sin2 πk j

n

πni+2
=

2iπ2m−1
m∏
j=1

(k j)2

n2m+2+i
+ o(n−2m−i−2).

Далее, при любом t � 0

lim
n→∞

(n−2m−2 · ti sin2(t)

sin2 t
n

m∏
j=1

(sin( πk j

n − t
n ) sin( πk j

n +
t
n ))

) =
ti−2 sin2 t

m∏
j=1

(k2
jπ

2 − t2)
.

Отсюда получаем, что при любом t � 0

lim
n→∞

nizn(t) = 2iπ2m−1
m∏
j=1

(k j)2
ti−2 sin2 t

m∏
j=1

(π2k2
j − t2)

.

Кроме того, существует c > 0, такое, что при достаточно больших n

ni|zn(t)| � c
ti−2 sin2 t

m∏
j=1
|π2k2

j − t2|
. (2.6)

При i � 2m правая часть неравенства (2.6) суммируемая при t ∈ [0,∞).
По теореме Лебега о предельном переходе под знаком интеграла имеем

Jn = n−i2iπ2m−1
m∏
j=1

(k j)2
∞∫
ρ

(1 − ρ

t )
i ti−2 sin2 t

m∏
j=1

(k2
jπ

2−t2)
dt + o(n−i).

Отсюда получим (2.4).
Для доказательства (2.5) оценим сначала M[m](k1 ,...,km)

n (ti, ρn).
Имеем

M[m](k1 ,...,km)
n (ti, ρn) = M[m](k1 ,...,km)

n ((t + ρn)i, 0) =

= M[m](k1 ,...,km)
n (

i∑
j=0

C j
i ρ

j
nt

i− j, 0) + O(n−2m−1).

Далее

M[m](k1 ,...,km)
n (

i∑
j=0

C j
i ρ

j
nt

i− j, 0) =
i∑

j=0

C j
i ρ

j
nM

[m](k1 ,...,km)
n (ti− j, 0) = ρi

n + O(n−2m−1).
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Поясним, что при i = j получаем слагаемое ρi
nM

[m](k1 ,...,km)
n (1, 0) = ρi

n, при нечетном
i− j получим M[m](k1 ,...,km)

n (ti− j, 0) = 0, при i− j > 0 четном (см. [3]) M[m](k1 ,...,km)
n (ti− j, 0) =

= O(n−2m−1).
Таким образом, M[m](k1 ,...,km)

n (ti, ρi) = ρi
n + o(n−i). Отсюда получаем что

M[m](k1 ,...,km)
n (t+, ρn) = ρi

n − (−1)iΦi(ρ)n−i + o(n−i) = (2iρi − (−1)iΦi(ρ))n−i + o(n−i)

Переходя к произвольному x получаем (2.5).
Лемма 2 доказана.

3. Доказательство основного результата

Считаем, что зафиксированы x ∈ (−∞,∞) и целое i > 0.
Положим

ϕ(t) = f (t) − f (x) −
i−1∑
η=1

f (η)(x)
η!

(t − x)η − 1
i!

f (i)
− (x)(t − x)i−−

− 1
i!

f i
+(x)(t − x)i+.

Функция ϕ(t) и точка x удовлетворяют условию леммы 1, поэтому

M[m](k1 ,...,km)
n (ϕ(t), x + ρn) = o(n−i).

Раскрывая ϕ(t) и учитывая, что M[m](k1 ,...,km)
n ((t−x)η, x+ρn) = ρ

η
n+O(n−2m−1), получим

M[m](k1 ,...,km)
n ( f (t), x + ρn) = f (x) +

i−1∑
η=1

f η(x)ρηn + (−1)i
1
i!

f (i)
− (x)Φi(ρ)n−i+

+
1
i!

f (i)
+ (x)ρi

n − (−1)i
1
i!

f (i)
+ (x)Φi(ρ)n−i + o(n−i).

Поскольку

f (x + ρn) = f (x) +
i−1∑
η=1

1
η!

f (η)(x)ρηn +
1
i!

f (i)
+ (x)ρi

n + o(n−i),

получаем (1.2). Теорема доказана.

4. Некоторые свойства функций Φi(ρ)

Считаем (в общем случае), что каким— либо образом зафиксированы m и{
k j

}m
j=1
, 0 < k1 < . . . < km (все параметры целые) и для целого положительного

i � 2m функция Φi(ρ) определена согласно (1.3).
Предложение 1. При i > 1 имеет место равенство

Φ
′

i(ρ) = −2iΦi−1(ρ). (4.1)

Доказательство. Обозначим Ei(ρ) = (2iπ2m−1
m∏
j=1

(k j)2)−1Φi(ρ).

Пусть c > kmπ (c не зависит от ρ). Положим

Ei(ρ, c) =

c∫
ρ

(1 − ρ
t
)i

ti−2 sin2 tdt
m∏
j=1

(π2k2
j − t2)

. (4.2)
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При условии ρ < c найдем производную от Ei(ρ, c) по ρ, используя известные
правила дифференциирования интеграла, зависящего от параметра.

Имеем

dEi(ρ, c)
dρ

= −i

c∫
ρ

(1 − ρ
t
)i−1 ti−3 sin2 tdt

m∏
j=1

(π2k2
j − t2)

+ c
′

ρ(1 −
ρ

c
)i

ci sin2 c
m∏
j=1

(π2k2
j − c2)

−

−ρ′ρ(1 −
ρ

ρ
)i
ρi−2 sin2 ρ

m∏
j=1

(π2k2
j − ρ2)

= −i

c∫
ρ

(1 − ρ
t
)i−1 ti−3 sin2 tdt

m∏
j=1

(π2k2
j − t2)

.

При c → ∞ (имея в виду (4.2)) получим

dEi(ρ)
dt

= −i

∞∫
ρ

(1 − ρ
t
)i−1 ti−3 sin2 tdt

m∏
j=1

(π2k2
j − t2)

.

Отсюда

Φ
′

i(ρ) = −i2iπ2m−1
m∏
j=1

(k j)2
∞∫
ρ

(1 − ρ
t
)i−1 ti−3 sin2 tdt

m∏
j=1

(π2k2
j − t2)

. (4.3)

Но

Φi−1(ρ) = 2i−1π2m−1
m∏
j=1

(k j)
2

∞∫
ρ

(1 −
ρ

t
)i−1 ti−3 sin2 tdt

m∏
j=1

(π2k2
j − t2)

. (4.4)

Сравнивая (4.3) и (4.4) получим (4.1).
Предложение 1 доказано.
Для того, чтобы распространить (4.1) на случай i = 1, формально определим

Φ0(ρ) = π2m−1
m∏
j=1

(k j)2
∞∫
ρ

sin2 tdt

t2
m∏
j=1

(π2k2
j − t2)

.

Предложние 2. При i > 0 имеет место равенство

Φ2i(0) = 0. (4.5)

Доказательство. Известно (см., в частности, [5]), что (при i � m)

M[m](k1 ,...,km)
n (t2i, 0) = J(2i)n−2i + o(n−2i), (4.6)

где в данном случае J(2i) = 2Φ2i(0).
Но, с другой стороны, известно, что при любом целом i > 0 выполняется

M[m](k1 ,...,km)
n (t2i, 0) = O(n−2m−1). (4.7)

(См. [3], мы уже ссылались ранее на этот факт).
Равенства (4.6) и (4.7) могут одновременно выполнятся только в том случае,

если выполнено (4.5).
Предложение 2 доказано.
Отметим без доказательства довольно очевидное свойство функций Φi(ρ) и

Φ
′

i(ρ).
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При любом m > 0 и при 0 < i < 2m + 1

lim
ρ→∞
Φi(ρ) = lim

ρ→∞
Φ

′

i(ρ) = 0. (4.8)

Рассмотрим отдельно случай m = 1.
Тогда определяющий Φi(ρ) интеграл сходится (при ρ > 0) в случаях i = 1, 2. Со-

вокупность параметров
{
k j

}
состоит из одного числа k1, которое будем обозначать

просто k (без индекса).
Предложение 3. При m = 1 и любом допустимом значении k выполняется

неравенство Φ1(0) > 0.

Доказательство. Согласно (4.5) Φ2(0) = 4πk2
∞∫
0

sin2 tdt
π2k2−t2 = 0.

Определим функцию W(t) равенством W(t) = 4πk2 sin2 t
t(π2k2−t2) . Тогда Φ1(0) =

= 1
2

∞∫
0

W(t)dt, Φ2(0) =
∞∫
0

tW(t)dt.

По теореме о среднем имеем
kπ∫

0

tW(t)dt = ξ1

kπ∫
0

W(t)dt, ξ1 ∈ (0, kπ).

На (kπ,∞) выполняется W(t) � 0 (равенство только в точках t = pπ, p > k –
целое).

Отсюда
∞∫

kπ

tW(t)dt = ξ2

∞∫
kπ

W(t)dt, при этом ξ2 > ξ1. Учитывая, что Φ2(0) =

=
∞∫
0

tW(t)dt = 0, имеем ξ1

kπ∫
0

W(t)dt = −ξ2

∞∫
kπ

W(t)dt. Так как ξ2 > ξ1, получим

kπ∫
0

W(t)dt > −
∞∫

kπ

W(t)dt. Отсюда Φ1(0) > 0.

Предложение 3 доказано.
Выпишем для случая m = 1 функции Φ2(ρ), Φ1(ρ), Φ0(ρ):

Φ2(ρ) = 4πk2

∞∫
ρ

(1 − ρ
t
)2

sin2 tdt
π2k2 − t2

,

Φ1(ρ) = 2πk2

∞∫
ρ

(1 − ρ
t
)

sin2 tdt
t(π2k2 − t2)

,

Φ0(ρ) = πk
2

∞∫
ρ

sin2 tdt
t2(π2k2 − t2)

.

Исследуем поведение Φ1(ρ).
Мы установили, что Φ1(0) > 0. Известно (см., в частности, [5]), что Φ0(0) = 1

2 .
Следовательно, Φ′

1(0) < 0. Далее, Φ0(ρ) меняет знак с плюса на минус в некоторой
точке ρ0 < kπ, при этом Φ0(ρ) > 0 при ρ ∈ [0, ρ0), Φ0(ρ) < 0 при ρ ∈ (ρ0,∞).

Отсюда (так как 2Φ0(ρ) = −Φ′

1(ρ)), Φ1(ρ) убывает на [0, ρ0], возрастает на
[ρ0,∞), в точке ρ = ρ0 функция Φ1(ρ) имеет минимум. Кроме того, Φ1(ρ0) < 0.
И, отсюда получаем, что Φ1(ρ) меняет знак с плюса на минус в некоторой точке
ρ1 < ρ0.
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Из выше изложенного можно извлечь следующую информацию о Φ2(ρ): 1)
Φ2(ρ) < 0 при ρ ∈ (0,∞), 2) в точке ρ = ρ1 функция Φ2(ρ) имеет минимум, убывает
на [0, ρ1], возрастает на [ρ1,∞).
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