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ДИАГОНАЛЬНО НЕПРЕРЫВНЫЕ
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ МЕР1

© 2007 В.А.Алякин, Д.Э.Клепнев2

Введено понятие диагональной непрерывности последовательности мер и
получен критерий равностепенной абсолютной непрерывности двух последо-
вательностей мер. Этот критерий можно рассматривать как секвенциальный
аналог известной теоремы об эквивалентности абсолютной непрерывности и
нуль-непрерывности для двух мер.

Введение

В работах [1–3] в связи с исследованием вопроса о предельном переходе под
знаком интеграла, когда меняются не только подынтегральная функция, но и
интегрирующая мера, Г.Я.Арешкиным и В.М.Климкиным было введено понятие
равностепенной абсолютной непрерывности (РАН) двух последовательностей мер.

Простейшие примеры (в частности, если ∀k ∈ � ϕk = λ, ψk =
1
k λ, где λ — ме-

ра Лебега на отрезке) показывают, что в общем случае РАН последовательности
мер {ϕk}k относительно последовательности мер {ψk}k не имеет места. В работах
[4–6] было введено понятие диагональности последовательности {ψk}k и показано,
что при некоторых естественных ограничениях на последовательность {ϕk}k оно
является достаточным для РАН последовательности {ϕk}k относительно последо-
вательности {ψk}k.

Понятие диагональности не охватывает, однако, такой простой случай последо-

вательности мер, как
{

1
k
λ

}
k

, где λ — мера Лебега на отрезке. В настоящей работе

вводится понятие диагональной непрерывности последовательности мер {ψk}k, ко-
торое отчасти восполняет этот пробел. При условии, что последовательность {ψk}k
диагонально непрерывна, получен критерий для РАН последовательности {ϕk}k
относительно последовательности {ψk}k. Этот критерий можно рассматривать как
секвенциальный аналог известной теоремы об эквивалентности абсолютной непре-
рывности и нуль-непрерывности для двух мер.

Следует заметить, что свойство диагональной непрерывности последователь-
ности мер никак не связано с известным свойством семейства мер иметь базис
или контрольную субмеру (см. [7, 8]). Действительно, всякое счетное семейство
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мер имеет базис (см., например, [8]), в то время как имеются примеры последова-
тельностей мер, не являющихся диагонально непрерывными (см. ниже примеры
(7)–(8)).

1. Определения и обозначения

Пусть X — некоторое множество, R ⊂ 2X — кольцо его подмножеств,
� = (−∞,+∞] и �+ = [0,+∞]. Всюду, где не указано иное, в работе рассматри-
ваются функции множества ϕ : R → �, удовлетворяющие условию ϕ(∅) = 0.

Конечно-аддитивная функция множества называется мерой. Неотрицательная
монотонная конечно-полуаддитивная функция множества называется субмерой.
Функция множества s(ϕ) : R → �+, где

∀E ∈ R s(ϕ)(E) = sup
{
|ϕ(F)| : F ∈ R ∩ 2E}

,

называется супремацией функции множества ϕ.
Как известно (см., например, [9]), для всякой меры ϕ ее супремация s(ϕ) яв-

ляется субмерой, ее полная вариация v(ϕ) — мерой, при этом справедливы нера-
венства

∀E ∈ R |ϕ(E)| � s(ϕ)(E) � v(ϕ)(E) � 2 s(ϕ)(E). (1.1)

Определение 1.1. Функция множества ϕ называется абсолютно непрерывной от-
носительно функции множества ψ (обозначение: ϕ� ψ), если

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀E ∈ R s(ψ)(E) < δ⇒ |ϕ(E)| < ε.

Если ϕ� ψ и ψ� ϕ, то функции множества ϕ и ψ называются эквивалентными
(обозначение: ϕ ∼ ψ).

Определение 1.2. Последовательность функций множества {ϕk}k называется
равностепенно абсолютно непрерывной (РАН) относительно последовательности
функций множества {ψk}k (обозначение: {ϕk}k ≪ {ψk}k), если

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀E ∈ R ∀k ∈ � s(ψk)(E) < δ⇒ |ϕk(E)| < ε.

Определение 1.3. Функция множества ϕ называется нуль-непрерывной относи-
тельно функции множества ψ, если

∀E ∈ R s(ψ)(E) = 0 ⇒ ϕ(E) = 0.

Известна следующая теорема (см., например, [10, с. 157]), связывающая абсо-
лютную непрерывность и нуль-непрерывность.

Теорема 1.4. Пусть R — σ-кольцо, субмера ϕ непрерывна сверху на ∅, субмера
ψ σ-полуаддитивна. Субмера ϕ абсолютно непрерывна относительно субмеры ψ

тогда и только тогда, когда ϕ нуль-непрерывна относительно ψ.

В настоящей работе получен аналог этого утверждения для РАН последова-
тельности мер {ϕk}k относительно последовательности мер {ψk}k при условии диа-
гональной непрерывности последовательности мер {ψk}k.
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2. Диагонально непрерывные последовательности
мер

В этом параграфе дается определение диагональной непрерывности последо-
вательности мер и изучаются основные свойства таких последовательностей.

Определение 2.1. Последовательность функций множества {ϕk}k называется диа-
гонально непрерывной, если существует субмера ϕ, удовлетворяющая следующим
двум условиям:

(ДН1) для всякой последовательности множеств {Ek}k ⊂ R из

lim
k→∞

s(ϕk)(Ek) = 0

следует
lim
k→∞

ϕ(Ek) = 0;

(ДН2) для всякого множества E ∈ R из ϕ(E) = 0 следует

lim
k→∞

s(ϕk)(E) = 0.

Субмеру ϕ будем называть подходящей субмерой.

Замечание 2.2. В работе [5] рассматривался частный случай, когда {ϕk}k — по-
следовательность субмер, сходящаяся поточечно к подходящей субмере ϕ: ∀E ∈
R limk→∞ ϕk(E) = ϕ(E).

Замечание 2.3. В случае, когда функции множества последовательности {ϕk}k —
меры, в силу неравенств (1.1) в определении 2.1 можно супремации заменить пол-
ными вариациями.

Теорема 2.4. Если последовательность функций множества {ϕk}k является диа-
гонально непрерывной с подходящей субмерой ϕ, то и всякая ее подпоследова-
тельность {ϕmk }k также будет диагонально непрерывной с подходящей субмерой
ϕ.

Доказательство. Пусть M = {mk}k ⊂ � — некоторая возрастающая последо-
вательность номеров и пусть {Ek}k ⊂ R — такая последовательность множеств,
что limk→∞ s(ϕmk )(Ek) = 0. Положим ∀m ∈ M Fm = Em и ∀m ∈ � \ M Fm = ∅.
Получим такую последовательность множеств {Fk}k ⊂ R, что limk→∞ s(ϕk)(Fk) =
= limk→∞ s(ϕmk )(Ek) = 0. В силу условия (ДН1) получаем limk→∞ ϕ(Fk) = 0, откуда
limk→∞ ϕ(Ek) = limk→∞ ϕ(Fmk ) = 0. Следовательно, для подпоследовательности {ϕmk }k
и субмеры ϕ выполнено условие (ДН1). Справедливость условия (ДН2) проверя-
ется тривиально. Лемма доказана.

Замечание 2.5. Ясно, что если ϕ — подходящая субмера, то и всякая эквива-
лентная ей субмера ψ также будет подходящей, В частности, если c > 0, то субме-
ра ψ = cϕ является подходящей. Таким образом, если существует нетривиальная
подходящая субмера, она не единственная подходящая субмера. Как показыва-
ет следующая теорема, если существует тривиальная подходящая субмера, она
является единственной подходящей.

Теорема 2.6. Пусть {ϕk}k — диагонально непрерывная последовательность функ-
ций множества, а ϕ и ψ — подходящие субмеры. Тогда субмера ϕ нуль-непрерывна
относительно субмеры ψ (и наоборот).
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Доказательство. Пусть E ∈ R и ϕ(E) = 0. Тогда в силу условия (ДН2)
limk→∞ s(ϕk)(E) = 0, откуда в силу условия (ДН1) (полагая ∀k ∈ � Ek = E) по-
лучаем ψ(E) = 0. Теорема доказана.

Лемма 2.7. Пусть {ϕk}k — диагонально непрерывная последовательность функций
множества и ϕ — подходящая субмера. Если последовательность множеств {Ek}k ⊂
R такова, что

∀m ∈ � lim
k→∞

s(ϕm)(Ek) = 0, (2.1)
то

lim
k→∞

ϕ(Ek) = 0. (2.2)

Доказательство. Предположим противное, что для некоторой последовательно-
сти множеств {Ek}k ⊂ R выполняется (2.1), но не (2.2). Тогда найдутся такие ε > 0
и подпоследовательность {E′

k}k последовательности {Ek}k, что ∀k ∈ � ϕ(E′
k) � ε.

Так как limk→∞ s(ϕ1)(E′
k) = 0, то существует такой номер p1, что s(ϕ1)(E′

p1
) < 1.

Допустим, что m � 1, и уже найдены такие номера p1 < p2 < · · · < pm, что

∀k ∈ {1, . . . ,m} s(ϕk)(E′
pk

) <
1
k
. Так как limk→∞ s(ϕm+1)(E′

k) = 0, то существует такой

номер pm+1 > pm, что s(ϕ1)(E′
pm+1

) <
1

m + 1
.

Таким образом получаем построенную по индукции такую возрастающую по-

следовательность номеров {pk}k ⊂ �, что ∀k ∈ � s(ϕk)(E′
pk

) <
1
k
. Но ∀k ∈ � ϕ(E′

pk
) �

ε. Получили противоречие с условием (ДН1). Лемма доказана.

Теорема 2.8. Пусть {ϕk}k — диагонально непрерывная последовательность функ-
ций множества и ϕ — подходящая субмера.

1) Если все функции ϕk являются исчерпывающими (то есть сходящимися к
нулю на всякой дизъюнктной последовательности множеств), то и субмера
ϕ является исчерпывающей.

2) Если все функции ϕk обладают непрерывными сверху на пустом множестве
супремациями, то и субмера ϕ является непрерывной сверху на пустом мно-
жестве.

3) Если R — σ-кольцо, {ϕk}k — последовательность конечных σ-аддитивных мер
на R, то субмера ϕ является непрерывной сверху на пустом множестве.

Доказательство. Утверждения теоремы непосредственно следуют из леммы 2.7
в силу условия (ДН1).

Теорема 2.9. Пусть R — σ-кольцо, {ϕk}k — диагонально непрерывная последова-
тельность конечных σ-аддитивных мер. Если ϕ и ψ — подходящие субмеры, то
ϕ ∼ ψ.

Доказательство. При сделанных предположениях супремации {s(ϕk)}k непрерыв-
ны сверху на ∅, следовательно, в силу теоремы 2.8 субмеры ϕ и ψ также непре-
рывны сверху на ∅, значит, в силу теоремы 1.4 ϕ � ψ тогда и только тогда,
когда ϕ нуль-непрерывна относительно ψ. Последнее в силу теоремы 3.6 выпол-
нено. Таким образом, теорема доказана.

Теорема 2.10. Пусть R — σ-кольцо, {ϕk}k — последовательность конечных неот-
рицательных σ-аддитивных мер, причем для всякого множества E ∈ R последова-
тельность {ϕk(E)}k сходится к конечному пределу ϕ(E). Последовательность мер
{ϕk}k диагонально непрерывна тогда и только тогда, когда субмера ϕ подходящая.
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Доказательство. Достаточность очевидна. Докажем необходимость. Пусть после-
довательность {ϕk}k диагонально непрерывна, ψ — подходящая субмера. Возьмем
такое множество E ∈ R, что ψ(E) = 0. Тогда в силу условия (ДН2) limk→∞ ϕk(E) =
= 0, следовательно, в силу условия (ДН1) ϕ(E) = 0. Таким образом, субмера ϕ
нуль-непрерывна относительно субмеры ψ. Поскольку, в силу теоремы Никоди-
ма (см., например, [9, с. 320]), ϕ является непрерывной сверху на ∅ мерой, то
из теоремы 2.4 следует, что ϕ � ψ, поэтому субмера ϕ удовлетворяет условию
(ДН1). Очевидно, что условие (ДН2) также выполняется. Таким образом, ϕ яв-
ляется подходящей субмерой. Теорема доказана.

3. Примеры

В этом параграфе рассматриваются примеры диагонально непрерывных после-
довательностей мер. В случае, когда условия теоремы 2.10 выполнены, рассмат-
риваемое в настоящей работе понятие диагональной непрерывности совпадает с
рассмотренным в работе [5]. Поэтому наибольший интерес представляют случаи,
когда условия теоремы 2.10 нарушаются. Такие случаи рассмотрены в примерах
3.3–3.6.

Пример 3.1. Пусть {ϕk}k — последовательность субмер, причем для всякого мно-
жества E ∈ R последовательность {ϕk(E)}k не возрастает. Тогда последовательность
{ϕk}k диагонально непрерывна. В качестве субмеры ϕ можно взять предельную
субмеру

∀E ∈ R ϕ(E) = lim
k→∞

ϕk(E).

Пример 3.2. Пусть {ϕk}k — такая последовательность субмер, что

∀E ∈ R lim
k→∞

ϕk(E) = 0.

Тогда последовательность {ϕk}k диагонально непрерывна. В качестве подходящей
субмеры можно взять предельную субмеру ϕ = 0 и, в силу теоремы 2.6, только
ее.

Пример 3.3. Пусть {ϕk}k — последовательность конечных мер, равномерно сходя-
щаяся на кольце R к мере ϕ. Тогда последовательность {ϕk}k диагонально непре-
рывна, подходящей субмерой будет s(ϕ).

В самом деле, в силу равномерной сходимости имеем

∀ε > 0 ∃n ∈ � ∀k � n ∀E ∈ R |ϕk(E) − ϕ(E)| < ε,

следовательно

∀ε > 0 ∃n ∈ � ∀k � n ∀E ∈ R

{
|ϕk(E)| < |ϕ(E)| + ε,
|ϕ(E)| < |ϕ(E)k| + ε,

откуда

∀ε > 0 ∃n ∈ � ∀k � n ∀E ∈ R

{
s(ϕk)(E) � s(ϕ)(E) + ε,
s(ϕ)(E) � s(ϕk)(E) + ε.

(3.1)

Пусть последовательность множеств {Ek}k ⊂ R такова, что

lim
k→∞

s(ϕk)(Ek) = 0.
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Возьмем ε > 0. Тогда ∃n1 ∈ � ∀k � n1 s(ϕk)(Ek) <
ε

2
, при этом в силу (3.1) ∃n2 ∈

� ∀k � n2 s(ϕ)(Ek) < s(ϕk)(Ek)+
ε

2
. Положим n = max{n1, n2}. Тогда ∀k � n s(ϕ)(Ek) < ε,

что в силу произвольности ε означает, что

lim
k→∞

s(ϕ)(Ek) = 0.

Таким образом, условие (ДН1) выполнено.
Проверим условие (ДН2). Пусть множество E ∈ R таково, что s(ϕ)(E) = 0.

Возьмем ε > 0. Тогда в силу (3.1) ∃n ∈ � ∀k � n s(ϕk)(E) < s(ϕ)(E) + ε = ε. В силу
произвольности ε это означает

lim
k→∞

s(ϕk)(E) = 0.

Таким образом субмера s(ϕ) является подходящей для последовательности
{ϕk}k.

Пример 3.4. Пусть X = [0,+∞), R — σ-алгебра лебеговых подмножеств X. Пусть
λ — мера Лебега на X. Положим ∀k ∈ � ∀E ∈ R ϕk(E) = λ(E ∩ [0, k]). Тогда

∀E ∈ R lim
k→∞

ϕk(E) = λ(E).

Положим ∀k ∈ � Ek = [k, k + 1]. Тогда

lim
k→∞

ϕk(Ek) = 0, но lim
k→∞

λ(Ek) = 1.

Таким образом, предельная субмера λ не является подходящей. В то же время
мера

∀E ∈ R ϕ(E) =
∫

E
e−x dx

является подходящей субмерой. В самом деле, пусть последовательность множеств
{Ek}k ⊂ R такова, что

lim
k→∞

ϕk(Ek) = 0. (3.2)

Тогда

ϕ(Ek) =
∫

Ek∩[0,k]
e−x dx +

∫
Ek∩(k,+∞)

e−x dx �

� λ(Ek ∩ [0, k]) +
∫

(k,+∞)
e−x dx = ϕk(Ek) + e−k,

откуда в силу (3.2) получаем
lim
k→∞

ϕ(Ek) = 0.

Если же для некоторого множества E ∈ R ϕ(E) = 0, то λ(E) = 0, следовательно,
∀k ∈ � ϕk(E) = 0. Таким образом, ϕ является подходящей субмерой, при этом она
не эквивалентна предельной субмере λ.

Пример 3.5. Пусть λ — мера Лебега на отрезке [0, 1] и {ck}k — некоторая неубы-
вающая положительная (не обязательно ограниченная) числовая последователь-
ность. Положим ∀k ∈ � ϕk = ckλ. Тогда последовательность {ϕk}k диагонально
непрерывна. В качестве субмеры ϕ можно взять ϕ = λ.

Пример 3.6. Пусть λ — мера Лебега на отрезке [0, 1], [a, b] ⊂ (0,+∞) и {ck}k ⊂
[a, b] — некоторая числовая последовательность. Положим ∀k ∈ � ϕk = ckλ. Тогда
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последовательность {ϕk}k — диагонально непрерывна. В качестве субмеры ϕ мож-
но взять ϕ = λ. При этом, если последовательность {ck}k расходится, предельная
субмера не существует.

Приведем примеры последовательностей функций множества, не являющихся
диагонально непрерывными.

Пример 3.7. Пусть λ — мера Лебега на отрезке [0, 1]. Положим ∀k ∈ � ϕk =

= k(−1)kλ. Тогда последовательность {ϕk}k не является диагонально непрерывной.
В самом деле, предположим, что существует подходящая субмера ϕ. Рассмотрим
последовательность множеств {Ek}k, в которой E1 = E3 = E5 = · · · = [0, 1] и E2 =

= E4 = E6 = · · · = ∅. Тогда
lim
k→∞

ϕk(Ek) = 0,

откуда в силу условия (ДН1)
lim
k→∞

ϕ(Ek) = 0.

Тогда ϕ([0, 1]) = 0, но последовательность {ϕk([0, 1])}k при этом расходится. Полу-
чаем противоречие с условием (ДН2). Отметим, что предельная субмера не су-
ществует.

Пример 3.8. Пусть X = [0,π], R — σ-алгебра лебеговых подмножеств X. Положим

∀k ∈ � ∀E ∈ R ϕk(E) =
∫

E
(1 + sgn sin kx) dx.

Тогда
∀E ∈ R lim

k→∞
ϕk(E) = λ(E). (3.3)

Положим
∀k ∈ � Ek = {x ∈ [0, 1] : sin kx < 0}.

Тогда
lim
k→∞

ϕk(Ek) = 0,

но
lim
k→∞

λ(Ek) =
1
2
.

Таким образом предельная субмера существует, но не является подходящей. В си-
лу теоремы 3.10 последовательность {ϕk}k не является диагонально непрерывной.

4. Равностепенная абсолютная непрерывность двух
последовательностей мер

Основным результатом работы является следующая теорема.

Теорема 4.1. Пусть R — δ-кольцо, {ϕk}k — равномерно исчерпывающая после-
довательность конечных σ-аддитивных мер, {ψk}k — диагонально непрерывная по-
следовательность мер, причем ∀k ∈ � ϕk � ψk. Тогда последовательность {ϕk}k
равностепенно абсолютно непрерывна относительно последовательности {ψk}k то-
гда и только тогда, когда

∀E ∈ R lim
k→∞

s(ψk)(E) = 0 ⇒ lim
k→∞

s(ϕk)(E) = 0. (4.1)
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Лемма 4.2. [6] Пусть {ϕk}k и {ψk}k — последовательности функций множеств. Ес-
ли ∀k ∈ � ϕk � ψk, то {ϕk}k ≪ {ψk}k тогда и только тогда, когда для всякой
последовательности множеств {Ek}k ⊂ R из того, что

lim
k→∞

s(ψk)(Ek) = 0,

следует
lim
k→∞

ϕk(Ek) = 0.

Лемма 4.3. Пусть {ϕk}k — равномерно исчерпывающая последовательность суб-
мер. Пусть ε > 0 и {Ek}k ⊂ R — такая последовательность множеств, что ∀k ∈
� ϕk(Ek) � 2ε. Тогда существуют такая возрастающая последовательность номеров
{pk}k ⊂ � (p0 = 1) и такая невозрастающая последовательность множеств {Fk}k ⊂ R,
что

∀k ∈ � Fk ⊂
pk−1⋃
j=pk−1

E j

и
∀k ∈ � ∀m � pk ϕm(Fk) � ε.

Доказательство. Отметим, что, по существу, это утверждение доказано в работе
[11]. Для полноты изложения приведем доказательство полностью. Положим p0 =

= 1, F0 = X, ∀k � p0 E0
k = Ek ∩ F0. Получаем {Ek}k�p0

⊂ R, причем

∀k � p0 ϕk(E0
k) � 2ε � ε.

В силу того, что последовательность субмер {ϕk}k равномерно исчерпывающая,

∃p1 > p0 ∀k � p1 ϕk

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝E0
k \

p1−1⋃
j=p0

E0
j

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ < ε21
.

Положим

F1 =

p1−1⋃
j=p0

E0
j ∈ R.

Тогда

F1 ⊂
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝p1−1⋃

j=p0

E j

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∩ F0

и
∀k � p1 ϕk(F1) � ϕk(E0

k ∩ F1) � 2ε − ε

21
.

Положим ∀k � p1 E1
k = E0

k ∩ F1. Получаем {E1
k }k�p1

⊂ R, причем

∀k � p1 ϕk(E1
k ) � 2ε − ε

21
� ε.

Аналогично

∃p2 > p1 ∀k � p2 ϕk

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝E1
k \

p2−1⋃
j=p1

E1
j

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ < ε22
.

Положим

F2 =

p2−1⋃
j=p1

E1
j ∈ R.
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Тогда

F2 ⊂
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝p2−1⋃

j=p1

E j

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∩ F1

и
∀k � p2 ϕk(F2) � ϕk(E

1
k ∩ F2) � 2ε −

ε

21
−
ε

22
.

Положим ∀k � p2 E2
k = E1

k ∩ F2. Получаем {E2
k }k�p2

⊂ R, причем

∀k � p2 ϕk(E2
k ) � 2ε − ε

21
− ε

22
� ε.

И так далее. В результате этого индуктивного процесса получаем искомые по-
следовательности. Лемма доказана.

Доказательство теоремы. Необходимость очевидна. Докажем достаточность.
Предположим противное, что (4.1) выполняется, а РАН — нет. Тогда в силу лем-
мы 5.2 найдутся ε > 0, последовательность множеств {Ek}k ⊂ R и возрастающая
последовательность номеров {mk}k такие, что

lim
k→∞

s(ψmk )(Ek) = 0

и
∀k ∈ � |ϕmk (Ek)| > ε.

Пусть ψ — подходящая субмера для последовательности {ψk}k. В силу теоремы
2.4 имеем

lim
k→∞

ψ(Ek) = 0,

следовательно, существует такая возрастающая последовательность номеров {nk}k,
что

∞∑
k=1

ψ(Enk ) < +∞,

при этом
∀k ∈ � |ϕmnk

(Enk )| > ε.
Поэтому, переходя, если нужно, к подпоследовательности, будем считать, что

∞∑
k=1

ψ(Ek) < +∞ и ∀k ∈ � |ϕk(Ek)| > ε.

В силу леммы 4.3 существуют такие возрастающая последовательность номеров
{pk}k и невозрастающая последовательность множеств {Fk}k ⊂ R, что

∀k ∈ � Fk ⊂
pk−1⋃
j=pk−1

E j

и
∀k ∈ � ∀m � pk s(ϕm)(Fk) >

ε

2
.

В частности,
∀k ∈ � s(ϕpk )(Fk) >

ε

2
.

Положим

G =
∞⋂

k=1

Fk.
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Так как в силу полуаддитивности

lim
k→∞

ψ(Fk) = 0,

то ψ(G) = 0, откуда в силу условия ДН2 получаем

lim
k→∞

s(ψk)(G) = 0.

Тогда по условию теоремы
lim
k→∞

s(ϕk)(G) = 0.

Тогда
∃n ∀k � n s(ϕk)(G) <

ε

4
и, следовательно, в силу полуаддитивности

∀k � n s(ϕpk )(Fk \G) >
ε

4
.

Однако последовательность {s(ϕk)}k на σ-алгебре R ∩ 2F1 равномерно непрерывна
сверху на ∅ (см., например, [10]), в силу чего должно выполняться

lim
k→∞

s(ϕpk )(Fk \G) = 0.

Противоречие. Теорема доказана.
Приведем пример, показывающий, что условие диагональной непрерывности в

теореме 4.1 является необходимым.

Пример 4.4. Пусть ∀k ∈ � ϕk = λ, ψk = k(−1)kλ, где λ — мера Лебега на отрезке
[0, 1]. Тогда условия теоремы 5.1 выполнены, за исключением диагональной непре-
рывности последовательности {ψk}k (см. пример 4.7). При этом легко видеть, что
свойство {ϕk}k ≪ {ψk}k не выполняется.

В заключение приведем пример, показывающий, что в (4.1) условие
limk→∞ s(ϕk)(E) = 0 нельзя заменить более слабым limk→∞ ϕk(E) = 0.

Пример 4.5. Пусть X = [0,π], R — σ-алгебра лебеговых подмножеств X. Положим

∀k ∈ � ∀E ∈ R ϕk(E) =
∫

E
sgn sin kx dx

и
∀k ∈ � ψk(E) =

1
k
λ(E).

Тогда {ϕk}k — равномерно исчерпывающая последовательность конечных
σ-аддитивных мер, {ψk}k — диагонально непрерывная последовательность мер,
причем ∀k ∈ � ϕk � ψk. Также

∀E ∈ R lim
k→∞

s(ψk)(E) = 0 ⇒ lim
k→∞

ϕk(E) = 0,

поскольку
∀E ∈ R lim

k→∞
ϕk(E) = 0.

Однако {ϕk}k ≪ {ψk}k не выполняется, поскольку

∀k ∈ � s(ϕk)(X) = π,

но
∀k ∈ � s(ψk)(X) =

π

k
.
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