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РАЗРЕШИМОСТЬ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ
2n -ГО ПОРЯДКА С МЕНЯЮЩИМСЯ НАПРАВЛЕНИЕМ

ЭВОЛЮЦИИ

© 2007 C.В.Попов, C.В.Потапова1

В работе рассматриваются параболические уравнения 2n -го порядка с
меняющимся направлением эволюции, связанные с применением теории син-
гулярных интегральных уравнений. Устанавливается разрешимость краевых
задач в пространствах Гельдера. Показано, что гельдеровские классы их
решений существенно зависят как от форм условий склеивания при выпол-
нении необходимых и достаточных условий на данные задачи, так и от неце-
лого показателя.

В краевых задачах для строго параболических уравнений гладкость началь-
ных и граничных данных без дополнительных условий на данные задачи полно-
стью определяет принадлежность решения гельдеровским пространствам. В слу-
чае уравнений с меняющимся направлением эволюции гладкость начальных и гра-
ничных данных не обеспечивает принадлежность решения таким пространствам.
Применение теории сингулярных уравнений дает возможность наряду с гладко-
стью данных задачи указать дополнительно необходимые и достаточные условия,
обеспечивающие принадлежность решения пространствам Hp,

x
p/2n
t при p � 2n . Бо-

лее того, применением единого подхода при общих условиях сопряжения (скле-
ивания) для таких уравнений удается показать, что нецелый показатель p − [p]
пространства Hp,

x
p/2n
t может существенно влиять как на количество условий раз-

решимости, так и на гладкость искомого решения уравнения:

sgn x ut = Lu, (1)

где

Lu =
∂n

∂xn

(
k(x, t)

∂nu
∂xn

)
+ c(x, t)u,

k(x, t) � δ > 0, c(x, t) � 0.

Решение уравнения (1) ищется из пространства Гельдера Hp,p/2n
x t , p = 2nl + γ ,

0 < γ < 1 . удовлетворяющее следующим начальным условиям

u(x, 0) = ϕ1(x), x > 0, u(x, T ) = ϕ2(x), x < 0 (2)

и условиям склеивания

∂ku

∂xk
(−0, t) = σk

∂ku

∂xk
(+0, t) (k = 0, . . . , 2n − 1), (3)
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где σk — действительные постоянные, l � 1 — целое число.
Большое число работ посвящено изучению таких уравнений при n = 1 (см.

[4] и имеющуюся там библиографию).
Рассматриваются параболические уравнения 2n –го порядка (n � 2) с меня-

ющимся направлением эволоции, связанные с применением теории сингулярных
интегральных уравнений [4, 5], а также систем этих уравнений [6].

Общие условия сопряжения для параболических уравнений четвертого поряд-
ка были исследованы в работах [17, 18] и для них были найдены зависимости
показателей гельдеровских пространств от весовых функций склеивания. В част-
ности, было замечено, что при p − [p] � 1 − 4θ(σk) > 0 гладкость решения не
повышается с увеличением гладкости входных начальных данных.

Центральным местом данной работы является явное представление условий
2nl -разрешимости

Ls(ϕ1,ϕ2) = 0, s = 1, . . . , 2nl (4)

для краевых задач (1)—(3), когда n — произвольное натуральное число. Для дока-
зательства 2nl -разрешимости при n = 2 и n = 3 необходимо рассмотрение общих
условий склеивания, более того, находится зависимость показателей гельдеровских
пространств от весовых функций склеивания, а при n � 4 , оказалось, достаточ-
но рассмотрения на линии раздела непрерывных условий склеивания, включая
2n − 1 -ую производную (случай σk = 1 ).

Уравнения четвертого порядка. Для удобства вместо уравнения (1) в об-
ласти Q+ = �+ × (0, T ) будем рассматривать систему уравнений

u1
t = Lu1, −u2

t = Lu2
(
L ≡ − ∂

4

∂x4

)
. (5)

Решение системы уравнений ищется из пространства Гельдера Hp,p/4
x t , p = 4l+

+ γ , 0 < γ < 1 , удовлетворяющее следующим начальным условиям

u1(x, 0) = ϕ1(x), u2(x, T ) = ϕ2(x), x > 0, (6)

и условиям склеивания

∂ku

∂xk
(−0, t) = σk(−1)k

∂ku

∂xk
(+0, t) (k = 0, 1, 2, 3). (7)

Будем предполагать, что ϕi(x) ∈ Hp(�) (i = 1, 2) . Тогда функции

ω1(x, t) =
1
π

∫
�

U0(x, t; ξ, 0)ϕ1(ξ) dξ, ω2(x, t) =
1
π

∫
�

U0(ξ, T ; x, t)ϕ2(ξ) dξ,

являются решениями уравнений (5), удовлетворяющими условиям (6) в � . Будем
пользоваться интегральным представлением решения для системы уравнений
(5):

u1(x, t) =

t∫
0

U0(x, t; 0, τ)α0(τ) dτ +

t∫
0

U1(x, t; 0, τ)α1(τ) dτ + ω1(x, t),

u2(x, t) =

T∫
t

U0(0, τ; x, t)β0(τ) dτ +

T∫
t

U2(0, τ; x, t)β1(τ) dτ + ω2(x, t),

(8)

где Ui (i = 0, 1, 2) — фундаментальное и элементарные решения Б.Пини
[1, 7, 8] .
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В силу общих результатов [9, 10] плотности αk , βk (k = 0, 1) должны при-
надлежать пространству Hq (q = p−3

4 ) , причем

α
(s)
k (0) = β(s)

k (T ) = 0 (s = 0, . . . , l − 1). (9)

Из условий склеивания (7) получим систему интегральных уравнений с
операторами Абеля относительно αk , βk⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
4
Γ(

1
4
)

t∫
0

α0(τ) + α1(τ)

(t − τ) 1
4

dτ + ω1(0, t) =
σ0

4
Γ(

1
4
)

T∫
t

β0(τ) + β1(τ)

(τ − t)
1
4

dτ + σ0ω2(0, t),

−1
2
Γ(

1
2
)

t∫
0

α1(τ)

(t − τ) 1
2

dτ − σ1

2
Γ(

1
2
)

T∫
t

β1(τ)

(τ − t)
1
2

dτ + ω1x(0, t) + σ1ω2x(0, t) = 0,

−1
4
Γ(

3
4
)

t∫
0

α0(τ) − α1(τ)

(t − τ) 3
4

dτ + ω1xx(0, t) = −
σ2

4
Γ(

3
4
)

T∫
t

β0(τ) − β1(τ)

(τ − t)
3
4

dτ + σ2ω2xx(0, t),

π

2
(α0(t) + σ3β0(t)) + ω1xxx + σ3ω2xxx = 0.

(10)

Для удобства записи будем считать T = 1 . Из уравнений (10) при помощи
формул обращения оператора Абеля ([4]) получим эквивалентную систему син-
гулярных интегральных уравнений⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

√
2(α0(t) + α1(t)) + σ0(β0(t) + β1(t))−

−σ0

π

1∫
0

(
τ

t
)3/4
β0(τ) + β1(τ)

τ − t
dτ =

d
dt

t∫
0

Φ0(τ)
(t − τ)3/4

dτ,

α1(t) +
σ1

π

1∫
0

(
τ

t
)1/2
β1(τ)
τ − t

dτ = −1
2

d
dt

t∫
0

Φ1(τ)
(t − τ)1/2

dτ,

√
2(α0(t) − α1(t)) − σ2(β0(t) − β1(t))−

−σ2

π

1∫
0

(
τ

t
)1/4
α0(τ) − α1(τ)

τ − t
dτ = − d

dt

t∫
0

Φ2(τ)
(t − τ)1/4

dτ,

α0(t) + σ3β0(t) =
1
2
Φ3(t),

(11)

где

Φ j(t) =
4

πΓ( 1+ j
4 )

(
(−1) jσ j

∂ jω2

∂x j
(0, t) − ∂

jω1

∂x j
(0, t)

)
( j = 0, 1, 2, 3).

Введем обозначения

Fi
0(t) =

∫ t

0

Φ
(i+1)
0 (τ) − Φ(i+1)

0 (0)

(t − τ) 3
4

dτ,

Fi
j(t) =

d
dt

∫ t

0

Φ
(i)
j (τ) −Φ(i)

j (0)

(t − τ)1−
1+ j
4

dτ,

Fi
3(t) = Φ

(i)
3 (t) −Φ(i)

3 (0),

Gi
1(t) =

d
dt

∫ 1

t

Φ
(i)
1 (1) −Φ(i)

1 (τ)

(τ − t)
1
2

dτ

(i = 0, . . . , l − 1, j = 1, 2).
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Так как Φl−1
k ∈ Hqk , qk = 1+

γ − k
4

, то функции Fl−1
k (t) (k = 0, 1, 2, 3) принадлежат

пространству H(1+γ)/4(0, 1) , причем Fl−1
k (t) = O(t(1+γ)/4) для малых t .

Мы доказываем существование решений αi , βi системы уравнений (11) из
пространства Hq (q = (p − 3)/4 , p = 4l + γ , 0 < γ < 1) , удовлетворяющие услови-
ям (9).

Предположим, что функции αi , βi принадлежат искомому пространству. То-
гда из второго и четвертого уравнений системы (11) следует что, для того чтобы
αi(0) = 0 необходимо и достаточно, чтобы

−σ1

π

∫ 1

0

β1(τ)

τ
1
2

dτ =
1
2
Φ1(0), σ3β0(0) =

1
2
Φ3(0). (12)

Из первого и третьего уравнений системы (11) следует выполнение условий

σ0

π

∫ 1

0

β0(τ) + β1(τ)

τ
1
4

dτ = −Φ0(0),
σ2

π

∫ 1

0

β0(τ) − β1(τ)

τ
3
4

dτ = −Φ2(0). (13)

При выполнении условий (12), (13) систему уравнений (11) можно переписать так:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

√
2(α0(t) + α1(t)) + σ0(β0(t) + β1(t))−

−σ0

π

1∫
0

(
t
τ
)1/4
β0(τ) + β1(τ)

τ − t
dτ = 4Φ′0(0)t1/4 + F0

0(t),

α1(t) +
σ1

π

1∫
0

(
t
τ
)1/2
β1(τ)
τ − t

dτ = F0
1(t),

√
2(α0(t) − α1(t)) − σ2(β0(t) − β1(t)) −

σ2

π

1∫
0

(
t
τ
)3/4
β0(τ) − β1(τ)

τ − t
dτ = F0

2(t),

α0(t) + σ3β0(t) − σ3β0(0) = F0
3(t).

(14)

Положим

β1(0) =
1
π

∫ 1

0

F0
1(τ)

(1 − τ)1/2τ
dτ − 1

σ1
G0

1(0)

и покажем, что это условие эквивалентно условию β1(1) = 0 . В самом деле, второе
уравнение системы (11) также эквивалентно уравнению

−σ1β1(t) +
1
π

1∫
0

(1 − τ
1 − t

)1/2α1(τ)
τ − t

dτ = −1
2

d
dt

1∫
t

Φ1(τ)
(τ − t)1/2

dτ. (15)

Подставляя в (15) t = 0 , а также α1(t) из второго уравнения (14), при этом имея
в виду формулу [11, с.177]

1
π

∫ 1

0

τa−1(1 − τ)b−1

τ − t
dτ = ta−1(1 − t)b−1 cot(bπ)−

− Γ(a)
πΓ(b − 1)

Γ(a + b − 1)F(2 − a − b, 1, 2 − b; 1 − t),
(16)

получим

− 1
π

∫ 1

0

α1(τ)

(1 − τ) 1
2

dτ =
1
2
Φ1(1), (17)

которое, очевидно, эквивалентно β1(1) = 0 .
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Введем в системе (14) новые искомые функции β̄i(t) = βi(t)−βi(0)(1−t) (i = 0, 1) .
Тогда (14), воспользовавшись формулой (16), представим в виде⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

√
2(α0(t) + α1(t)) + σ0(β̄0(t) + β̄1(t)) −

σ0

π

1∫
0

(
t
τ
)1/4
β̄0(τ) + β̄1(τ)

τ − t
dτ =

= 4Φ′0(0)t1/4 + F0
0(t) −

16σ0

3π
(β0(0) + β1(0))F(−3

4
, 1,

5
4
; t)t1/4,

α1(t) +
σ1

π

1∫
0

(
t
τ
)1/2
β̄1(τ)
τ − t

dτ = F0
1(t) +

4σ1

π
β1(0)F(−

1
2
, 1,

3
2
; t)t1/2,

√
2(α0(t) − α1(t)) − σ2(β̄0(t) − β̄1(t)) −

σ2

π

1∫
0

(
t
τ
)3/4
β̄0(τ) − β̄1(τ)

τ − t
dτ =

= F0
2(t) −

16σ2

3π
(β0(0) − β1(0))F(−1

4
, 1,

7
4
; t)t3/4,

α0(t) + σ3β̄0(t) = σ3β0(0)t + F0
3(t).

(18)

Далее, если l > 1 , то возьмем производные в полученных системах уравнений
(18). Исходя из формулы

d
dt

[F(a, b, c; t)tc−1] = (c − 1)tc−2F(a, b, c − 1; t), (19)

получим⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

√
2(α′0(t) + α

′
1(t)) + σ0(β̄′0(t) + β̄

′
1(t)) −

t−3/4σ0

4π

1∫
0

β̄0(τ) + β̄1(τ)
τ1/4(τ − t)

dτ−

− t1/4σ0

π

d
dt

1∫
0

β̄0(τ) + β̄1(τ)
τ1/4(τ − t)

dτ =

= Φ′0(0)t−3/4 + 4Φ′′0 (0)t1/4 + F1
0(t) −

4σ0

3π
(β0(0) + β1(0))F(−3

4
, 1,

1
4
; t)t−3/4,

α′1(t) +
t−1/2σ1

2π

1∫
0

β̄1(τ)
τ1/2(τ − t)

dτ +
t1/2σ1

π

d
dt

1∫
0

β̄1(τ)
τ1/2(τ − t)

dτ =

=
1
2
Φ′1(0)t−1/2 + F1

1(t) +
2σ1

π
β1(0)F(−1

2
, 1,

1
2
; t)t−1/2,

√
2(α′0(t) − α

′
1(t)) − σ2(β̄′0(t) − β̄

′
1(t)) −

t−1/4σ2

4π

1∫
0

β̄0(τ) − β̄1(τ)
τ3/4(τ − t)

dτ−

− t3/4σ2

π

d
dt

1∫
0

β̄0(τ) + β̄1(τ)
τ3/4(τ − t)

dτ =

= −Φ′2(0)t−1/4 + F1
2(t) −

4σ2

π
(β0(0) − β1(0))F(−

1
4
, 1,

3
4
; t)t−1/4,

α′0(t) + σ3β̄
′
0(t) = σ3β0(0) − 1

2
Φ′3(0) + F1

3(t).

(20)

Для дальнейшего нам понадобится одно важное свойство сингулярного интеграла.
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Если ϕ(t) ∈ H1+γ(0, 1) , то

d
dt

∫ 1

0

ϕ(τ)
τ − t

dτ = −ϕ(0)
t

− ϕ(1)
1 − t

+

∫ 1

0

ϕ′(τ)
τ − t

dτ. (21)

В силу (21) из второго и четвертого уравнений системы (20) следует, что для
того чтобы β′i(1) = 0 необходимо и достаточно, чтобы⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

σ1

1∫
0

β̄1(τ)
τ3/2

dτ = 4β1(0) + πΦ′1(0),

σ3β̄
′
0(0) = σ3β0(0) − 1

2
Φ′3(0).

(22)

Из остальных уравнений системы (20) следует выполнение условий⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
σ0

1∫
0

β̄0(τ) + β̄1(τ)
τ5/4

dτ =
16σ0

3
(β0(0) + β1(0)) − 4πΦ′0(0),

σ2

1∫
0

β̄0(τ) − β̄1(τ)
τ7/4

dτ =
16σ2

3
(β0(0) − β1(0)) +

4
3
πΦ′2(0).

(23)

Так как справедливы равенства

F(−3/4, 1, 1/4; t)− 1 = −3F(1/4, 1, 5/4; t)t,
F(−1/2, 1, 1/2; t)− 1 = −F(1/2, 1, 3/2; t)t,

F(−1/4, 1, 3/4; t)− 1 = − 1
3
F(3/4, 1, 7/4; t)t,

то в силу формулы (21) систему уравнений (20) при выполнении условий (22),
(23) можно представить так:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

√
2(α′0(t) + α

′
1(t)) + σ0(β̄

′
0(t) + β̄

′
1(t)) −

σ0

π

1∫
0

(
t
τ
)1/4
β̄′0(τ) + β̄

′
1(τ)

τ − t
dτ =

= 4Φ′′0 (0)t1/4 + F1
0(t) +

4σ0

π
(β0(0) + β1(0))F(

1
4
, 1,

5
4
; t)t1/4,

α′1(t) +
σ1

π

1∫
0

(
t
τ
)1/2
β̄′1(τ)

τ − t
dτ =

= F1
1(t) −

2σ1

π
β1(0)F(

1
2
, 1,

3
2
; t)t−1/2,

√
2(α′0(t) − α

′
1(t)) − σ2(β̄′0(t) − β̄

′
1(t)) −

σ2

π

1∫
0

(
t
τ
)3/4
β̄0(τ) − β̄1(τ)

τ − t
dτ =

= F1
2(t) +

4σ2

3π
(β0(0) − β1(0))F(

3
4
, 1,

7
4
; t)t3/4,

α′0(t) + σ3(β̄′0(t) − β̄
′
0(0)) = F1

3(t).

(24)

Подставляя значения β̄′i (t) = β
′
i (t) + βi(0) в систему (24) и имея в виду формулу
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(16), получим⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

√
2(α′0(t) + α

′
1(t)) + σ0(β′0(t) + β

′
1(t)) −

σ0

π

1∫
0

(
t
τ
)1/4
β′0(τ) + β

′
1(τ)

τ − t
dτ =

= 4Φ′′0 (0)t1/4 + F1
0(t),

α′1(t) +
σ1
π

1∫
0

( t
τ
)1/2

β′1(τ)
τ−t dτ = F1

1(t),

√
2(α′0(t) − α

′
1(t)) − σ2(β′0(t) − β

′
1(t)) −

σ2

π

1∫
0

(
t
τ
)3/4

β0(τ) − β1(τ)
τ − t

dτ = F1
2(t),

α′0(t) + σ3(β′0(t) − β
′
0(0)) = F1

3(t).

(25)

Таким образом, мы получили уравнения (25), имеющие точно такой же вид,
как и первоначальные уравнения (14). Легко видеть, что при выполнении условий⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

σ1

1∫
0

β
(s)
0 (τ) − β(s)

1 (0)

τ3/2
dτ = 2σ1β

(s)
1 (0) + πΦ(s+1)

1 (0),

σ3β
(s+1)
0 (0) =

1
2
Φ

(s+1)
3 (0),

σ0

1∫
0

β
(s)
0 (τ) + β(s)

1 (τ) − β(s)
0 (0) − β(s)

1 (0)

τ5/4
dτ = 4σ0(β

(s)
0 (0) + β(s)

1 (0)) − 4πΦ(s+1)
0 (0),

σ2

1∫
0

β
(s)
0 (τ) − β(s)

1 (τ) − β(s)
0 (0) + β(s)

1 (0)

τ7/4
dτ =

4
3
σ2(β

(s)
0 (0) − β(s)

1 (0)) +
4
3
πΦ

(s+1)
2 (0),

s = 1, . . . , l − 2,

(26)

мы придем к системе уравнений⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

√
2(α(l−1)

0 (t) + α(l−1)
1 (t)) + σ0(β

(l−1)
0 (t) + β(l−1)

1 (t))−

−σ0

π

1∫
0

(
t
τ
)1/4
β

(l−1)
0 (τ) + β(l−1)

1 (τ)

τ − t
dτ = 4Φ(l)

0 (0)t1/4 + Fl−1
0 (t),

α
(l−1)
1 (t) +

σ1

π

1∫
0

(
t
τ
)1/2
β

(l−1)
1 (τ)

τ − t
dτ = Fl−1

1 (t),

√
2(α(l−1)

0 (t) − α(l−1)
1 (t)) − σ2(β

(l−1)
0 (t) − β(l−1)

1 (t))−

−σ2

π

1∫
0

(
t
τ
)3/4

β
(l−1)
0 (τ) − β(l−1)

1 (τ)

τ − t
dτ = Fl−1

2 (t),

α
(l−1)
0 (t) + σ3(β

(l−1)
0 (t) − β(l−1)

0 (0)) = Fl−1
3 (t),

(27)

где

β
(s)
1 (0) =

1
π

1∫
0

Fs
1(τ)

(1 − τ)1/2τ
dτ − 1

σ1
Gs

1(0), s = 1, . . . , l − 1.

Заметим, как и выше, условия (28) эквивалентны β
(s)
1 (1) = 0 при s = 1, . . . , l − 1 .

Далее, вводя новые искомые функции β̃
(l−1)
i (t) = β

(l−1)
i (t) − β(l−1)

i (0)(1 − t) ,

σ3β
(l−1)
0 (0) =

1
2
Φ

(l−1)
3 (0) в системе (27) получим уравнения вида (18). Так как функ-
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ции α
(l−1)
i , β(l−1)

i мы ищем из пространства H(1+γ)/4 , то из первого уравнения
полученной системы уравнений следует, что должно выполняться условие

σ0

1∫
0

β̃
(l−1)
0 (τ) + β̃(l−1)

1 (τ)

τ5/4
dτ =

16σ0

3
(β(l−1)

0 (0) + β(l−1)
1 (0)) − 4πΦ(l)

0 (0). (28)

Тогда при выполнении (28), мы в конечном итоге, придем к системе уравнений⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

√
2(α(l−1)

0 (t) + α(l−1)
1 (t)) + σ0(β̃

(l−1)
0 (t) + β̃(l−1)

1 (t))−

−σ0

π

1∫
0

(
t
τ
)5/4
β̃

(l−1)
0 (τ) + β̃(l−1)

1 (τ)

τ − t
dτ = F̄l−1

0 (t),

α
(l−1)
1 (t) +

σ1

π

1∫
0

(
t
τ
)1/2
β̃

(l−1)
1 (τ)

τ − t
dτ = F̄l−1

1 (t),

√
2(α(l−1)

0 (t) − α(l−1)
1 (t)) − σ2(β̃

(l−1)
0 (t) − β̃(l−1)

1 (t))−

−σ2

π

1∫
0

(
t
τ
)3/4

β̃
(l−1)
0 (τ) − β̃(l−1)

1 (τ)

τ − t
dτ = F̄l−1

2 (t),

α
(l−1)
0 (t) + σ3β̃

(l−1)
0 (t) = F̄l−1

3 (t),

(29)

где функции

F̄l−1
0 (t) = Fl−1

0 (t) − 16σ0

3π
(β(l−1)

0 (0) + β(l−1)
1 (0))[F(−3/4, 1, 5/4; t)− 1]t1/4,

F̄l−1
1 (t) = Fl−1

1 (t) +
4σ1

π
β

(l−1)
1 (0)F(−1/2, 1, 3/2; t)t1/2,

F̄l−1
2 (t) = Fl−1

2 (t) − 16σ2

3π
(β(l−1)

0 (0) − β(l−1)
1 (0))F(−1/4, 1, 7/4; t)t3/4,

F̄l−1
3 (t) = Fl−1

3 (t) + σ3β
(l−1)
0 (0)t

принадлежат пространству H(1+γ)/4 , причем F̄l−1
j (t) = O(t

1+γ
4 ) ( j = 0, 1, 2, 3) для

малых t .
Перейдем к доказательству существования функций α

(l−1)
i (t) , β(l−1)

i (t) из про-
странства Hq−(l−1) в полученной системе уравнений (29).

Исключим α
(l−1)
i (t) из системы (29). Имеем

K�β ≡ A�β(t) − 1
π

1∫
0

B(t, τ)�β(τ)
τ − t

dτ = �Q(t), (30)

где
�β(t) = (β̃(l−1)

0 (t), β̃(l−1)
1 (t)),

A =

(
σ0 − σ2 − 2

√
2σ3 σ0 + σ2

σ0 + σ2 σ0 − σ2

)
,

B(t, τ) =

(
σ0( t

τ
)5/4 + σ2( t

τ
)3/4 σ0( t

τ
)5/4 − σ2( t

τ
)3/4

σ0( t
τ
)5/4 − σ2( t

τ
)3/4 σ0( t

τ
)5/4 + σ2( t

τ
)3/4 + 2

√
2σ1( t

τ
)1/2

)
.

�Q(t) = (F̄l−1
0 + F̄l−1

2 − 2
√

2F̄l−1
3 , F̄

l−1
0 − F̄l−1

2 − 2
√

2F̄l−1
1 ).

Систему сингулярных уравнений (30) можно переписать так:

K�β ≡ A�β(t) − B
π

1∫
0

�β(τ)
τ − t

dτ +
1
π

1∫
0

M(t, τ)�β(τ) dτ = �Q(t), (31)
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где

B ≡ B(t, t) =

(
σ0 + σ2 σ0 − σ2

σ0 − σ2 σ0 + σ2 + 2
√

2σ1

)
,

M(t, τ) =
B − B(t, τ)
τ − t

.

Для того чтобы выделить характеристическую часть оператора K , перепишем
систему сингулярных уравнений (31) в виде

CK�β = C �Q(t), (32)

где

C =

(
σ0 + σ2 + 2

√
2σ1 σ2 − σ0

σ2 − σ0 σ0 + σ2

)
.

CA = 2
√

2

(
σ0σ1 − σ0σ3 − σ2σ3 − σ1σ2 − 2

√
2σ1σ2 σ0σ1 + σ1σ2 +

√
2σ0σ2

σ0σ3 − σ2σ3 +
√

2σ0σ2 0

)
,

CB = 2
√

2

(
σ0σ1 + σ1σ2 +

√
2σ0σ2 0

0 σ0σ1 + σ1σ2 +
√

2σ0σ2

)
.

Пользуясь формулой перестановки Пуанкаре–Бертрана [2, 3, 6], выделим харак-
теристическую часть K0 оператора CK системы уравнений (32):

K0�β ≡ aE�β(t) − bE
π

1∫
0

�β(τ)
τ − t

dτ, (33)

где E — единичная матрица,

a = σ0σ1 + σ0σ3 + σ1σ2 +
√

2σ0σ2 − σ2σ3,

b = σ0σ3 + σ2σ3 + σ1σ2 +
√

2σ1σ2 − σ0σ1.

Полученную систему сингулярных интегральных уравнений

K0�β = �G, �G = aA−1
(
�Q − 1

π

1∫
0

M(t, τ)�β(τ) dτ
)

(34)

будем решать в классе функций ограниченных на концах отрезка (0, 1) . Для этого
введем кусочно-голоморфную функцию

�Ψ(z) =
1

2πi

1∫
0

�β(τ)
τ − z

dτ.

Тогда система (34) примет вид⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
�Ψ+(t) =

a + bi
a − bi

�Ψ−(t) +
�G(t)

a − bi
(0 < t < 1),

�Ψ+(t) = �Ψ−(t) (t < 0, t > 0).

Решения уравнений (34) эквивалентны решению задачи Римана (35) при допол-

нительном условии �Ψ(∞) = 0 . Рассмотрим k = 1 . Так как g =
a + ib
a − ib

= ei2πθ ,
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θ =
1
π

arctan |a
b
| и

exp
( 1
2πi

1∫
0

ln g
τ − z

)
= z−θ(z − 1)θ,

то в указанном классе, в случае, когда a и b одного знака, каноническая функ-
ция X(z) = z1−θ(z − 1)θ , индекс задачи (35) κ = −1 . В случае же, когда a и b
разного знака, каноническая функция X(z) = zθ(z − 1)1−θ . Согласно общей теории
[2, 3]

�Ψ(z) =
X(z)
2πi

1∫
0

�G(τ) dτ
(a − bi)X+(τ)(τ − z)

при условии ∫ 1

0

�G(τ)
X(τ)

dτ = 0. (35)

Тогда

�β(t) = �Ψ+(t) − �Ψ−(t) = 1
2
�G(t) +

X(t)
2π

1∫
0

�G(τ) dτ
X(τ)(τ − t)

. (36)

Формулы (35) можно рассматривать как необходимое и достаточное условие
ограниченности �β(t) при t = 1 .

Подставляя в (36) значения �Gk(t) , приходим к системе уравнений Фредгольма

�β + K∗k�β = �Q∗, (37)

где

K∗k�β =
1
π

1∫
0

N(t, τ)�β(τ) dτ.

Всякие ограниченные и интегрируемые решения систем уравнений Фредгольма
(37) будут, очевидно, принадлежать пространству Гельдера во всех точках кон-
тура (0, 1) , отличных от концов. В самом деле, функции �Q∗ будут, очевидно,
удовлетворять условию Гельдера во всех точках контура (0, 1) , отличных от кон-
цов. Функция M(t, τ) имеет интегрируемые особенности при t = τ во всех точках
контура (0, 1) , отличных от концов. В силу соответствующих теорем поведения
интегралов типа Коши на концах контура интегрирования [2, 3, 4], легко вывести,
что M(t, τ) , �Q∗ на концах 0,1 будут вести себя как t

1
2+θ(1−t)

1
2−θ или t

1
2−θ(1−t)

1
2+θ ,

причем соответственно [3, §51] �β(t) ∈ H
1+γ
4 (0, 1 − δ) , или �α(t) ∈ H

1+γ
4 (δ, 1) , где δ —

положительное, фиксированное малое число.
Таким образом, ядро M(t, τ) , имея подвижные и неподвижные бесконечности

порядка меньше единицы, удовлетворяет всем условиям, которые накладывают-
ся на эти функции в теории интегральных уравнений Фредгольма. Более того
[3, §101], путем замены аргумента интегрирования τ можно избавиться от непо-
движных бесконечностей. Из указанных свойств ядра M(t, τ) и свободного члена
�Q∗ следует, что всякие ограниченные и интегрируемые решения систем уравне-
ний Фредгольма (37) на концах 0,1 ведут себя как t

1
2+θ(1 − t)

1
2−θ , если a и b

одинакового знака или как t
1
2−θ(1 − t)

1
2+θ , если же a и b разного знака.

В силу леммы о принадлежности классу Гельдера интеграла типа Коши на
концах контура интегрирования (см. [14, 15]) при выполнении неравенства 1+γ

4 <
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1
2 − θ ( θ < 1

4 ) получим, что решения уравнений Фредгольма (37) принадлежат

пространству H
1+γ
4 (0, 1) и обращаются в нуль на концах 0, 1 порядка

1 + γ
4

. Кро-
ме того, решения уравнений Фредгольма (37) удовлетворяют условию Гельдера с

показателем
1
2
−θ при 1− 4θ < γ < 1 и условию Гельдера с показателем 1

2 −θ− ε
при γ = 1 − 4θ .

Таким образом, при выполнении условий (12), (13), (22), (23), (26), (28), си-
стема уравнений (37) эквивалентна исходной системе уравнений (10). При этом
отметим на выполнение условий

σ3β
(s)
0 (0) =

1
2
Φ

(s)
3 (0), β

(s)
1 (1) = 0 (s = 0, 1, . . . , l − 1), �β(l−1)(1) = 0.

Разрешимость системы уравнений Фредгольма (37) следует из единственности
решения основной задачи (5)–(7) и однозначности представления их через потен-
циалы. Значения функций �β(s)(t) определяются по формуле Тейлора

�β(s)(t) =
l−2∑
k=s

�β(k)(0)
(k − s)!

tk−s +
1

(l − 2 − s)!

t∫
0

(t − τ)l−2−s�β(l−1)(τ) dτ,

(s = 0, . . . , l − 2).

(38)

Тогда для выполнения условий β
(s)
0 (1) = 0 при s = 0, . . . , l− 2 необходимо и доста-

точно, чтобы

0 =
l−2∑
k=s

β
(k)
0 (0)

(k − s)!
+

1
(l − 2 − s)!

1∫
0

(1 − τ)l−2−sβ
(l−1)
0 (τ) dτ,

(s = 0, . . . , l − 2).

(39)

Подставляя значения функций �β(s)(t) в условия (12), (13), (22), (23), (26), (28)
получим 4l условий разрешимости задачи (5)–(7) в пространстве Hp,p/4

x t . Эти усло-
вия обозначим так:

Ls(ϕ1,ϕ2) = 0, s = 1, . . . , 4l. (40)
Итак, доказана
Теорема 1. Пусть ϕ1,ϕ2 ∈ Hp (p = 4l + γ) . Тогда при выполнении 4l усло-

вий вида (40) существует единственное решение уравнения (5) , удовлетворяющее
условиям (6) , (7) из пространства ( θ = 1

π
arctan | ab | <

1
4 )

1) Hp,
x

p/4
t , если 0 < γ < 1 − 4θ ;

2) Hq,
x

q/4
t , q = 4l + 1 − 4θ , если 1 − 4θ < γ < 1 ;

3) Hq−ε,
x

(q−ε)/4
t , если γ = 1 − 4θ , где ε — сколь угодно малая положительная

постоянная.

Замечание 1. Если выполнены условия теоремы при θ � 1
4 , то, как показано

в [16, 1], единственное решение задачи (5)− (7) существует из искомого простран-
ства Hp,

x
p/4
t при выполнении 6l + 2 условий вида (40) .

Пример 1. Для системы уравнений (5) с начальными условиями (6) рассмот-
рим условия склеивания (7) при σ0 = 1, σ1 = 1, σ2 = −1, σ3 = −1. В этом случае
система сингулярных уравнений (34) будет иметь вид

(
√

2 + 1)E�β(t) − (
√

2 + 1)E
π

1∫
0

�β(τ)
τ − t

dτ = �G (41)
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и единственное решение исходной задачи существует при выполнении 6l+2 усло-
вий вида (40) .

Пример 2. Для системы уравнений (5) с начальными условиями (6) рассмот-
рим условия склеивания (7) при σ0 = 1, σ1 = −1, σ2 = 1, σ3 = −1. В этом случае
система сингулярных уравнений (34) будет иметь вид

(
√

2 − 1)E�β(t) − (
√

2 + 1)E
π

1∫
0

�β(τ)
τ − t

dτ = �G, (42)

в этом случае θ = 1
π

arctg
√

2−1√
2+1

≈ 0, 054 < 0, 25 и мы находимся в условиях доказан-
ной теоремы и единственное решение исходной задачи существует при выполнении
4l условий вида (40) .

Уравнения шестого порядка. Аналогично, как и для уравнения четвертого
порядка, методом параболических потенциалов простого слоя, построенных при
помощи фундаментального решения и элементарных решений Л. Каттабрига кра-
евая задача (1)—(3) при n = 3 приводится к решению системы сингулярных ин-
тегральных уравнений нормального типа

K�β ≡ A�β(t) − 1
π

1∫
0

B(t, τ)�β(τ)
τ − t

dτ = �Q(t), (43)

где

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

√
3

6
(σ0 − σ4) − σ5

1
12

(
√

3σ0 −
√

3σ4 − σ1 + σ3 − 4σ5)

√
3

12
(
√

3σ0 +
√

3σ4 − σ1 − σ3)
√

3
6

(σ0 − σ4)
1
12

(
√

3σ0 −
√

3σ4 + 3σ1 − 3σ3)
1
4

(σ0 + σ4 +
√

3σ1 +
√

3σ3)

1
2

(σ0 + σ4)
1
12

(3σ0 + 3σ4 +
√

3σ1 +
√

3σ3)
1
4

(
√

3σ0 −
√

3σ4 + σ1 − σ3)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

B(t, t)=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
6

(σ0 + 2σ2 + σ4)
1
12

(σ0 − 4σ2 + σ4 −
√

3σ1 −
√

3σ3)

√
3

12
(σ0 − σ4 −

√
3σ1 +

√
3σ3)

1
6

(σ0 − 4σ2 + σ4)
1
12

(σ0 + 8σ2 + σ4 + 3
√

3σ1 + 3
√

3σ3)

√
3

12
(σ0 − σ4 + 3

√
3σ1 − 3

√
3σ3)

1

2
√

3
(σ0 − σ4)

1

4
√

3
(σ0 − σ4 +

√
3σ1 −

√
3σ3)

1
4

(σ0 + σ4 +
√

3σ1 +
√

3σ3)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Полученную систему сингулярных интегральных уравнений (43) решаем в
классе функций ограниченных на концах отрезка (0, 1) . Рассуждая, так же как
для случая четвертого порядка, получим следующую теорему.

Теорема 2. Пусть ϕ1,ϕ2 ∈ Hp (p = 6l+ γ) , θ =
1
π

arctg |a
b
| (a = a(σk), b = b(σk)) .

Тогда при выполнении 6l условий вида (40) существует единственное решение

уравнения (1) , удовлетворяющее условиям (2) , (3) из пространства
(
θ ∈

(
1
6
;
1
3

))
:

1) Hp,
x

p/6
t , если 0 < γ < 2 − 6θ ;

2) Hq,
x

q/6
t , q = 6l + 2 − 6θ , если 2 − 6θ < γ < 1 ;

3) Hq−ε,
x

(q−ε)/6
t , если γ = 2 − 6θ , где ε — сколь угодно малая положительная

постоянная.

Замечание 2. Если выполнены условия теоремы при θ � 1
6
, то единственное

решение задачи (1)–(3) существует из искомого пространства Hp,
x

p/6
t при выполне-

нии 6l условий вида (40) . Если же выполнены условия теоремы при θ � 1
3
, то,
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как показано в [19] , единственное решение задачи (1)–(3) существует из искомого
пространства Hp,

x
p/6
t при выполнении 10l + 2 условий вида (40) .

Пример 3. Для уравнения (1) с начальными условиями (2) рассмотрим усло-
вия склеивания (3) при и σ j = 1 ( j = 0, 1, . . . , 5) . В этом случае характеристиче-
ская часть системы сингулярных уравнений (30) будет иметь вид

a�β(t) +
b
π

1∫
0

�β(τ)
τ − t

dτ = �G, a = b =
(7 + 4

√
3)3

486
, θ =

1
4

(44)

и мы находимся в условиях теоремы 2 и единственное решение исходной задачи
существует при выполнении 6l условий вида (40) ,

Пример 4. Если рассмотрим условия склеивания (3) при σ0 = σ2 = σ3 = σ5 =

= 1 , σ1 = σ4 = −1 , то θ ≈ 0, 023 <
1
6

и мы находимся в условиях замечания 2 и
единственное решение исходной задачи существует при выполнении 6l условий
вида (40) . И наконец, если рассмотрим условия склеивания (3) при σ0 = σ1 =

= σ2 =
1
2
, σ3 = σ4 = σ5 = 2 , то θ ≈ 0, 49 >

1
3

и мы также находимся в условиях
замечания 2 и единственное решение исходной задачи существует при выполнении
10l + 2 условий вида (40) .

Уравнения 2n-го порядка при n � 4 . Методом параболических потенциа-
лов простого слоя, построенных при помощи фундаментального решения и элемен-
тарных решений Л. Каттабрига краевая задача (1)–(3) при непрерывных условиях
склеивания ( σk = 1 ) приводится к решению системы сингулярных интегральных
уравнений нормального типа вида (30) .

Теорема 3. Пусть ϕ1,ϕ2 ∈ Hp (p = 2nl+ γ) . Тогда при выполнении 2nl усло-
вий вида (40) существует единственное решение уравнения (1) , удовлетворяющее
условиям (2) , (3) из пространства Hp,

x
p/2n
t .
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In the paper the Hölder solvability of 2n parabolic equations with varying
evolution direction is considered. It is shown that Hölder class of solutions essen-
tially depends on Hölder constant and forms of pasting conditions. Necessary
and sufficient conditions in the terms of the data of the initial problem are
given.
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