
Вестник СамГУ — Естественнонаучная серия. 2007. №4(54). 209

УДК 539.3

ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ДЕФОРМАЦИЙ
И РАЗРУШЕНИЯ НА НАНОУРОВНЕ

© 2007 А.С.Кравчук, С.В.Карлышков1

В работе дан краткий обзор публикаций по проблеме исследова-
ния усилий, перемещений и возможного разрушения систем, состоя-
щих из конечного числа дискретных элементов (атомов и молекул),
взаимодействующих друг с другом на расстоянии в соответствии с
потенциалами дальнодействия. Оригинальные результаты представля-
ют собой численные решения для одномерных систем–цепочек и по-
тенциала Морса. Решения квазистатических задач получены по ме-
тоду Ньютона, для решения динамических задач использован алго-
ритм Верле. На основании анализа полученных решений предложе-
на гибридная модель, в которой нелинейные эффекты учитываются
только вблизи границ, а в объеме материала используются уравнения
механики континуума.

Введение

Термин ”наномеханика” подразумевает, что при решении задач об опре-
делении напряженно-деформированного состояния деформируемых тел учи-
тывается атомно-молекулярная структура материала. Учет структуры на
наноуровне — на расстояниях порядка 10−9–10−7 м— подразумевает отказ от
гипотезы о сплошности материала — переход к дискретной системе элемен-
тов, взаимодействующих друг с другом на расстоянии.
Актуальность задач наномеханики обусловлена в первую очередь раз-

витием нанотехнологий в той их части, которая связана с конструировани-
ем исполнительных механизмов наномашин и наноманипуляторов, предна-
значенных для транспортировки (механического перемещения) отдельных
атомов, молекул и их соединений. Кроме того, процессы, происходящие на
наноуровне, в конечном итоге определяют то, что можно наблюдать на
макроуровне — износ, пластическое деформирование, накопление поврежде-
ний и разрушение сплошных деформируемых тел. Выявление такого рода
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связей составляет предмет активно развивающегося в настоящее время на-
правления механики деформируемых сред — наномеханики.
Процесс проникновения вглубь структуры материала является много-

уровневым (многомасштабным), хотя зачастую отнести ту или иную тео-
рию (модель) к какому-то определенному выраженному в единицах рас-
стояния масштабу затруднительно. Тем не менее такого рода классифика-
ции существуют и являются полезными для оценки областей применимости
развитой теории. В качестве примера укажем на так называемое МММ—
распределение уровней исследования и соответствующих моделей; аббреви-
атура ”MMM” означает ”multiscale materials modelling” и предложена в ра-
боте [1]. Данное распределение содержит шесть уровней:
— квантово-механический уровень,
— молекулярная динамика,
— метод статистического моделирования Монте–Карло,
— динамика дислокаций,
— статистическая механика,
— механика континуума.
Квантово–механический расчет опирается на решение уравнения Шре-

дингера относительно волновой функции, зависящей от 3N координат кон-
фигурационного пространства всех частиц в системе. Оценки, приведенные
в работе [2], показывают, что для кластера из 100 атомов аргона для ку-
лоновского взаимодействия конфигурационное пространство содержит 5700
измерений. Если для каждого измерения произвести разбиение на 100 сег-
ментов, то интегрирование уравнения Шредингера потребует суммирова-
ния по 1011400 элементам объема. Следовательно, на уровне квантово-меха-
нических моделей анализ поведения системы можно провести только для
нескольких частиц.
Если отвлечься от проблем, связанных со случайными отклонениями

от регулярных структур, и не рассматривать квантовые эффекты, то оста-
нется три масштаба — наномасштаб, механика континуума и промежуточ-
ный масштаб, получивший название ”мезомеханика” [3]. Основная идея по-
строения моделей мезомеханики заключается в учете свойств среды на рас-
стояниях порядка размера кристалла в поликристаллическом материале с
применением макрообъектов — поверхностных сил и моментов различных
порядков.
Прикладные задачи наномеханики можно разделить на две группы, в

первой из которых рассматривается проблема расчета и конструирования
нанобъектов, состоящих из относительно небольшого количества дискрет-
ных частиц — наноманипуляторов, наномоторов — большое количество при-
меров дано в монографии [2]. Работы второй группы нацелены на решение
проблемы описания свойств макрообъектов (чаще всего речь идет о созда-
нии новых материалов) на основе закономерностей, управляющих процес-
сами на нано- и микромасштабе.
В обзорной части статьи из работ первого направления отобраны те,
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которые касаются задач контактного взаимодействия на наноуровне. Ана-
лизируются задачи, в которых два тела — два объема, заполненные атома-
ми разных типов, сближаются, и требуется найти силы, действующие на
каждый атом, и перемещения атомов относительно некоторого начального
состояния.
Вторая группа относится к проблеме построения моделей нанокомпози-

тов. Нанокомпозиты — это материалы, состоящие из матрицы, обеспечива-
ющей передачу усилий от элемента к элементу, и арматуры, в качестве
которой выступают как углеродные каркасные структуры— нанострубки,
фуллерены, так и всевозможные нанопорошки. Высокая прочность и жест-
кость нанокомпозитов объясняется как повышенными физико-механически-
ми характеристиками арматуры, так и высокой удельной (по отношению к
объему) поверхностью арматуры. Попытка теоретического объяснения этих
эффектов приводит к задачам, математическое содержание которых близко
к содержанию контактных задач в приближении молекулярной квазистати-
ки или динамики. Новизна результатов применительно к нанокомпозитам
состоит в использовании продолжений дискретных характеристик дискрет-
ной регулярной структуры до непрерывных полей, что позволяет связать
наблюдаемые в опытах макрохарактеристики нанокомпозита с характери-
стиками наноразмерных компонентов.
Промежуточные модели представляют собой объединение моделей мо-

лекулярной динамики и моделей сплошной среды. Целесообразность такого
подхода мотивируется тем, что в глубинных слоях материала, достаточно
удаленных от граничных поверхностей, взаимные смещения атомов малы
и, если не рассматривать процессы накопления повреждений, зарождения
и движения дислокаций и разрушения, то можно ограничиться примене-
нием модели сплошной среды. В то же время для выяснения тонких де-
талей контактного взаимодействия на наноуровне, например, при анализе
эффекта нанесения сверхтонких покрытий, необходимо учитывать дискрет-
ную структуру материала вблизи границы тела.

1. Контактные задачи на наноуровне

Рассмотрим задачу о контакте двух устойчивых конфигураций атомов,
схематически представленную в двумерном варианте на рис. 1.
На рисунке показаны кристаллические структуры, контактировать мо-

гут также фуллерены или другие устойчивые образования. Атомы первого
тела, условно называемого ”индентором”, показаны более темным цветом
и в тексте помечаются индексом ”1”, атомы второго из контактирующих
тел (светлые кружочки) помечаются индексом ”2”. Для постановки задачи
необходимо задать потенциалы взаимодействия Π1, Π2, Π12. Потенциал Π1

определяет силы взаимодействия между атомами тела ”1”, Π2 определяет
силы взаимодействия между атомами тела ”2”, а потенциал Π12 — взаимо-
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Рис. 1. Расчетная схема

действие между атомами первого и второго тел. Следовательно, каждое
из уравнений Ньютона для атомов и первого и второго тел будет содер-
жать две группы слагаемых, первая из которых определяет действующие
на данный атом силы �Fαγ со стороны таких же атомов, вторая — силы �̃Fαβ
со стороны атомов другой группы:

mα
d2�uα
dt2
=

Nα∑
γ=1, γ�α

�Fαγ +
N(3−α)∑
β=1

�̃Fαβ, α = 1, 2. (1.1)

В системе (1.1) величины mα —массы частиц, �uα —их перемещения, t— вре-
мя; силы �Fαγ равны производным (градиентам) от потенциалов Π1, Π2, си-
лы �̃Fαβ равны производным от потенциала Π12, Π12 = Π21.
Отдельную группу уравнений составляют уравнения для частиц, лежа-

щих на границе. Теоретически эти частицы (атомы, молекулы) можно за-
крепить, задав их положения и скорости, но это противоречит принципу
неопределенности Гейзенберга. Тем не менее такой способ используется в
большинстве работ по наномеханике: задаются начальные положения и ско-
рости, после чего все параметры рассчитываются из решения соответству-
ющей задачи Коши. Проблемы возникают при попытке задать перемеще-
ния части граничных частиц как функции времени или же задать усилия,
действующие извне на граничные частицы (сформулировать аналог зада-
ния граничных усилий в механике континуума) — передача этих сил может
осуществляться только через атомы некоторого третьего тела. Поскольку
анализ работы наномеханизмов невозможен без передачи к ним или от них
некоторых заданных перемещений или усилий, то применение такого рода
граничных условий является приближением, используемым в большинстве
работ и в настоящей статье.
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Наибольшее количество опубликованных решений относится к двум по-
тенциалам — потенциалу Леннарда–Джонса:

ΠLJ(ri j) = 4e

[(
σ

ri j

)12
−
(
σ

ri j

)6]
, (1.2)

где e, σ—постоянные, зависящие от материала, ri j —расстояние между ато-
мами с номерами i и j, и потенциалу Морса:

ΠM(ri j) = D
[
exp(αri j) − exp(−2αri j)

]
, (1.3)

D и α—постоянные материала.
Примеры решений двумерных и трехмерных контактных задач в при-

веденной постановке представлены в работе [4]. Заданы краевые условия
закрепления на нижней и боковых границах тела ”2”, введен также проме-
жуточный слой атомов для отвода теплоты. Индентор приводится в движе-
ние путем задания перемещений верхнего слоя атомов или всех атомов (в
последнем случае индентор является абсолютно жестким). Расчеты, соот-
ветствующие двумерной задаче с параметрами потенциалов для меди, пока-
зали, что проникание абсолютно жесткого индентора на расстояние поряд-
ка 6 атомных диаметров не вызывает необратимых деформаций, для боль-
ших расстояний процесс сопровождается появлением необратимых сдвигов,
интерпретируемых как дислокации, развитие и движение дислокаций — как
пластичность. Аналогичные результаты получены и для трехмерного слу-
чая. Отмечено, что небольшое количество атомов выдавливается вне на-
чальной поверхности деформируемого тела. Решена также задача о среза-
нии слоя с поверхности путем движения инструмента параллельно поверх-
ности. Установлено, что медь срезается, почти не теряя своей кристалли-
ческой структуры, в то время как стружка кремния является полностью
разупорядоченной. Изучены также процесс зарождения трещины в квар-
цевом стекле и процесс ее распространения путем задания некоторой на-
чальной конфигурации трещины (надреза) и движения ее берегов. Стекло
рассмотрено как гетерогенная структура с учетом характера связей меж-
ду атомами компонентов. Отметим, что данная работа представляет собой
пример применения метода молекулярной динамики в чистом его виде.
Значительное число работ посвящено исследованию процессов контакт-

ного взаимодействия, трения и износа с позиций физической химии — пу-
тем рассмотрения атомно–молекулярных структур и характера химических
связей между атомами. Обзор полученных здесь результатов дан в [5, 6].
Интерес представляет статья [7] из справочника по трибологии [6], в кото-
рой, как и в [2], проведен анализ некоторых принципиальных затруднений,
возникающих при численной реализации метода молекулярной динамики.
Во-первых, отмечено, что жесткость межмолекулярных связей очень вели-
ка, что влечет за собой наличие колебательных процессов с очень высоки-
ми частотами. Средняя кинетическая энергия высокочастотных колебаний
и есть температура. Следовательно, моделирование температуры на нано-
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уровне при реализации шаговых процедур интегрирования уравнений мо-
лекулярной динамики требует использования малых шагов по времени —
порядка 0,02 периода колебаний. 106 таких шагов соответствуют всего 10
наносекундам, что намного меньше, нежели типичные времена проведения
экспериментальных измерений. Во-вторых, подвод энергии извне путем за-
дания перемещений наноструктур или приложения к ним усилий приводит
к преобразованию этой энергии в энергию высокочастотных колебаний. Воз-
никает проблема ”отвода” тепловой энергии, о которой упоминалось выше
и которая решается путем помещения исследуемой наносистемы в ”термо-
стат”; фактически численно производится коррекция энергии высокочастот-
ных колебаний. Отмечено, что проблема поддержания заданного уровня
температуры решается путем введения искусственной вязкости, что приво-
дит к появлению демпфирующей силы в уравнениях движения (1.1). Если
рассмотреть атомы только одного типа и ввести дополнительно силы f̃α(t),
имеющие случайный характер и моделирующие термостат, то уравнение
движения будет иметь вид:

mα
d 2�uα
dt2

=

Nα∑
γ=1, γ�α

�Fαγ − mαΓ
d�uα
dt
+ f̃α(t), (1.4)

где Γ—коэффициент демпфирования для отдельного атома. Уравнение
(1.4) известно как уравнение Ланжевена. При таком подходе возникает про-
блема подбора величины коэффициента демпфирования [7].
Как и макроскопической теории контакта твердых деформируемых тел,

моделирование трения и износа на наноуровне требует рассмотрения струк-
туры поверхностей контактирующих тел. Впервые количественные и ка-
чественные результаты в данном направлении были получены Томлинсо-
ном [8]. Модель Томлинсона была обобщена Френкелем и Конторовой [9] на
случай учета взаимодействия соседних атомов. Как в той, так и в другой
модели межатомные силы дальнодействия заменялись упругими пружина-
ми, что позволило провести асимптотический анализ (по жесткости пру-
жин), выявить влияние совместимости периодов кристаллических решеток
контактирующих тел, найти силу трения и дать описание скачкообразного
перемещения атомов при сдвиге. Отметим, что модели [8, 9] до сих пор при-
влекают внимание [10, 11], поскольку позволяют моделировать некоторые
важные свойства сухого трения на микро- и наноуровне, имеющие место
в чувствительных элементах атомно-силового микроскопа.
Уравнение движения отдельного атома в модели Томлинсона имеет вид:

mα
d2uα
dt2
= − f1 sin

(
2πuα

a

)
− Γduα

dt
− k

(
uα − u0

α

)
, (1.5)

где, как и ранее, Γ—коэффициент демфирования, u—перемещение вдоль
цепочки атомов (в одномерном приближении), первое слагаемое справа
представляет силу воздействия на атом со стороны основания (для осно-
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вания из многих атомов силы воздействия необходимо суммировать), a—
период цепочки (решетки), k—жесткость эквивалентной пружины, мно-
житель при k— удлинение пружины. Видно, что уравнение (1.5) с точно-
стью до обозначений совпадает с уравнением Ланжевена. Пренебрегая в
этом уравнении ускорением, можно провести статический (квазистатиче-
ский) анализ возможных состояний равновесия при сдвиге [7].
Динамическое уравнение Томлинсона в двумерном варианте было с

успехом применено для анализа работы чувствительного элемента атомно-
силового микроскопа (АСМ) [12–14]. Переход к двумерной модели позволил
изучить такой важнейший эффект как зависимость силы сопротивления
движению (т.е. силы трения) от направления движения.
Большое количество работ посвящено исследованию закономерностей

трения тел с покрытиями. Покрытия могут образовывать кристаллические
структуры, меняющиеся в зависимости от условий их нагружения. Здесь
возникает задача о взаимодействии внедренных в поверхность атомов с ато-
мами основного тела, как, например, в случае соединения электродов с
элементами микроэлектронной техники (резонаторами из кварцевого стек-
ла, сенсорами и т.п.). Для решения данной задачи полезной оказалась мо-
дель Френкеля–Конторовой, обобщенная на случай учета демпфирования
и зависимости силы сопротивления движению от направления движения
[15, 16] и др. Ряд работ [15, 17–20] посвящен вычислению коэффициентов,
входящих в обобщенные уравнения Томлинсона и Френкеля–Конторовoй и
используемых для изучения трения тел с покрытиями.
Интерес для механики контактного взаимодействия представляют ра-

боты [21–23], в которых изучено влияние упорядоченности поверхностных
слоев атомов и совместности контактирующих слоев на закономерности тре-
ния, а также работы [24, 25], в которых исследуется влияние предваритель-
ной химической обработки поверхностей контактирующих тел.
Особый интерес для трибологии представляют работы [26, 27], в кото-

рых изучено контактное взаимодействие одиночного выступа (неровности)
с плоской подложкой — упакованных в плоскостях слоев атомов. Для мед-
ной подложки наблюдается чередование проскальзывания и сцепления вы-
ступа с подложкой. Отслоение атомов от вершины выступа трактуется как
пластическое деформирование и износ. В работе [26] изучен также эффект
несовместности контактирующих слоев атомов.
Вертикальное (без сдвига) перемещение выступа соответствует наноин-

дентированию. Обзор моделей наноиндентирования выполнен в работе [24].
Установлено, что пластические деформации возникают обычно в более мяг-
ком материале, причем зависимость нормальной силы от расстояния между
контактирующими телами из свинца, серебра и никеля силы не является
монотонной [28]. Аналогичные исследования для алмазного индентора вы-
полнены в работах [29, 30].
Явление немонотонной зависимости силы от перемещения на макро-

уровне наблюдается в форме скачкообразного движения гибких контакти-
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рующих элементов, в свою очередь сопровождаемых звуками (”дребезгом”,
звуками смычковых музыкальных инструментов и т.п.). Соответствующие
макромодели были предложены в работах [31, 32]. Физический механизм
явления заключается в том, что на этапе сцепления упругая энергия накап-
ливается, а после достижения некоторой критической величины – высво-
бождается путем скачкообразного увеличения перемещений и уменьшения
приложенной силы, что в простейшем случае можно понять на модели Том-
линсона. Этот эффект изучался на наноуровне применительно к поведению
чувствительного элемента АСМ в работе [33]. Микросдвиги на этапе сцепле-
ния могут приводить к хаотическим переходам от сцепления к скольжению
и обратно [34].
Пластическое течение вблизи некоторой поверхности проскальзывания

было изучено в работах [35]. Исследовались атомы меди в прямоугольни-
ке 256×256 атомов (двумерная задача) под давлением. Движение атомов
сквозь нижнюю и верхнюю стенки было запрещено, измерялась соответ-
ствующая сила трения. Оказалось, что при малых скоростях (менее 10%
скорости поперечных волн) граница раздела слоев соединялась (сплавля-
лась) и система вела себя как единое целое пластически упрочняющееся
тело. Проскальзывание имело место на одной из искусственных границ.
При высоких скоростях трение было меньше, постепенно уменьшаясь с ро-
стом скорости. Интенсивная пластическая деформация имела место вбли-
зи границы раздела слоев. При не слишком больших временах межслойная
структура удовлетворительно моделировалась моделью Френкеля–Конторо-
вой, с ростом времени образовывалась мелкая поликристаллическая струк-
тура, которая с ростом времени становилась все более крупной.
Заметим, что, если в законах дальнодействия перейти в нелинейную

область — пройти — на кривой зависимости силы от взаимного расстояния
между атомами —максимум силы и перейти на ниспадающую ветвь кри-
вой, то можно, используя методы молекулярной квазистатики, описать про-
цессы разрушения и тем самым дать обоснование макроскопическим тео-
риям разрушения. Работ в данном направлении немного, поскольку задача
исследования критических точек и закритического поведения (разрушения)
сводится к нахождению собственных значений и собственных векторов мат-
риц высокой размерности, меняющихся от шага к шагу нагружения.

2. Построение численных решений

Задачи наномеханики будем формулировать и решать либо как задачи
динамики, основанные на уравнениях движения Ньютона, либо как квази-
статические задачи, приводимые к системам нелинейных алгебраических
уравнений.
Основным преимуществом метода молекулярной динамики является то,

что он позволяет избежать применения сложных итерационных процессов
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путем использования явных шаговых схем интегрирования по времени [2].
Кроме того, этот метод позволяет ввести в модель температуру, опреде-
ляемую как среднюю кинетическую энергию случайных движений частиц.
Однако характерные времена изменения определяемой таким способом тем-
пературы –– это несколько пикосекунд. Следовательно (об этом говорилось
выше), корректный расчет неизотермических процессов в молекулярной ди-
намике требует огромного числа шагов по времени, при этом возникает
проблема сохранения точности расчетов. Кроме того, даже при постоянной
температуре период колебаний атомов и молекул обычных конструкцион-
ных материалов настолько мал, что порядок времен решения реальных за-
дач оказывается примерно таким же, что и при решении неизотермических
задач [2]. Отмеченные недостатки метода молекулярной динамики преодо-
леваются путем использования многопроцессорных компьютерных систем
и методов параллельных вычислений.

Квазистатические задачи. Рассмотрим одномерную модель нанопо-
крытия, представляющую собой две последовательно соединенные цепочки
атомов (рис. 2).

Рис. 2. Одномерная цепочка

Используем для вычислений потенциал Морса (2.3). Занумеруем атомы
первой цепочки целыми числами 0, 1, 2, . . . ,N1, второй – целыми числами
N1 + 1, . . . , N1 +N2. Обозначим через x координаты начального положения
атомов, через u—их перемещения вдоль общей оси Ox.
Используя потенциал Морса (1.3), вычислим силы действующие на лю-

бой атом цепочки со стороны всех остальных атомов. Пренебрегая силами
инерции, из уравнений (2.1) получим нелинейные алгебраические уравне-
ния для перемещений. Будем предполагать, что атом с номером ”0” первой
цепочки закреплен, а атом с номером N1 +N2 второй цепочки перемещает-
ся из положения в положение с некоторым шагом. Заметим, что, в прин-
ципе, можно задать силу, действующую на атом N1 + N2 второй цепочки.
В этом случае надо использовать особые методы прохождения точки, в
которой рост силы с ростом перемещений сменяется падением силы при
дальнейшем росте перемещений. Аналогичная проблема возникает при за-
дании перемещений атома с номером N1+N2 и применении метода Ньютона
для решения системы разрешающих нелинейных уравнений, поскольку в
методе Ньютона необходимо обращать матрицу производных, определитель
которой в особых точках обращается в нуль.
Задача ставится таким образом: зная текущее значение перемещения

атома N1+N2, найти перемещения всех остальных атомов цепочки. Для ре-
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шения используем метод последовательных приближений Ньютона в клас-
сической его формулировке. Рассмотрим сначала однородную цепочку, со-
ставленную из атомов меди, для которой D = 54.94, α = 1.3588, re = 2.866;
система единиц измерений выбрана так, как это предложено в [2]. Вычис-
ления были проведены для 50 атомов в цепочке. Число шагов нагружения
равно варьировалось от 100 до 800, количество итераций было фиксиро-
вано и равно 200, что приводило к погрешности приближенного решения,
вычисляемого как евклидова норма разности двух последовательных при-
ближений порядка 10−11–10−15.
На рис.3 показана зависимость силы на конце цепочки от задаваемого

перемещения атома справа, полученная для 800 шагов по перемещениям,
меняющимся от Umin = −1.154 до Umax = 25.

Рис. 3. Зависимость силы от перемещений

Значение −1, 154 соответствует равновесному состоянию цепочки, когда
сила P, действующая на цепочку справа, равна нулю; номер шага обозна-
чен J. Особая точка соответствует шагу номер 641, когда заданное пере-
мещение равно 19.773 и соответствует максимальной силе Pmax = 36, 992.
Отметим, что если при решении задачи и вычислении максимума растяги-
вающей силы не предпринимать специальных мер, то итерационный про-
цесс может или разойтись, или же привести к неверным значениям для
силы. В рассматриваемом варианте сила в особой точке в случае, когда
не предпринималось никаких мер, предупреждающих расходимость, имела
порядок 1038 (все время используется специальная система единиц изме-
рения, предложенная в [2]). Поскольку в качестве нулевого приближения
на очередном шаге выбираются решения на предыдущем шаге, то эффект
сильного роста усилий взаимодействия между атомами (в пределе — до пе-
реполнения) приводит к отрыву 1-го атома от левого края. Если же при
прохождении особой точки применить подходящую интерполяцию вперед
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(приводимые ниже результаты соответствуют линейной интерполяции), то
симметрия сохранится и после прохождения особой точки — разрыв связи
произойдет в двух точках.
Приведем некоторые результаты решения задачи в динамической поста-

новке. Во-первых, как и в квазистатике, место разрыва цепочки зависит от
начального состояния, в данном случае — от начальных условий. Возмож-
ных ситуаций здесь намного больше, чем в квазистатике, поскольку концен-
трация напряжений зависит от взаимодействия волн напряжений. Во-вто-
рых, при введении вязкости процесс постепенно стабилизируется, стремясь
к квазистатическому решению. Этот процесс был изучен для однородной
цепочки из атомов меди для двух случаев — постепенного увеличения пе-
ремещений к крайнему атому справа и при постепенном увеличении при-
ложенных к данному атому усилий.
Установившееся распределение сил, действующих на атомы справа

(именно эти силы определяют момент разрушения) для случая заданных
перемещений, показано на рис. 4. Оно такое же, как и в квазистатике при
равных значениях перемещений атома справа. Распределение перемещений
в установившемся состоянии показано на рис. 5.
Распределение усилий для второго варианта граничного условия справа

в установившемся состоянии показано на рис. 6, перемещений — на рис. 7.
Анализируя кривые на рис. 4–7, можно сделать вывод о том, что влия-
ние краевых условий сказывается только вблизи границ цепочки. Внутри
области, занятой атомами, распределение перемещений линейное, усилия
практически постоянны. Этот результат позволяет сделать вывод о том,
что внутри области можно применять уравнения линейной теории упру-
гости, и только вблизи границ (и точек разрыва) необходимо применять
уравнения молекулярной квазистатики или динамики. Если речь идет об
анализе поведения систем, содержащих сотни тысяч или миллионы атомов,
то предлагаемый подход позволяет резко сократить объемы вычислений, не
прибегая при этом к суперкомпьютерам.
Отметим также, что в свободной цепочке силы, действующие на атомы

справа внутри области (вдали от границ), не равны нулю. Это объясняет-
ся тем, что константы потенциала Морса определяются для бесконечной
цепочки, в то время как конечная свободная цепочка сжимается (по сравне-
нию с соответствующей цепочкой такой же длины в бесконечной цепочке)
из-за влияния сил дальнодействия. Это, в частности, служит причиной уве-
личения наблюдаемого модуля Юнга композита, армирующие элементы в
котором являются наночастицами, фуллеренами, нанотрубками.

Заключение

Таким образом, показано, какое большое внимание уделяется в на-
стоящее время исследованию и моделированию процессов, происходящих
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Рис. 4. Распределение сил при заданных справа перемещениях

Рис. 5. Распределение перемещений
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Рис. 6. Распределение сил в цепочке при заданной справа растягивающей силе

Рис. 7. Распределение перемещений
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на поверхности соприкосновения деформируемых материалов с учетом их
атомно-молекулярной структуры. Из анализа численных решений сделан
вывод о том, что нелинейность и неоднозначность зависимости усилий
взаимодействия от взаимных перемещений частиц приводят к разнообраз-
ным механическим эффектам, на основании которых можно дать обоснова-
ние наблюдаемым в макроопытах закономерностям различных процессов.
Работа выполнена при частичной финансовой поддержке грантов РФФИ
№05-01-00591, 07-08-00269 и научной школы №НШ-1245.2006.1.
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In the paper a brief review of the works on the problem of study-
ing the displacements, forces and breakdown of systems composed from
the finite number of particles (atoms and molecules) interacting on the
long distance is given. New results consist of the numerical solutions of
one-dimensional systems – chains with Morse’s potential. A quasi–stat-
ic problems are solved by the traditional Newton’s method. The Verle’s
method is used for solution of some dynamic problem. An analysis of
the numerical solutions which permits to propose a hybrid model is giv-
en. This model takes into account the non–linear phenomena near the
boundaries and failure surfaces, and the continuum equations are used
inside the domain.
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