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Работа посвящена анализу различных постановок обратных задач
об идентификации неоднородных свойств упругих тел (модулей Лямэ,
предварительного напряженного состояния) при помощи решения ко-
эффициентных обратных задач теории упругости. На основе обоб-
щенного соотношения взаимности сформулированы итерационные про-
цессы, на каждом шаге которых решаются интегральные уравнения
Фредгольма 1-го рода.

Введение

Математическая модель однородной изотропной теории упругости,
сформированная в XIX веке, была основана на положении, что свойства
упругости характеризуются двумя упругими постоянными (модуль Юнга
и коэффициент Пуассона, которые определяются из простых макроэкспе-
риментов). Эта модель сыграла огромную роль в становлении на научную
основу расчетов на прочность, устойчивость и колебания различных кон-
струкций и сооружений [1]. Учет же затухания в реальных конструкциях
обычно основывался на простых моделях вязкоупругости (типа Максвелла,
Кельвина–Фойхта, Зинера), которые характеризуются также некоторым ко-
нечным (3–4) набором постоянных. В то же время ряд новых задач есте-
ствознания и техники требует отказа от гипотезы однородности для адек-
ватного описания изучаемого объекта. При этом физические свойства (мо-
дули Ляме или компоненты тензора упругих постоянных, а также плот-
ность среды) уже задаются при помощи функциональных зависимостей,
которые должны быть предварительно определены из некоторых экспери-
ментов. Наиболее распространенным способом определения таких зависимо-
стей является анализ колебаний исследуемого объекта при варьировании
способа нагружения и частоты колебаний, приводящий к исследованию до-
вольно сложных нелинейных некорректных проблем.
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Настоящая работа посвящена анализу состояния этой проблемы и неко-
торым способам ее решения. Наиболее полно в этом аспекте для деформи-
руемых твердых тел исследованы обратные коэффициентные задачи теории
упругости.
Отметим, что к коэффициентным обратным задачам теории упругости,

в которых требуется определить коэффициенты дифференциальных опера-
торов по информации о граничных полях смещений, приводят три типа
задач.
Первый тип — собственно коэффициентные задачи, в которых требуется

найти модули Ляме (или один из них) и плотность как функции координат
по измерению поля смещений на границе. Этот тип задач, инициированный
в первую очередь проблемами геофизики, исследовался достаточно давно,
начиная с классической работы Герглотца [2], в которой построено решение
одномерной обратной задачи для шара. Далее это направление развивалось
на базе уравнений нестационарной теории упругости, и в рамках которой
решен ряд обратных одномерных задач для полупространства [3, 4].
Второй тип— это задачи, к которым приводятся геометрические обрат-

ные задачи об определении форм полостей или включений малого харак-
терного размера для стержней и пластин; для таких задач коэффициенты
дифференциальных операторов отличны от постоянных значений лишь в
некоторой малой подобласти исследуемого тела и их требуется восстано-
вить по информации о граничных полях смещений. Отметим, что наиболее
часто такие постановки встречаются для стержней и пластин с переменной
жесткостью [5].
Третий тип коэффициентных обратных задач — об определении струк-

туры существенно неоднородного предварительного напряженного состо-
яния— практически неисследован, хотя в литературе имеется достаточно
публикаций о расчете скоростей в предварительно напряженных телах при
однородном поле предварительных напряжений в канонических областях
типа слоя, бесконечного цилиндра [6, 7] и о влиянии предварительного на-
пряженного состояния на резонансные частоты конструкций [8]. Отметим,
что многие из исследуемых искусственных и природных конструкций на-
ходятся в условиях неоднородного предварительного напряженного состоя-
ния, особенно важен учет этого обстоятельства для задач идентификации
биологических тканей и органов в рамках моделей линейной теории упру-
гости и вязкоупругости. Кроме того, задача контроля предварительного на-
пряженного состояния сооружений является одной из важнейших техниче-
ских проблем, имеющей приложения в совершенствовании методик нераз-
рушающего контроля, в горной механике и геофизике, биомеханике, а так-
же в определении уровня предварительных напряжений в аварийных кон-
струкциях [9]. Отметим, что акустические методы исследования, наряду с
интерференционными, являются главными источниками получения инфор-
мации о внутренних напряжениях и служат инструментом идентификации
их структуры и уровня. Колебания упругих тел в условиях неоднородного
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предварительного напряженного состояния в линеаризованной постановке
описываются краевой задачей для системы дифференциальных уравнений
с переменными коэффициентами, которая может быть решена лишь с ис-
пользованием современных вычислительных технологий.
Область приложения задач об определении коэффициентов дифферен-

циальных операторов по амплитудно-частотным зависимостям граничных
полей постоянно расширяется. Если первые коэффициентные обратные за-
дачи сформулированы в нестационарной постановке и посвящены в первую
очередь проблемам геофизики и сейсморазведки [3, 4, 10–12], то в послед-
ние годы область приложения этих задач постоянно расширяется. Это про-
блемы неразрушающего контроля элементов конструкций, идентификации
новых композиционных материалов сложной структуры, задачи эластогра-
фии в медицинской диагностике мягких тканей, мониторинг имплантан-
тов и контроль скорости восстановления костной ткани в месте перелома,
проблемы акустического контроля при создании функционально-градиент-
ных материалов, заменивших во многих технических приложениях слои-
стые композиты. Отметим, что значительная часть работ, выполненных в
этой области, опирается на моделирование в рамках кусочно-однородной
или слоистой структуры исследуемого объекта ввиду особой важности мо-
делей такого типа в приложениях, и приводят решение исходной некор-
ректной задачи к определению конечного числа параметров в некоторой
ограниченной области n-мерного пространства. Такой поиск в последние
годы осуществляется на основе метода регуляризации на компактных мно-
жествах [13], а среди конечномерных вариантов отметим как традиционные
градиентные методы нахождения минимумов функционалов невязки [14],
так и нейросети и генетические алгоритмы.
Главная трудность при исследовании коэффициентных обратных задач,

которые являются нелинейными, состоит в достаточно сложной процедуре
построения операторных соотношений, связывающих искомые и измеряе-
мые в эксперименте функции. Это обусловлено переменностью коэффици-
ентов дифференциальных операторов и невозможностью построения в яв-
ном виде общих представлений решений для соответствующих операторов,
как это имеет место для операторов с постоянными коэффициентами при
помощи фундаментальных и сингулярных решений и формул Сомильяны.
Особую сложность представляют случаи, когда модули резко меняются (на
один или два порядка), имеют разрывы первого рода в достаточно малой
области. В ситуации, когда коэффициенты дифференциальных операторов
переменны, методы решения прямых задач опираются либо на аппарат ин-
тегральных уравнений Фредгольма второго рода (для стержней и пластин),
либо на конечноэлементные технологии. Что же касается построения опера-
торных соотношений в обратных задачах, то эту сложность можно обойти,
формулируя итерационные процессы отыскания неизвестных функций, ос-
нованные на обобщении теоремы взаимности [16], и сводя исходную задачу
к поэтапному решению интегральных уравнений Фредгольма первого рода
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с суммируемыми ядрами. Отметим также, что значительный интерес для
этого класса задач имеют принципы разработки численных методов на ос-
нове различных регуляризованных подходов [17], а также формулировка
условий, гарантирующих единственность решения.

1. Постановка обратных коэффициентных задач
различных типов

Рассмотрим установившиеся колебания с частотой ω ограниченной об-
ласти V с границей S = S u

⋃
S σ, а nj —компоненты единичного вектора

внешней нормали к S . Сформулируем несколько типов коэффициентных
обратных задач.

Задача 1 типа. Уравнения колебаний имеют вид:

σi j, j + ρω
2ui = 0, i = 1, 2, 3, (1.1)

σi j = Ci jkluk,l, k, l = 1, 2, 3, (1.2)

ui|S u = 0, σi jn j|S σ = pi. (1.3)

Здесь Ci jlk —компоненты тензора упругих модулей, являющиеся кусочно-
непрерывными функциями координат и удовлетворяющие обычным усло-
виям симметрии и положительной определенности. Сформулируем задачу
определения коэффициентов дифференциального оператора теории упруго-
сти по информации

ui|S σ = fi(x,ω), ω ∈ [ω1,ω2], (1.4)

соответствующей измерению поля перемещений на части границы S σ, на
которой осуществляется нагружение, и моделирующей эхо-режим в акусти-
ческих методах неразрушающего контроля. Вместе с тем отметим, что ес-
ли носитель нагрузки занимает часть S σ, то на этой части необходимо из-
мерять смещения в соответствии с (1.4).Отметим, что часто в постановке
различных типов обратных задач считается известным поле смещений на
части границы S σ0 ⊂ S σ, свободной от нагрузок

ui|S σ0 = fi(x,ω), ω ∈ [ω1,ω2]. (1.5)

Так, например, обратная задача об определении модуля Юнга в задаче для
стержня при продольных колебаниях описывается следующей краевой за-
дачей (E(x) = E0η(x)))

(η(x)u′)′ + k2u = 0, k = ω

√
ρ

E0
, (1.6)

u(0) = 0, η(l)
∂u
∂x

(l) = −p0 = −P/FE0, u(l, k) = f (k), k ∈ [k1, k2]. (1.7)

Задача 2 типа. В рамках постановки задачи 1 будем считать, что те-
ло V содержит внутреннюю полость V0, свободную от нагрузок, и задача
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ее определения (фактически геометрическая обратная задача) может быть
сформулирована как коэффициентная, в частности, в нахождении области
V0, внутри которой обращаются в нуль модули упругости и плотность. Так,
например, таковой является задача для стержня с полостью малого разме-
ра, площадь поперечного сечения которого F(x) есть функция продольной
координаты, при этом соответствующая постановка имеет вид

(F(x)u′)′ + k2F(x)u = 0, (1.8)

u(0) = 0, EF(l)
∂u
∂x

(l) = −P, u(l, k) = f (k), k ∈ [k1, k2], (1.9)

где по функции f (k) требуется восстановить функцию F(x) , которая ха-
рактеризует положение полости и ее размер. Решение простейших задач в
рамках этого подхода можно найти в [5].

Замечание 1. Аналогичным образом может быть проанализирована за-
дача идентификации включения малого размера; при этом неизвестные ко-
эффициенты являются кусочно-постоянными функциями.

Задача 3 типа. Будем считать, что в теле имеется неоднородное пред-
варительное напряженное состояние, характеризующееся компонентами тен-
зора напряжений σ(0)

i j и компонентами вектора перемещений u(0)
i . Будем счи-

тать, что колебания вызываются нагрузкой, приложенной на части S σ, а
часть S u закреплена. Линеаризованные относительно дополнительных сме-
щений ui уравнения колебаний после отделения времени имеют следующий
вид [17]:

Ti j, j + ρω
2ui = 0, (1.10)

Ti j = σm j(δim + u(0)
i,m) + ui,mσ

(0)
m j, (1.11)

σm j = Cmjkluk,l, (1.12)
ui|S u = 0, Ti jn j|S σ = pi, (1.13)

где Ti j —компоненты несимметричного тензора, определяемого соглас-
но (1.11).
Замечание 2. Отметим что при отсутствии предварительного напряжен-
ного состояния задача (1.10)–(1.13) переходит в постановку (1.1)–(1.3).
Наличие предварительного напряженного состояния приводит к изме-

нению амплитудно-частотных характеристик точек тела V, которое может
быть положено в основу процедуры идентификации начальных напряже-
ний. Отметим, что акустические методы их идентификации в случае одно-
родного начального напряженного состояния подробно обсуждались в лите-
ратуре [6, 7], причем для определения его уровня достаточно измерять ли-
бо изменения скоростей упругих волн, либо изменения нескольких первых
резонансных частот. К сожалению, такая методика оказывается неприем-
лемой в случае неоднородного предварительного напряженного состояния,
поскольку даже процедура решения прямой задачи (1.10)–(1.13) требует
исследования линейного дифференциального оператора в частных произ-
водных с переменными коэффициентами. Отметим, что сильно неоднород-
ные поля возникают в окрестности концентраторов, таких как полости и
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включения, в окрестности сочетания разнородных материалов. Выявление
наличия сильной предварительной концентрации напряжений в теле, обу-
словленной либо особенностями технологии на этапе создания конструкции,
либо эксплуатационными режимами, значительной по сравнению с рабочи-
ми напряжениями, является весьма важной задачей, решение которой мо-
жет быть осуществлено лишь в рамках некоторой коэффициентной обрат-
ной задачи теории упругости. Пусть на границе S σ измеряются компоненты
поля смещений в зависимости от частоты колебаний вида (1.4). Требует-
ся определить компоненты предварительного напряженного состояния σ(0)

i j .
Сформулированные обратные коэффициентные задачи являются нелиней-
ными некорректными задачами, для решения которых можно использовать
следующий подход, опирающийся на обобщенные соотношения взаимности
и позволяющий формулировать линеаризованные операторные уравнения
в обратной задаче.

2. Формулировка обобщенного соотношения
взаимности

Для получения аналитических соотношений, связывающих заданные и
искомые функции, в обратных коэффициентных задачах, которые являют-
ся нелинейными, наиболее часто используется метод линеаризации [13, 14].
При этом для нахождения искомой операторной связи необходимо обра-
щать дифференциальные операторы с переменными коэффициентами, что
практически невозможно для произвольных видов зависимостей. Как пра-
вило, большинство авторов, исследуя различные задачи неоднородной тео-
рии упругости, осуществляют замену исходного дифференциального опера-
тора на дифференциальный оператор, который может быть обратим ана-
литически (как правило, это операторы с постоянными коэффициентами).
Отметим, что процедура линеаризации требует вычисления производных
операторов по Фреше. В то же время возможно избежать этой громозд-
кой процедуры, используя обобщенное соотношение взаимности. Поскольку
постановка задачи третьего типа наиболее обща, сформулируем это соот-
ношение для нее. Пусть имеются два решения задачи (1.10)–(1.13), отвеча-
ющие различным предварительным напряженным состояниям, различным
модулям упругости и плотностям. Основные характеристики задачи снаб-
дим соответственно индексами 1 и 2: u(1)

i , σ
(01)
i j , T

(2)
i j и u(2)

i , σ
(02)
i j , T

(1)
i j . Используя

обычную технику для уравнения (1.10), имеем

0 =
∫
V

[T (1)
i j u(2)

i − T (2)
i j u(1)

i ]dV + ω2
∫
V

(ρ(1) − ρ(2))u(2)
i u(1)

i dV (2.1)

или, используя преобразование первого объемного интеграла в (2.1) в по-
верхностный в соответствии с теоремой Гаусса-Остроградского, окончатель-
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но получим следующее соотношение:

0 =
∫
V

(
σ

(02)
i j −σ

(01)
i j

)
u(1)

i, j u
(2)
i,mdV +

∫
V

(
σ

(2)
m ju

(02)
i,m u(1)

i, j −σ
(1)
m ju

(01)
i,m u(2)

i, j

)
dV+

+
∫
V

(
C(2)

m jkl−C(1)
m jkl

)
u(2)

k,l u
(1)
i, j dV + ω2

∫
V

(
ρ(1)−ρ(2)

)
u(2)

i u(1)
i dV+

+
∫
S σ

pi

(
u(2)

i −u(1)
i

)
dS = 0, ω ∈ [ω1,ω2].

(2.2)

Из этого соотношения при отсутствии предварительного напряженного со-
стояния вытекает соотношение взаимности для задач первого типа, полу-
ченное в [16],∫

V

(
C(2)

m jkl −C(1)
m jkl

)
u(2)

k,l u
(1)
i, j dV +

∫
S σ

pi

(
u(2)

i − u(1)
i

)
dS+

+ω2
∫
V

(
ρ(1) − ρ(2)

)
u(2)

i u(1)
i dV = 0, ω ∈ [ω1,ω2],

(2.3)

а при постоянных модулях упругости и плотности (в задаче третьего ти-
па) — следующее соотношение∫

V

(
σ

(02)
m j − σ

(01)
m j

)
u(1)

i, j u
(2)
i,mdV +

∫
V

(
u(02)

i,m − u(01)
i,m

)
C()

m jklu
(1)
k,l u

(2)
i, j dV+

+
∫
S σ

pi

(
u(2)

i − u(1)
i

)
dS = 0, ω ∈ [ω1,ω2].

(2.4)

Отметим, что если в модели, описывающей предварительное напряженное
состояние, пренебречь величинами u(0 j)

i,m по сравнению с единицей [17] (что
часто осуществляется в постановках [6]), то соотношение (2.4) упрощается
и принимает вид∫

V

(
σ

(02)
m j − σ

(01)
m j

)
u(1)

i, j u
(2)
i,mdV +

∫
S σ

pi

(
u(2)

i − u(1)
i

)
dS = 0, ω ∈ [ω1,ω2]. (2.5)

Построенные соотношения взаимности (2.2)–(2.5) позволяют сразу форму-
лировать итерационные процессы во всех типах обратных задач, минуя про-
цедуру решения задач первого приближения, которая получается традици-
онным способом, описанным, например в [5].

3. Построение итерационных процессов

На основе соотношения (2.2) и его упрощенных вариантов можно по-
строить итерационные процессы, сформулировать последовательность ли-
нейных интегральных уравнений Фредгольма 1-го рода с суммируемым яд-
ром.

3.1. Задача первого типа

В этом случае будем исходить из соотношения (2.3). Положим в нем
u(1)

i = u(n−1)
i , u(2)

i = u(n−1)
i + u(n)

i , C(1)
i jkl = C(n−1)

i jkl , C(2)
i jkl = C(n−1)

i jkl +C(n)
i jkl и, сохраняя в
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нем линейные по величинам n-го приближения слагаемые, с учетом допол-
нительного условия (1.4) получим следующее уравнение относительно C(n)

i jkl:∫
V

C(n)
i jklu

(n−1)
k,l u(n−1)

i, j dV +
∫
S σ

pi

(
fi − u(n−1)

i

)
dS = 0, ω ∈ [ω1,ω2], (3.1)

n = 1, 2, · · · ,N. При этом ядра соответствующих интегральных операторов
выражаются через деформации, найденные на предыдущем этапе из реше-
ния прямой задачи с известным тензором упругости C(n−1)

i jkl .
Такой подход требует знания некоторого начального приближения, ко-

торое может быть определено в классе некоторых простых функций, напри-
мер линейных, из условия минимума функционала невязки. Пример реше-
ния конкретных задач о восстановлении модулей упругости как функций
координат можно найти в [16].

3.2. Задача второго типа

В этом случае будем также исходить из соотношения (2.3). Положим
в нем

u(1)
i = u(n−1)

i , u(2)
i = u(n−1)

i + u(n)
i ,

C(1)
i jkl = C(n−1)

i jkl , C(2)
i jkl = C(n−1)

i jkl +C(n)
i jkl,

ρ(1) = ρ(n−1), ρ(2) = ρ(n−1) + ρ(n),

(3.2)

аналогично предыдущему получим∫
V

C(n)
i jklu

(n−1)
k,l u(n−1)

i, j dV − ω2
∫
V

ρ(n)u(n−1)
i u(n−1)

i dV+

+
∫
S σ

pi

(
fi − u(n−1)

i

)
dS = 0, ω ∈ [ω1,ω2].

(3.3)

Соотношение (3.3) можно трактовать как интегральное уравнение от-
носительно компонент C(n)

i jkl и ρ(n)(x), если предварительно решена прямая
задача о нахождении полей смещений и деформаций внутри области V и
на ее границе S с упругими характеристиками C(n−1)

i jkl (x) и ρ(n−1)(x). Отметим,
что подынтегральные выражения в объемных интегралах в (3.3) представ-
ляют собой по форме аналог удвоенной удельной потенциальной энергии
деформаций и удельной кинетической энергии, в которой перемещения и
деформации соответствуют n− 1 итерации(предыдущей), а модули — n ите-
рации (последующей). Мерой выхода из итерационной процедуры является
функционал

ω2∫
ω1

∫
S σ

(
fi − u(n−1)

i

)2
dS dω,

и если его значение становится меньше погрешности входной информации,
то процесс необходимо остановить.
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Поскольку в изотропном случае тензор упругих постоянных выражает-
ся через две функции Ляме λ(x) и µ(x), то уравнение (3.3) при условии
постоянной плотности примет вид∫

V

[
λ(n)(x)

(
u(n−1)

k,k

)2
+

1
2
µ(n)(x)

(
u(n−1)

i, j +u(n−1)
j,i

)(
u(n−1)

i, j +u(n−1)
j,i

)]
dV+

+

∫
S σ

pi

[
fi − u(n−1)

i

]
dS = 0, ω ∈ [ω1,ω2].

(3.4)

3.3. Задача третьего типа.

В этом случае будем исходить из соотношения (2.4). Положим в
нем σ

(01)
i j = t(n−1)

i j , σ
(02)
i j = t(n−1)

i j + t(n)
i j , u(1)

i = u(n−1)
i , u(2)

i = u(n−1)
i + u(n)

i Положим
u(01)

i = ν
(n−1)
i , u(02)

i = ν
(n−1)
i + ν

(n)
i . Тогда, сохраняя в (2.4) линейные относитель-

но возмущений слагаемые, получим∫
V

t(n)
m ju

(n−1)
i, j u(n−1)

i,m dV +
∫
V

ν
(n)
i,mCmjklu

(n−1)
k,l u(n−1)

i, j dV+

+

∫
S σ

pi

(
fi − u(0)

i

)
dS = 0, ω ∈ [ω1,ω2].

(3.5)

Это уравнение можно использовать для определения поправок компо-
нент тензора предварительных напряжений t(n)

m j по отношению к некоторому
выбранному начальному состоянию, которое также может быть выбрано
простейшим образом, например однородным.

Замечание 3. В общем случае отыскания предварительного напряжен-
ного состояния требуется определить 6 компонент симметричного тензора
tm j(x) и одного интегрального уравнения типа (3.5) этого недостаточно, что-
бы осуществить процедуру реконструкции; для формулировки дополнитель-
ных интегральных уравнений такого же вида необходимо либо изменить
структуру функций нагружения pi, либо область приложения нагрузки S σ,
при этом получатся аналогичные уравнения с другими ядрами и правыми
частями.
Уравнения (3.1), (3.3) и (3.5) порождают операторные уравнения Фред-

гольма 1-го рода с вполне непрерывными операторами, при обращении
которых необходимо использовать регуляризующую процедуру в той или
иной форме при наличии априорной информации о том, что искомые функ-
ции неотрицательны. Множество поиска можно сузить также при наличии
дополнительной информации о носителе неизвестных функций (полость,
включение) или при наличии ограничения, что они зависят лишь от од-
ной координаты, что часто встречается в приложениях. Как правило, ин-
тегральное уравнение или система сводятся к решению системы линейных
алгебраических уравнений относительно узловых переменных на основе од-
ной из проекционных схем, в частности, и конечноэлементной аппроксима-
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ции [16]. При численной реализации процедуры обращения был использо-
ван метод регуляризации А.Н.Тихонова [18, 19]. Отметим также, что во-
прос о выборе отрезка изменения частоты колебаний является весьма важ-
ным как с точки зрения обоснования единственности поставленных обрат-
ных задач, так и с точки зрения построения эффективных численных схем.
Как правило, этот отрезок необходимо выбирать в нерезонансном диапа-
зоне для обеспечения единственности [20].
Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (код проекта

05-01-00734).
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In the paper various settings of inverse problems of solids heteroge-
neous properties identification (the Lame module, prestressed state) are
analyzed by the aid of coefficient inverse problems of elasticity theory so-
lution. On the basis of generalized reciprocity relation iterative processes
(the Fredholm integral equations of first type are solved on each step)
are formulated.
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