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СИММЕТРИЧНЫЕ СХЕМЫ КОНЕЧНО-ЭЛЕМЕНТНОГО
АНАЛИЗА ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКИХ УСТРОЙСТВ
С УЧЕТОМ ВНЕШНИХ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЦЕПЕЙ

И АКУСТИЧЕСКИХ НАГРУЗОК
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Рассмотрены проблемы моделирования по методу конечных эле-
ментов пьезоэлектрических устройств, включенных в электрические
цепи и, возможно, нагруженных на акустические среды. Применитель-
но к конечно-элементному пакету ACELAN предложены базовые ко-
нечные элементы электрических цепей и симметричные формы разре-
шающих уравнений, предназначенные для использования в пьезоэлек-
трическом анализе. Рассмотрены случаи установившихся колебаний и
нестационарных режимов работы пьезоэлектрических устройств.

Введение

Пьезоэлектрические устройства, широко применяемые в современной
промышленности и технике, работают на явлениях прямого и обратного
пьезоэффектов, преобразуя электрические сигналы в механические, и на-
оборот. Для возбуждения и регистрации электрических сигналов необхо-
димо, наряду с самим устройством, использовать внешнюю электрическую
цепь. Для многих классов пьезоэлектрических устройств моделирование без
учета элементов электрических цепей является совсем не полным, как, на-
пример, для пьезотрансформаторов напряжения и тока [1]. Важность учета
элементов электрических цепей в пьезоэлектрическом анализе отмечалась
в [2] и во многих других работах. Можно отметить, что в последние версии
широко известного конечно-элементного пакета ANSYS были добавлены ба-
зовые конечные элементы электрических цепей, специально разработанные
для пьезоэлектрического анализа [3]. Конечно-элементные матрицы этих
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элементов ансамблируются с используемыми в ANSYS локальными матри-
цами диэлектрических проницаемостей по методологии, описанной в [3, 4].
Разработанный на кафедре математического моделирования ЮФУ

(РГУ) пакет ACELAN [5, 6] до недавнего времени не имел возможно-
стей расчета пьезоустройств, включенных во внешнюю цепь, и в насто-
ящей работе предлагаются подходы, позволяющие присоединить к свя-
занным конечно-элементным уравнениям пьезоэлектричества и акустики
ACELAN элементы внешних электрических цепей. Как описывалось в [7],
пакет ACELAN поддерживает технологию формирования всех конечно-эле-
ментных систем, решателей систем линейных алгебраических уравнений
(СЛАУ), обобщенных задач на собственные значения, процедур интегриро-
вания по времени для нестационарных задач с симметричными матрицами
седловой структуры, что отличает принятую технологию конечно-элемент-
ного пьезоэлектрического анализа в ACELAN от используемой в ANSYS.
Данная структура симметричных матриц и алгоритмов поддерживается и в
настоящей работе при добавлении базовых элементов электрических цепей.

1. Континуальные постановки задач
акустоэлектроупругости

Рассмотрим некоторый пьезопреобразователь Ω, представленный набо-
ром областей Ω j = Ωpk; k = 1, 2, ...,Np; j = k со свойствами пьезоэлектриче-
ских матриалов и набором областей Ω j = Ωem; m = 1, 2, ...,Ne; j = Np + m со
свойствами упругих материалов. Будем считать, что физико-механические
процессы, происходящие в средах Ωpk и Ωem, можно адекватно описать в
рамках теорий пьезоэлектричества (электроупругости) и упругости.
Для пьезоэлектрических сред Ω j = Ωpk предположим, что выполняются

следующие полевые уравнения и определяющие соотношения:

ρ jü + αd jρ ju̇ − ∇ · σ = f j; ∇ · D = 0, (1)

σ = cE
j · ·(ε + βd jε̇) − eT

j · E, (2)

D + ζdḊ = e j · ·(ε + ζdε̇) + ε
S
j · E, (3)

ε = (∇u + ∇uT )/2; E = −∇ϕ, (4)

где αd j, βd j, ζd — неотрицательные коэффициенты демпфирования, а
остальные обозначения стандартны для теории электроупругости [8], за
исключением дополнительного индекса ” j ”, указывающего на принадлеж-
ность к среде Ω j с номером j.
Для сред Ω j = Ωem с чисто упругими свойствами будем учитывать толь-

ко механические поля, для которых примем аналогичные (1)—(4) полевые
уравнения и определяющие соотношения в пренебрежении электрическими
полями и эффектами пьезоэлектрической связности

ρ jü + αd jρ ju̇ − ∇ · σ = f j, (5)
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σ = c j · ·(ε + βd jε̇); ε = (∇u + ∇uT )/2. (6)

Наконец, пьезоэлектрическое устройство может быть нагружено на ра-
бочие акустические среды Ω j = Ωal; l = 1, 2, ...,Na; j = l + Np + Ne. Для этих
областей будем использовать уравнения акустики с учетом линейных дис-
сипативных эффектов

1

ρ jc2
j

ṗ + ∇ · v; v = ∇ψ, (7)

ρ jv̇ = ∇ · σ; σ = −p I + bj∇v, (8)

где ρ j—равновесное значение плотности; c j — скорость звука; bj —диссипа-
тивный коэффициент для среды Ω j = Ωal; p— звуковое давление; v— вектор
скорости; ψ—потенциал скоростей; σ—тензор напряжений; I— единичный
тензор.
Отметим, что принятые здесь модели (1)–(8) отличаются специфически-

ми способами учета демпфирования. Для упругих сред в (5), (6) имеем
хорошо известную модель учета демпфирования по Релею. Эта модель в
(1)–(4) обобщена на пьезоэлектрические среды. Подробное обсуждение мо-
дели (1)–(4) содержится в [6, 9, 10], а обсуждение модели (7), (8) для аку-
стической среды с диссипацией — в [11].
К (1)–(8) необходимо добавить соответствующие главные и естественные

граничные условия, условия согласования полей по границам контакта раз-
личных сред, импедансные условия для ”усечения” акустических областей,
а также начальные условия для нестационарных задач [11].

2. Аппроксимации МКЭ

Для решения динамических задач акустоэлектроупругости будем ис-
пользовать МКЭ в классической лагранжевой формулировке.
Выберем согласованную конечно-элементную сетку, задаваемую в обла-

стях Ωh j, аппроксимирующих области Ω j. На этой сетке неизвестные поле-
вые функции u, ϕ и ψ аппроксимируем в форме

u ≈ NT
u (x) ·U(t), ϕ ≈ NT

ϕ(x) ·Φ(t), ψ ≈ NT
ψ(x) ·Ψ(t), (9)

где NT
u — матрица функций формы для поля перемещений u; NT

ϕ, NT
ψ —

вектор-строки функций формы для полей электрического потенциала ϕ и
потенциала скоростей в акустической среде ψ; U(t), Φ(t), Ψ(t) — глобальные
векторы соответствующих узловых степеней свободы.
Аппроксимация МКЭ (9) обобщенных постановок динамических задач

(1)–(8), включающих основные главные и естественные граничные условия,
приводит к следующей системе дифференциальных уравнений:

M · ä + C · ȧ +K · a = F, (10)

M =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Muu 0 R̃uψ

0 0 0
R̃T

uψ 0 −Mψψ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , C =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Cuu 0 Ruψ

ζdKT
uϕ 0 0

RT
uψ 0 −Cψψ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,
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K =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Kuu Kuϕ 0
KT

uϕ −Kϕϕ 0
0 0 −Kψψ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (11)

F = �Fu, Fϕ + ζdḞϕ, 0�T , a = �U, Φ, Ψ�T

относительно вектора неизвестных a. Здесь Cuu =
∑

j(αd jMuu j + βd jKuu j), где
Muu j и Kuu j — структурные конечно-элементные матрицы масс и жесткости
соответственно, а остальные входящие в (10), (11) подматрицы описаны в
[11]. Заметим, что вектор Fϕ является здесь вектором узловых электриче-
ских зарядов, взятых с обратным знаком.
В случае нестационарных задач к системе (10), (11) следует присово-

купить начальные условия a(0) = a0; ȧ(0) = ȧ0, получающиеся из (9) и со-
ответствующих континуальных начальных условий.

3. Моделирование элементов внешних
электрических цепей

Для моделирования подключения к пьезоэлементу внешней цепи преж-
де всего рассмотрим основные элементы электрических цепей.
Резистивный элемент с номером m, узлами i, j и с сопротивлением Rm

описывается законом Ома

Φi − Φ j = RmIi j, (12)

где Φi, Φ j — значения электрического потенциала в узлах i, j; Ii j — ток,
текущий от узла i к узлу j по соответствующей ветви. Поскольку

Ii j = Q̇i j, (13)

где Qi j — заряд в узле i, перетекающий в узел j, то можно записать урав-
нение для резистивного элемента с номером m в виде

Kem
R ·Φ

em = Q̇em
R , (14)

Kem
R =

1
Rm

(
1 −1
−1 1

)
; Φem =

{
Φi

Φ j

}
; Qem

R =

{
Qi j

Q ji

}
, (15)

причем Qji = −Qi j.
Для емкостного элемента с номером m с электрической емкостью Cm

элементное уравнение можно представить в форме

Kem
C ·Φ

em = Qem
C , (16)

а для индуктивного элемента с номером m и с индуктивностью Lm — в
виде

Kem
L ·Φ

em = Q̈em
L , (17)

где в (16), (17) элементные матрицы даются формулами

Kem
C = Cm

(
1 −1
−1 1

)
; Kem

L =
1
Lm

(
1 −1
−1 1

)
. (18)
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Конечно-элементные уравнения электрической цепи удобно формиро-
вать с использованием топологических понятий теории цепей и первого
закона Кирхгофа для токов [12]. Согласно этому закону, в электрической
цепи для каждого его узла i алгебраическая сумма токов всех ветвей, при-
соединенных к узлу, равна нулю:

∑
k Iik = 0. Из закона Кирхгофа следует,

что имеют место уравнения∑
k

Qik = Qi = consti, (19)

где Qi — заданный заряд в узле с номером i, определяемый из начальных
условий.
Уравнение (19) может служить основой для ансамблирования элемент-

ных уравнений (14), (16), (17) и для их объединения с конечно-элементны-
ми уравнениями пьезоустройств (10), (11). Основная проблема состоит в
сборке глобальных уравнений по единым по физическому смыслу правым
частям, в частности, по сборке уравнений по электрическим зарядам. Как
видно из (10), (11), (14), (16), (17), ситуация здесь осложняется тем, что в
правые части КЭ уравнений входят как значения электрических зарядов,
так и их производные различного порядка.

4. Симметричные формы разрешающих уравнений

Для задач об установившихся колебаниях, когда Fu = F̃uexp (iωt);
Fϕ = F̃ϕexp (iωt); a = ã exp (iωt), из (10), (11) легко получить СЛАУ относи-
тельно вектора амплитуд ã

Kc · ã = F̃c; F̃c = �F̃u, F̃ϕ, 0�T (20)

с симметричной матрицей

Kc =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Kuuc Kuϕ Kuψc

KT
uϕ −Kϕϕc 0

KT
uψc 0 −Kψψc

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠, (21)

где
Kηηc = −ω2Mηη + iωCηη +Kηη; η = u,ψ,

Kuψc = −ω2R̃uψ + iωRuψ; Kϕϕc =
1

(1 + iωζd)
Kϕϕ.

Отметим, что конечно-элементные уравнения для элементов внешней
электрической цепи (14), (16), (17) можно записать в виде

−K̃em
R · Φ̃

em
= −Q̃em

R ; −K̃em
C · Φ̃

em
= −Q̃em

C ; −K̃em
L · Φ̃

em
= −Q̃em

L , (22)

K̃em
R =

1
iω

Kem
R ; K̃em

C = Kem
C ; K̃em

L = −
1

ω2
Kem

L . (23)

Поскольку в (20), (22) в F̃ϕ, −Q̃em
b (b = C,R, L) фигурируют узловые

электрические заряды с обратным знаком, то проблем со сборкой глобаль-
ных конечно-элементных уравнений пьезоустройств со внешними цепями
на основе закона (19) с случае установившихся колебаний не возникает.
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В случае нестационарных задач непосредственно собрать КЭ уравнения
(10), (14), (16), (17) не удается. Заметим, что для численного интегриро-
вания по времени уравнений движения в МКЭ обычно используются неко-
торые разностные схемы с весами. В ANSYS и в ACELAN применяются
схемы Ньюмарка, однако, в существенно различных формулировках.
Для нестационарных задач акустоэлектроупругости, как было принято

в ACELAN и для задач электроупругости [6, 7], используем метод Нью-
марка в альтернативной формулировке [13]. Для этого на ∀ j-м временном
слое t j = jτ (τ = ∆t—шаг по времени) к (10), (11) применим осредняющие
операторы Y j, согласно формулам

Y jb =
2∑

k=0

βkb j+1−k, b = a,Fu,Fϕ, (24)

Y jḃ = (γa j+1 − (2γ − 1)b j − (1 − γ)b j−1)/τ, Yjb̈ = (b j+1 − 2b j + b j−1)/τ
2, (25)

где

β0 = β, β1 = γ1 − 2β, β2 = γ2 + β, γ1 = 1/2 + γ, γ2 = 1/2 − γ. (26)

Здесь β, γ—параметры методы Ньюмарка, безусловно устойчивого при
β � (1/2+γ)2/4; γ � 1/2, и не обладающего аппроксимизационной вязкостью
при β � 1/4; γ = 1/2.
Соотношения (25) можно также представить в форме

Y jḃ =
γ

βτ
(Yjb − Y jbp) + Yjḃp, Y jb̈ =

1

βτ2
(Yjb − Y jbp), (27)

Y jbp = γ1b j + γ2b j−1; Yjḃp = (b j − b j−1)/τ, (28)

позволяющей для всех осредняющих операторов выделить единое слагаемое
Y ja со значениями на j-м временном слое.
При ζd = 0 в (3) возможна достаточно простая процедура ансамблиро-

вания осредненных по времени КЭ уравнений пьезоустройств и элементов
внешней цепи. Именно, продифференцировав нужное число раз по времени,
уравнение (10) для Φ и уравнения (14), (16) вместе с (17) можно записать
в виде

K∗uϕ · Ü −Kϕϕ · Φ̈ = F̈ϕ, (29)

−Kem
C · Φ̈

em
= −Q̈em

C , −Kem
R · Φ̇

em
= −Q̈em

R , −Kem
L ·Φ

em = −Q̈em
L . (30)

Теперь, применяя осредняющие операторы (24), (25) к (10), (11) с за-
меной второго векторного уравнения на (29) и к (30), можно объединить
(ансамблировать) полученные уравнения по однотипным правым частям, и
при этом внутренние узловые электрические заряды в правых частях со-
кратятся, а останутся только активные узловые источники электрических
зарядов.
Полученную систему уравнений можно записать в форме, подходящей

для ACELAN, с симметричной матрицей блочной седловой структуры

Ke f f
uu · U j+1 +Kuϕ ·Φ j+1 +Ke f f

uψ ·Ψ j+1 = Fe f f
u

(
1
β
Y jFu, a j, a j−1

)
, (31)
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K∗uϕ · U j+1 −Kϕϕ ·Φ j+1 = Fe f f
ϕ (τ2Y jF̈ϕ, a j, a j−1), (32)

Ke f f T
uψ · U j+1 −Ke f f

ψψ ·Ψ = Fe f f
ψ (a j, a j−1), (33)

−Kem
C ·Φ

em
j+1 = −τ

2Y jQ̈em
C −Kem

C · [2Φ
em
j −Φ

em
j−1], (34)

−τγKem
R ·Φ

em
j+1 = −τ

2Y jQ̈em
R − τK

em
C · [(2γ − 1)Φem

j + (1 − γ)Φem
j−1], (35)

−τ2βKem
L ·Φ

em
j+1 = −τ

2Y jQ̈em
L + τ

2Kem
L · [β1Φ

em
j + β2Φ

em
j−1], (36)

где
Ke f f

uu =
1

βτ2
Muu +

γ

βτ
Cuu +Kuu,

Ke f f
ψψ =

1
βτ2

Mψψ +
γ

βτ
Cψψ +Kψψ, Ke f f

uψ =
1
βτ2

R̃uψ +
γ

βτ
Ruψ.

Подчеркнем, что при ансамблировании уравнений (31)—(36) внутренние
узловые заряды в τ2Y jF̈ϕ, τ2Y jQ̈em

b (b = C,R, L) сокращаются, и в правых
частях остаются только известные величины.
Недостатком данного подхода является ограничение ζd = 0, а также диф-

ференцирование по времени конечно-элементных уравнений (правда, толь-
ко для применения осредняющих операторов), что может однако повлиять
на точность аппроксимаций.
Альтернативный подход состоит в непосредственном применении осред-

няющих по времени операторов в форме (24), (27), (28) к уравнениям (10),
(11), (14), (16), (17) и в выделении в правых частях слагаемых Y j Fϕ, Y j Qem

b
по (27). При ансамблировании полученных уравнений будут сокращаться
внутренние заряды в форме −Y j Fϕ, Y j Qem

b , однако внутренние электриче-
ские заряды из −Fϕ j, −Fϕ( j−1), Qem

b j , Qem
b( j−1), получаемые из (28), останутся.

Для их определения можно привлечь дополнительные аппроксимации урав-
нений (10), (11), (14), (16), (17) на временных слоях j и j − 1.
Фактически именно близкий по идеологии подход, описанный в [4] при

использовании метода Ньюмарка в совсем другой формулировке, принят в
ANSYS [3].
Эффективная матрица жесткости Ke f f ансамблированной системы

(31)–(36) имеет блочную седловую структуру, т.к. Ke f f
uu > 0; Kϕϕ > 0;

Ke f f
ψψ > 0; Ke f f = Ke f f T . Эта матрица может быть факторизована по методу
квадратного корня [7], что позволяет на каждом временном слое решать
только СЛАУ с нижними и верхними треугольными матрицами.
Отметим, что такие важнейшие процедуры, как повороты узловых сте-

пеней свободы и учет главных граничных условий, необходимые для фор-
мирования систем (20), (31)–(36), также могут быть реализованы в сим-
метричных формах без нарушения структур матриц МКЭ [7].
Реализация описанных выше симметричных алгоритмов решения задач

акустоэлектроупругости осуществлена в последних версиях ACELAN. Бы-
ли проведены тестовые расчеты ряда гидроакустических пьезопреобразова-
телей и пьезоустройств, включенных во внешние цепи, со сравнением ре-
зультатов с аналогичными, полученными по конечно-элементной программе
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ANSYS. Например, конечно-элементный расчет реального пьезоэлектриче-
ского устройства в виде многослойного пьезотрансформатора Розена, вклю-
ченного в развитую электрическую цепь, был осуществлен в [14] и показал
эффективность предлагаемой формы конечно-элементного пьезоэлектриче-
ского анализа с элементами внешней цепи.
Работа выполнена при частичной поддержке РФФИ (грант 05-01-00752).
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The finite element technologies for piezoelectric devices modelling with
electric circuits and acoustic load are considered. For finite element pack-
age ACELAN the basic finite elements of electric circuits and symmetric
forms of finite element matrices and algorithms are constructed. The har-
monic and transient operating regimes of piezoelectric devices are con-
sidered.
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