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ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ ПЛАСТИЧЕСКОГО
СОСТОЯНИЯ НЕОДНОРОДНОЙ СРЕДЫ1
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Методом Овсянникова найдено частично-инвариантное решение
уравнений идеальной пластичности Треска в случае полной пластич-
ности для неоднородной среды (предел текучести зависит от одной
координаты). Для этого решения касательная и нормальная составля-
ющие вектора напряжений имеют постоянные значения на плоскости.

Квазистатические уравнения идеальной пластичности Треска для опре-
деления напряжений в случае полной пластичности в цилиндрической си-
стеме координат 0 < r < ∞, 0 � ϕ < 2π, −∞ < z < +∞ с базисом er, eϕ, ez

имеют вид [1]
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где компоненты тензора напряжений определяются выражениями

σrr = σ + 2κε
(
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r − 1/3
)
, σrϕ = 2κε nrnϕ,
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(
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)
, σrz = 2κε nrnz,

σzz = σ + 2κε
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)
, σzϕ = 2κε nznϕ;

(2)
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Здесь σ— среднее напряжение, κ—предел текучести при чистом сдвиге,
n = nrer + nϕeϕ + nzez — единичный собственный вектор, отвечающий некрат-
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ному главному напряжению

σ1 = ε
4κ
3
+ σ,

два других главных напряжения совпадают

σ2 = σ3 = −ε
2κ
3
+ σ.

Определяемый равенством (2) с учетом (3) тензор напряжений удовле-
творяет условию пластичности Треска

max (|σ1 − σ2| , |σ2 − σ3| , |σ1 − σ3|) = 2κ.

Будем рассматривать случай неоднородной среды, когда

κ = K (z) , (4)

где K (z)— строго положительная, дифференцируемая функция. В частно-
сти, подобная зависимость предела текучести имеет место при нейтронном
облучении тел [2].
Зависящие от r, ϕ, z функции σ, nr, nϕ ,nz определяются из системы

уравнений первого порядка, получаемой путем подстановки (2) в (1), и ко-
нечного соотношения (3). Будем искать [3] решение этой системы в виде

σ = 2ε p (z) , nr = sinα (z) · cosω
(
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)
,

nϕ = sin α (z) · sinω
(
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)
nz = cos α (z) , (5)

0 < α < π/2.

Для этого решения на плоскости, ортогональной оси z, напряжения σzz

и
√
σ2

zr + σ
2
zϕ имеют постоянные значения.

Подставив (2), (4), (5) в (1), получим систему трех линейных неодно-
родных алгебраических уравнений относительно
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с определителем, равным нулю.
Условие ее разрешимости таково
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При этом функция ω = ω
(
r,ϕ, z

)
удовлетворяет следующей квазилиней-

ной системе дифференциальных уравнений первого порядка:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
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где

h = h (z) = −ctgα
K

dK
dz
+
(
1 − ctg2α

) dα
dz
, g = g (z) = ctgα. (8)

Из условия того, что скобка Якоби ([4. С. 94]), вычисленная на основе
левых частей системы (8), должна обращаться в нуль на решениях этой
системы, следует равенство

g
dh
dz
+ h2 = 0. (9)

В предположении
dh
dz
� 0,
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� 0 вместо z ведем новую независимую пе-

ременную h, а вместо ω введем новую неизвестную функцию ϕ = ϕ (r, h,ω).
Система (8) эквивалентна линейной системе⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
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Общее решение этой системы таково

ϕ = arctg
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+ f
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,
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а f
(
η
)
—произвольная гладкая функция η.

Из (8) и (9) следует, что функции h = h (z), α = α (z) находятся из ре-
шения задачи Коши для системы обыкновенных дифференциальных урав-
нений

dh
dz
= −h2 tgα,

dα
dz
=

(
dK
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ctg α
K
+ h

) (
1 − ctg2 α

)−1
, z > z0, (11)

h (z0) = h0, α (z0) = α0.

Здесь z0, α0 > 0, h0 � 0— заданные постоянные.
Из равенства (6) следует

p (z) = K (z) +

z∫
z0

K (z) ctgα (z)
dα
dz

dz + p0, (12)

где p0 —произвольная постоянная.
Общее решение системы (7) ω = ω

(
r,ϕ, z

)
при выполнении (9) и h � 0

находится из уравнения

sin
(
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Формулами (11)–(13) полностью определено решение вида (5).
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Рассмотрим случай
dh
dz
≡ 0, следовательно, в силу (9) h ≡ 0. Определяя

функцию α = α∗ (z) из уравнения (8) при h = 0, будем иметь:

sin 2α∗ (z) =
C

K (z)
, (14)

где C —произвольная постоянная, причем

|C|max
z

K (z) < 1.

Интегрируя систему (7) при h = 0, получаем уравнение для определения
функции ω = ω

(
r,ϕ, z

)
:

F
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)
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где

µ = ω + ϕ, ν = r cosω −
z∫
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а F
(
µ, ν
)
—произвольная гладкая функция своих аргументов. В (12) следует

подставить
α = α∗ (z) .

В частности, если принять функцию F
(
µ, ν
)
независимой от µ, то ре-

шением системы (7) будет функция.
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Если принять функцию F

(
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)
независимой от ν, то решением систе-

мы (7) будет функция ω = −ϕ.
Считая известным тензор напряжений, найдем вектор скорости

u = urer + uϕeϕ + uzez,

используя условие несжимаемости
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и условие изотропии [1](
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где тензор скоростей пластических деформаций определяется в виде
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Условие (16) означает, что собственный вектор n тензора напряжений,
отвечающий некратному главному напряжению σ1, является также соб-
ственным вектором тензора скоростей деформаций.
Будем искать решение уравнений (15)–(17) в виде

ur = u (z) cos (ω + t (z)) , uϕ = u (z) sin (ω + t (z)) , uz = uz (z) , (18)

где функция ω = ω
(
r,ϕ, z

)
та же, что и в соотношениях (5). Подставим (18)

в (15)–(17) и, учитывая (8), (9), получим равенство t (z) = 0 и уравнения

duz

dz
= −uh,

du
dz
= tg 2α

duz

dz
. (19)

Случай t (z) � 0 не представляет интереса.
Для определения функций uz = uz (z) и u = u (z) следует в (11) добавить

уравнения (19) и присоединить начальные условия uz (z0) = uz0, u (z0) = u0,
где uz0, u0 — заданные постоянные.
Если h ≡ 0, то из (19) следует, что uz, u—постоянные.
Замечание 1. Пусть K (z) = κ0eλz, где κ0 > 0, λ—постоянные. В этом

случае из (11) следует h = Ceλz sin 2α, где C = h0

/(
sin 2α0eλz0

)
. Функция

α = α (z) определяется из решения задачи Коши

dα
dz
= −

(
λ

2
+Ceλz sin2 α

)
tg 2α, z > z0

α (z0) = α0.

Замечание 2. Решение вида (2) имеет место также для случая, когда
предел текучести κ зависит от среднего давления κ = κ̃ (σ), где κ̃ (σ)— строго
положительная дифференцируемая функция.

Замечание 3. Аналогичное исследование можно провести в сфериче-
ской системе координат ρ, θ, λ для случая, когда предел текучести зависит
от ρ : κ = κ̂

(
ρ
)
, где κ̂

(
ρ
)
—положительная дифференцируемая функция. Ес-

ли κ̂ постоянное, соответствующее решение докладывалось автором на IX
Всероссийском съезде по теоретической и прикладной механике [5].
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EXACT SOLUTION OF THE PLASTICITY EQUATIONS
FOR INHOMOGENEOUS MEDIA
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By the Ovsyannikov method a partially-invariant solution of the per-
fect plasticity Tresca equations in the case of full plasticity for inhomo-
geneous media (the yield limit is dependent on a coordinate) is found.
For this solution the tangential and normal components of the stress
vector have a constant value on a plane.
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