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УДК 539.3

ДВИЖЕНИЕ ПЛОСКОГО ШТАМПА С ПОСТОЯННОЙ
СКОРОСТЬЮ ПО ГРАНИЦЕ ВЯЗКОУПРУГОЙ

ПОЛУПЛОСКОСТИ

© 2007 В.М.Александров, А.В.Марк1

Рассмотрена контактная задача о взаимодействии жесткого плоско-
го штампа с границей вязкоупругой полуплоскости. Предполагается,
что штамп движется с постоянной скоростью по указанной грани-
це и вдавливается в нее постоянной нормальной силой. Трением в
области контакта штампа с поверхностью полуплоскости пренебрега-
ем. На первом этапе определяется перемешение границы полуплоско-
сти от приложенной к ней движущейся неизменяющейся нормальной
нагрузки. Затем на втором этапе выводится интегральное уравнение
собственно контактной задачи для определения контактного давления.
На третьем этапе показано, как с помощью модифицированного мето-
да коллокации Мультоппа–Каландия можно построить приближенное
решение указанного интегрального уравнения.

1. Задачу будем решать в условиях плоской деформации. Тогда для
этого случая перепишем формулу [1], дающую выражение для перемеще-
ния точек границы вязкоупругой полуплоскости от действующей на эту
границу нормальной сосредоточенной силы P

v(x) = −
1
πθ∗

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣ln |x| +C +

0∫
−∞

K(−τ)(ln |x − Vτ| +C) dτ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ P, (1.1)

где начало координат выбрано в точке приложения силы P, ось x—парал-
лельна поверхности полупространства, θ∗ = G/(1 − ν), G и ν—мгновенные
модуль сдвига и коэффициент Пуассона, K(t)—ядро ползучести, V — ско-
рость движения силы P вместе с системой координат по поверхности по-
лупространства, C—постоянная.
Далее будет рассматриваться случай стандартного вязкоупругого тела

K(t) = K exp
(
−

t
λ

)
, (1.2)
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где K и λ— вязкие постоянные (λ— характерное время ползучести). С уче-
том (1.2) формула (1.1) для случая движения по поверхности полуплоско-
сти распределенной нормальной нагрузки q(x), расположенной на отрезке
x ∈ [−a, a], примет вид

v(x) = −
1
πθ∗

a∫
−a

q(ξ)

[
ln |ξ − x| +C+

(1.3)

+K

0∫
−∞

exp
(
τ

λ

)
(ln |ξ − x − Vτ| +C) dτ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ dξ.

2. Перейдем теперь к контактной задаче. В ней v(x) известно и рав-
но δ— внедрению плоского штампа под действием силы P, а неизвестно
контактное давление q(ξ). Таким образом, имеем на основании (1.3) инте-
гральное уравнение

−
a∫
−a

q(ξ)

[
ln |ξ − x| +C+

(2.1)

+K

0∫
−∞

exp
(
τ

λ

)
(ln |ξ − x − Vτ| +C) dτ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ dξ = πθ∗δ (|x| � a).

Чтобы избавиться от постоянной C, продифференцируем по x обе ча-
сти уравнения (2.1). Будем иметь после вычисления внутреннего интегра-
ла [2] (3.352(2)) выражение

a∫
−a

q(ξ)

[
1

ξ − x
−

K
V
exp

(
−
ξ − x
λV

)
Ei
(
−
ξ − x
λV

)]
dξ = 0 (|x| � a), (2.2)

где Ei(x) — интегральная показательная функция [2].
Введем следующие безразмерные величины и формулы

x′ =
x
a
, ξ′ =

ξ

a
, µ =

λV
a
, k = Kλ,

(2.3)
ϕ(ξ′) =

q(ξ′a)
θ∗
, t = −ξ

′ − x′

µ
, G(t) = etEi(t)

(штрихи у x′ и ξ′ далее опускаем). С учетом (2.3) интегральному уравне-
нию (2.2) можно придать вид

1∫
−1

ϕ(ξ)

[
1

ξ − x
−

k
µ
G

(
ξ − x
µ

)]
dξ = 0. (2.4)

К интегральному уравнению (2.1) нужно добавить еще условие квазиста-
тики

P =

a∫
−a

q(ξ) dξ, (2.5)
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которое в безразмерных переменных примет вид

Q =
P
θa
=

1∫
−1

ϕ(ξ) dξ. (2.6)

В [3] показано, что в общем случае решение интегрального уравнения
(2.4) имеет вид

ϕ(x) = Φ(x)(1 − x2)−1/2, (2.7)

где Φ(x)—непрерывная функция.

3. Далее для построения приближенного решения интегрального
уравнения (2.4) изложим модифицированный метод коллокации Муль-
топпа–Каландия [4]. Построим для функции Φ(x) интерполяционный
полином Лагранжа по узлам

xn = cos θn, θn = π
2n − 1

2N
(n = 1, 2, ...,N), (3.1)

которые являются нулями полинома Чебышева TN(x). Такой многочлен име-
ет вид

Φ̃(θ) =
1
N

N∑
n=1

Φ̃(θn)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝1 + 2
N−1∑
m=1

cos(mθn) cos(mθ)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , Φ̃(θ) ≡ Φ(cos θ). (3.2)

Перейдем в интегральном уравнении (2.4) к новым переменным по фор-
мулам

x = cos θ, ξ = cosψ (3.3)

и перепишем уравнение (2.4) с учетом (3.3)
π∫

0

Φ̃(ψ)

[
1

cosψ − cos θ
−

k
µ
G

(
cosψ − cos θ

µ

)]
dψ = 0 (0 � θ � π). (3.4)

Подставим выражение (3.2) в уравнение (3.4). Используя далее инте-
грал [2] (7.344(1))

π∫
0

cos(mψ)
cosψ − cos θ

dψ = π
sin(mθ)
sin θ

(3.5)

и квадратурную формулу Гаусса
π∫

0

χ(ψ) dψ =
π

N

N∑
n=1

χ(θn), (3.6)

представим интегральное уравнение (3.4) в виде соотношения
N∑

n=1

Φ̃(θn)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣2 N−1∑
m=1

cos(mθn) sin(mθ)
sin θ

− k
µ
G

(
cos θn − cos θ

µ

)⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = 0. (3.7)



26 В.М.Александров, А.В.Марк

Положим теперь в (3.7) переменную θ = ωk, где

ωk =
π(2k − 1)
2(N − 1)

(k = 1, 2, ...,N − 1). (3.8)

В результате получим систему из N−1 линейных алгебраических уравнений
для определения N величин Φ̃(θn). Чтобы замкнуть систему с тем чтобы
получить еще одно уравнение, воспользуемся соотношением (2.6), которое
с помощью представлений (2.7) и (3.2) преобразуем к виду

Q =
π

N

N∑
n=1

Φ̃(θn). (3.9)

Выпишем еще формулу для определения эксцентриситета e приложения
силы P

M =
Pe

θ∗a2
=

1∫
−1

ξϕ(ξ) dξ. (3.10)

С помощью квадратурной формулы (3.6) ее можно также представить в
виде

M =
π

N

N∑
n=1

cos θnΦ̃(θn). (3.11)

Характер графиков зависимости ϕ(x)/N при различных значениях k и µ
на отрезке x ∈ [−1, 1] таков: у левого края указанная величина, плавно воз-
растая стремится к бесконечности, у правого края эта же величина резко
уменьшается, а затем вблизи точки x = 1 тоже стремится к бесконечности.
Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фон-

да фундаментальных исследований (гранты 05-01-00002, 06-01-00022 и
06-08-01595).
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FLAT INDENTOR MOTION WITH STEADY SPEED ON
THE BOUNDARY OF A VISCOELASTIC HALF-PLANE

© 2007 V.M.Alexandrov, A.V.Mark2

A Hertzian problem of interaction between a rigid flat indentor and
the boundary of a viscoelastic half-plane is considered. It is proposed
that the indentor have steady speed at the boundary and is indented
by the constant pressure. Friction in the contact zone is neglected.
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