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РАВНОМЕРНАЯ ИСЧЕРПЫВАЕМОСТЬ СЕМЕЙСТВА
СЛАБО РЕГУЛЯРНЫХ ВЕКТОРНЫХ ВНЕШНИХ МЕР1

© 2007 Т.А.Срибная2

Доказаны условия, достаточные для равномерной исчерпываемо-
сти семейства слабо регулярных k-внешних мер, заданных на ал-
гебре множеств, содержащей класс открытых множеств некоторого
σ-топологического пространства (T, η), и принимающих значения в то-
пологической абелевой группе.

1. Постановка задачи. Основные обозначения
и определения
В работе [1] доказано условие, при выполнении которого регулярная,

непрерывная сверху в нуле векторная функция множества является исчер-
пывающей.

Задача данной работы состоит в нахождении условий, при выполнении
которых семейство слабо регулярных векторных внешних мер является рав-
номерно исчерпывающим.

Пусть T —некоторое множество, η—класс подмножеств множества T ,
замкнутый относительно счетных объединений и конечных пересечений, ∅ ∈
η; T ∈ η.

Следуя А.Д. Александрову [2], пространство (T, η) будем называть
σ-топологическим, множества из класса η— открытыми, а их дополнения —
замкнутыми.

Пусть Σ ⊃ η—некоторая алгебра подмножеств множества T ; G =

= (G,+, Θ)— топологическая абелева группа, H —фундаментальная систе-
ма окрестностей Θ в G, nV —множество вида {v1 + ... + vn; vi ∈ V, i =
= 1, ..., n}, n ∈ N.
Определение 1. Следуя [3], функцию множества ϕ : Σ → G будем

называть k-внешней мерой, k ∈ N, если ϕ(∅) = Θ и для любой окрестности
V ∈ H и для любых непересекающихся множеств E, F ∈ Σ
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если ϕ(E) ∈ V, то ϕ(E ∪ F) − ϕ(F) ∈ kV.
Пример 1. K-внешними мерами являются аддитивные функции множе-

ства; внешние числовые меры [4, с.149]; квазилипшицевые функции мно-
жества [5, с.26], то есть функции, для которых выполняется следующее
неравенство: ||ϕ(E ∪ F) − ϕ(F)|| � N · ||ϕ(E)||, где N —число, ϕ : Σ → X, X —
нормированная группа; E, F ∈ Σ, E ∩ F = ∅.

Для любой функции ϕ : Σ→ G и для любого множества E ∈ Σ положим
ϕ̃(E) = {ϕ(F), F ⊂ E, F ∈ Σ}

Множество E ∈ Σ назовем внутренне регулярным [6, c. 218] по отноше-
нию к семейству функций множества Φ = {ϕ}, ϕ : Σ → G, если для любой
окрестности U ∈ H существует такое замкнутое множество F, что F ⊂ E и

{ϕ̃(E \ F), ϕ ∈ Φ} ⊂ U.

Лемма 1. Если каждое открытое множество пространства (T, η) являет-
ся внутренне регулярным по отношению к семейству Φ = {ϕ}, ϕ : Σ→ G, то
для любого замкнутого множества A ∈ Σ и для любой окрестности U ∈ H
сущестует такое открытое множество B, что

A ⊂ B и {ϕ̃(B \ A), ϕ ∈ Φ} ⊂ U.

Доказательство. Пусть A замкнутое множество из Σ и U ∈ H . Для
множества E = T \ A по условию леммы найдем замкнутое множество F,
такое что

F ⊂ E и {ϕ̃(E \ F), ϕ ∈ Φ} ⊂ U.

Множество B = T \ F искомое. Лемма доказана.
Говорят, что функция множества ϕ : Σ → G слабо регулярная (регу-

лярная) на классе множеств M ⊂ Σ относительно класса множеств F ⊂ Σ,
если для любой окрестности V ∈ H и для любого множества E ∈ M суще-
ствует такое множество F ∈ F , что F ⊂ E и ϕ(E \ F) ∈ U (соответственно,
ϕ̃(E \ F) ⊂ U).

Последовательность попарно непересекающихся множеств будем назы-
вать спектром, убывающую последовательность множеств с пустым пере-
сечением — локализатором.

Говорят, что функции множества семейства Φ = {ϕ}, ϕ : Σ → G, рав-
номерно исчерпывающие (равностепенно непрерывные сверху в нуле) на
классе множеств M ⊂ Σ, если для любого спектра (соответственно, лока-
лизатора) {En} ⊂ M соотношение

lim
n→∞ϕ(En) = Θ

выполняется равномерно относительнo ϕ ∈ Φ.
Если семейство функций Φ = {ϕ} состоит из одной функции множества

ϕ, то будем говорить, соответственно, что функция ϕ исчерпывающая и
непрерывная сверху в нуле на M.
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2. Теоремы о равномерной исчерпываемости
семейства слабо регулярных векторных внешних
мер

Теорема 1. Пусть (T, η)—некоторое σ -топологическое пространство;
G— топологическая абелева группа; пусть Σ—некоторая алгебра подмно-
жеств множества T , причем Σ ⊃ η; пусть F —некоторый класс замкнутых
множеств пространства (T, η), пусть M ⊂ Σ—некоторый класс множеств.

Пусть Φ = {ϕ}, ϕ : Σ → G, — семейство слабо регулярных на классе
множеств M относительно класса F k-внешних мер.

Если функций множества семейства Φ = {ϕ} равностепенно непрерывны
сверху в нуле на Σ и каждое открытое множество пространства (T, η) явля-
ется внутренне регулярным по отношению к семейству Φ = {ϕ}, то функции
множества семейства Φ = {ϕ} равномерно исчерпывающие на классе мно-
жеств M∪ η.
Доказательство. Покажем сначала, что функции множества семейства

Φ = {ϕ} равномерно исчерпывающие на классе замкнутых множеств F .
Пусть U ∈ H . Найдем окрестности нуля U0, U1 ∈ H , такие что

U0 = −U0, (k + 1)U0 ⊂ U; U1 = −U1, (k + 1)U1 ⊂ U0.
Пусть {An}—некоторый спектр из F . Положим C1 = A1. В силу леммы

1 существует такое открытое множество B1, что C1 ⊂ B1 и

{ϕ̃(B1 \ C1), ϕ ∈ Φ} ⊂ U1.

Пусть C2 = A2 \B1, U2 ∈ H и (k+1)U2 ⊂ U1. В силу леммы 1 существует
такое открытое множество B2, что

C2 ⊂ B2 и {ϕ̃(B2 \ C2), ϕ ∈ Φ} ⊂ U2.

Так как
A2 ⊂ C2 ∪ (B1 \ C1),

то
A2 = C2 ∪ ((B1 \C1) ∩ A2)

и
{ϕ̃((B1 \C1) ∩ A2), ϕ ∈ Φ} ⊂ U1.

Для окрестности U3 ∈ H , (k + 1)U3 ⊂ V2 и множества C3 = A3 \ (B1 ∪ B2)
по лемме 1 найдем открытое множество B3 такое, что и

C3 ⊂ B3 и {ϕ̃(B3 \ C3), ϕ ∈ Φ} ⊂ U3.

Так как
A3 ⊂ C3 ∪ (B1 \ C1) ∪ (B2 \ C2),

то множество A3 можно представить в виде объединения попарно непере-
кающихся множеств

A3 = C3 ∪D1 ∪D2,
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где
D1 = (B1 \C1) ∩ A3, D2 = ((B2 \C2) ∩ A3) \ D1,

{ϕ̃(D1), ϕ ∈ Φ} ⊂ U1, {ϕ̃(D2), ϕ ∈ Φ} ⊂ U2.

Пусть C ⊂ D1 ∪D2, C ∈ Σ;ϕ ∈ Φ.
Тогда

ϕ(C) = ϕ(CD1 ∪CD2) ∈ ϕ(CD2) + kU1 ⊂ U2 + kU1 ⊂ U1 + kU1 ⊂ U0.

Отсюда, в силу произвольности множества C ⊂ D1 ∪D2, C ∈ Σ, следует
{ϕ̃(D1 ∪D2), ϕ ∈ Φ} ⊂ U0.

Продолжив процесс неограниченно, построим последовательность
окрестностей

{Un}∞n=1 ⊂ H , (k + 1)Un ⊂ Un−1,

последовательность замкнутых множеств

{Cn} : C1 = A1, Cn = An \ (B1 ∪ ... ∪ Bn−1), n = 2, 3, ...,

и последовательность открытых множеств {Bn} :

Cn ⊂ Bn, {ϕ̃(Bn \Cn), ϕ ∈ Φ} ⊂ Un, n = 1, 2, ... (2.1)

Так как

An ⊂ Cn ∪ ( n−1⋃
p=1

(Bp \Cp)
)
, n = 2, 3, ...,

то положив для каждого номера n = 2, 3, ..., Dn
1 = (B1 \ C1) ∩ An,

Dn
p = ((Bp \ Cp) ∩ An) \

p−1⋃
i=1

Dn
i , p = 1, 2, 3, ..., n − 1, (2.2)

представим каждое множество An, n = 2, 3, ..., как объединение попарно
непересекающихся множеств

An = Cn ∪Dn
1 ∪Dn

2 ∪ ... ∪Dn
n−1.

Из (2.1) и (2.2) следует для n = 2, 3, ...

{ϕ̃(Dn
p), ϕ ∈ Φ} ⊂ Uk, p = 1, n − 1. (2.3)

Так как Φ = {ϕ}, ϕ : Σ→ G, семейство k -внешних мер, то из (2.3) следует

ϕ̃
( n−1⋃

p=1

Dn
p
) ⊂ U0, n = 2, 3, ... (2.4)

Положим

H1 = B1, Hn = Bn \
n−1⋃
p=1

Bp, n = 2, 3, . . . .
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Тогда
Cn ⊂ Hn, Hn \Cn ⊂ Bn \Cn, n = 1, 2, . . . .

Отсюда, из (2.1) и свойств последовательности {Un} ⊂ H следует

{ϕ̃(Hn \ Cn), ϕ ∈ Φ} ⊂ U1, n = 1, 2, . . . . (2.5)

Положим

Fn =

∞⋃
k=n

Hk, n = 1, 2, . . . .

Тогда Fn = Hn ∪ Fn+1, Hn ∩ Fn+1 = ∅, n = 1, 2, ...,

Fn ⊃ Fn+1,

∞⋂
n=1

Fn = ∅, (2.6)

Так как семейство k-внешних мер Φ = {ϕ} равностепенно непрерывно
сверху в нуле, то существует такой номер n0, что для всех n > n0 справед-
ливо

{ϕ(Fn), ϕ ∈ Φ} ⊂ U2.

Так как каждая функция ϕ ∈ Φ является k-внешней мерой, то

ϕ(Hn ∪ Fn+1) − ϕ(Hn) ∈ kU2,

а
ϕ(Hn) − ϕ(Hn ∪ Fn+1) ∈ −kU2.

Отсюда и из (2.6) для всех n > n0 следует

ϕ(Hn) ∈ ϕ(Fn) − kU2 ⊂ U2 + kU2 ⊂ U1, ϕ ∈ Φ. (2.7)

Из (2.5), (2.7) и соотношения Hn = Cn ∪ (Hn \Cn), n = 1, 2, ... следует

{ϕ(Cn), ϕ ∈ Φ} ⊂ U0, n > n0. (2.8)

Из (2.3), (2.4) и (2.8) следует

{ϕ(An), ϕ ∈ Φ} ⊂ U, n > n0.

Таким образом равномерная исчерпываемость функций множества се-
мейства Φ = {ϕ} на классе множеств F доказана.

Предположим, что семейство Φ = {ϕ} не является равномерно исчерпы-
вающим на классе множеств M∪η. Тогда существуют спектр {En} ⊂ M∪η,
окрестность U ∈ H и последовательность функций {ϕn} ⊂ Φ, для которых

ϕn(En) � U, n = 1, 2, . . . .

Пусть U0 ∈ H , (k + 1)U0 ⊂ U. Так как каждая функция ϕn, n = 1, 2, ...
слабо регулярна на классе множеств M относительно класса F, а каждое
открытое множество пространства (T, η) является внутренне регулярным по
отношению к семейству Φ = {ϕ}, то найдутся множества Fn ∈ F такие, что

Fn ⊂ En и ϕn(En \ Fn) ∈ U0, n = 1, 2, . . . .

Отсюда, по определению k-внешней меры, получим
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ϕn(Fn ∪ (En \ Fn)) ∈ ϕn(Fn) + kU0, n = 1, 2, . . . . (2.9)

В силу равномерной исчерпываемости семейства Φ = {ϕ} на классе F
существует номер n0 такой, что

ϕn(Fn) ∈ U0 при всех n > n0. (2.10)

Из (2.9) и (2.10), в силу выбора окрестности U0 ∈ H , следует
ϕn(En) ∈ U, n > n0,

что противоречит предположению.
Теорема доказана.
Следствие 1. Пусть (T, η)—некоторое σ-топологическое пространство,

пусть Σ—некоторая алгебра подмножеств множества T , причем Σ ⊃ η;
пусть F —некоторый класс замкнутых множеств пространства (T, η); пусть
M ⊂ Σ—некоторый класс множеств.

Если ϕ—непрерывная сверху в нуле k-внешняя мера, заданная на ал-
гебре Σ, принимающая значения в топологической абелевой группе G, ре-
гулярная на классе множеств M∪ η относительно класса F , то ϕ—исчер-
пывающая на классе множеств M∪ η.
Замечание 1. Известно [2], что в любом некомпактном нормальном

σ-топологическом пространстве существует регулярная (относительно клас-
са всех замкнутых множеств) аддитивная исчерпывающая скалярная функ-
ция множества, которая не является непрерывной сверху в нуле. Следова-
тельно, утверждение, обратное следствию 1, не верно.
Определение 2. Пусть L—класс всех замкнутых множеств

σ-топологического пространства (T, η), F ⊂ L. Будем говорить, что
классы множеств F и L η-отделимы, если для любых непересекающихся
множеств F ∈ F и L ∈ L существуют такие открытые непересекающиеся
множества W, V ∈ η, что F ⊂ W, L ⊂ V.
Пример 2. Если (T, η)—регулярное топологическое пространство, L—

класс всех замкнутых множеств пространства (T, η), F —некоторый класс
замкнутых компактных множеств пространства (T, η), то классы множеств
F и L η -отделимы.

Если (T, η)—регулярное хаусдорфово топологическое пространство L—
класс всех замкнутых множеств пространства (T, η), F —некоторый класс
компактных множеств пространства (T, η), то классы множеств F и
L η-отделимы.

Если (T, η)—нормальное топологическое пространство L—класс всех
замкнутых множеств пространства (T, η), F —некоторый класс замкнутых
множеств пространства (T, η), то классы множеств F и L η-отделимы.
Теорема 2. Пусть (T, η)—некоторое σ-топологическое пространство,

G— топологическая абелева группа; Σ—некоторая алгебра подмножеств
множества T , причем Σ ⊃ η. Пусть L класс всех замкнутых множеств
пространства (T, η), F ⊂ L и классы множеств F и L η-отделимы. Пусть
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Φ = {ϕ}, ϕ : Σ → G— семейство слабо регулярных на классе множеств Σ
относительно класса F k-внешних мер.

Если функции множества семейства Φ = {ϕ} равностепенно непрерывны
сверху в нуле на Σ, то они равномерно исчерпывающие на Σ.

Доказательство теоремы 2 опирается на следующие леммы, которые
формулируются в предположении, что выполнены условия теоремы.
Лемма 2.1. Если ϕ ∈ Φ, то для любого открытого множества H ∈ η и

для любой окрестности U ∈ H , для которых ϕ̃(H) � U, существует открытое
множество A ∈ η такое, что A ⊂ H, ϕ(A) � U1, где
U1 ∈ H , U1 = −U1, (k + 1)U1 ⊂ U.
Доказательство. Пусть множество H ∈ η и окрестность U ∈ H такие,

что ϕ̃(H) � U. Тогда существует множество E ∈ Σ, такое что E ⊂ H и
ϕ(E) � U. Так как функция ϕ слабо регулярная на классе множеств Σ
относительно класса F , то существует такое множество C ∈ F , что C ⊂
H \ E, ϕ((H \ E) \C) ∈ U1.

Положим A = H \ C. Так как A = (A \ E) ∪ E и ϕ(A \ E) ∈ U1, то ϕ(A) −
− ϕ(E) ∈ kU1.

Предположим, что ϕ(A) ∈ U1. Тогда −ϕ(E) ∈ (k + 1)U1; следовательно
ϕ(E) ∈ U.

Полученное противоречие показывает, что множество A искомое.
Лемма 2.2. Если ϕ ∈ Φ, то для любого множества E ∈ Σ и для любой

окрестности U ∈ H , для которых ϕ̃(E) � U существует замкнутое множество
F ∈ F такое, что F ⊂ E, ϕ(F) � U1.

Лемма 2.2 доказывается аналогично лемме 2.1.
Лемма 2.3. Функции множество семейства Φ равномерно исчерпываю-

щие на классе открытых множеств.
Доказательство. Пусть U ∈ H , {Hn}—некоторый спектр из η. Поло-

жим

En =

∞⋃
k=n

Hk, n = 1, 2, . . . .

Так как последовательность множеств {En} является локализатором из
η, а η ⊂ Σ, то существует номер no такой, что для всех номеров n > n0 и
для любой функции ϕ ∈ Φ справедливо

ϕ(En) ∈ U1,

где U1 ∈ H , U1 = −U1, (k + 1)U1 ⊂ U. Отсюда и из соотношения

En = Hn ∪ En+1,

в силу выбора окрестности U1 ∈ H , следует, что для любого номера n > n0

и для любой функции ϕ ∈ Φ справедливо

ϕ(Hn) ∈ U1.

Лемма доказана.
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Доказательство теоремы. Покажем сначала, что каждое открытое
множество пространства (T, η) является внутренне регулярным по отноше-
нию к семейству Φ = {ϕ}.

Для этого достаточно показать, что для любой окрестности U ∈ H и
для любого множества F ∈ L существует такое открытое множество H ∈ η,
что

F ⊂ H, {ϕ̃(H \ F), ϕ ∈ Φ} ⊂ U.

Предположим противное. Тогда существуют окрестность U ∈ H и мно-
жество F0 ∈ L такие, что для любого открытого множества H ⊃ F0 найдется
такая функция ϕ ∈ Φ, для которой ϕ̃(H \ F0) � U.

Так как T ∈ η, то существует такая функция ϕn1 ∈ Φ, что
ϕ̃n1 (H \ F0) � U.

По лемме 2.2 найдем такое множество F1 ∈ F , что
F1 ⊂ T \ F0, ϕn1(F1) ∈ U1. (2.11)

Так как классы множеств F и L η-отделимы, то существуют такие откры-
тые множества A0 и A1, что

F0 ⊂ A0, F1 ⊂ A1, A0 ∩ A1 = ∅. (2.12)

В силу (2.11), (2.12) и леммы 2.1 существует такое открытое множество
B1 ⊂ A1, что

ϕn1(B1) � U2,

где U2 ∈ H , U2 = −U2, (k + 1)U2 ⊂ U1.
По предположению для открытого множества A0 существует такая

функция ϕn2 ∈ Φ, что
ϕ̃n2(A0 \ F0) � U.

По лемме 2.2 найдем такое множество F2 ∈ F , что
F2 ⊂ A0 \ F0, ϕn2 (F2) � U1. (2.13)

Так как классы множеств F и L η— отделимы, то существуют такие от-
крытые множества A′0 и A′1, что

F0 ⊂ A′0 ⊂ A0, F2 ⊂ A′1 ⊂ A0, A′0 ∩ A′1 = ∅. (2.14)

В силу (2.13), (2.14) и леммы 1.1 существует такое открытое множество
B2 ⊂ A′1, что

ϕn2(B2) � U2.

Продолжив процесс по индукции, построим спектр {Bk} открытых мно-
жеств и подпоследовательность {ϕnk} ⊂ Φ, для которых

ϕnk (Bk) � U2, k ∈ N,

что противоречит равномерной исчерпываемости на η семейства функций
множества Φ = {ϕ}.
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Таким образом, если положить M = Σ, то функции множества семейства
Φ = {ϕ} удовлетворяют условиям теоремы 1 и, следовательно, являются
равномерно исчерпывающими на Σ.

Теорема доказана.
Следствие 2. Пусть (T, η)—регулярное хаусдорфово топологическое

пространство; G— топологическая абелева группа, пусть Σ—некоторая ал-
гебра подмножеств множества T , причем Σ ⊃ η; пусть F —класс компакт-
ных множеств пространства (T, η).

Если Φ = {ϕ}, ϕ : Σ → G, — семейство слабо регулярных на алгебре Σ
относительно класса F аддитивных функций множества, то из равносте-
пенной непрерывности сверху в нуле на Σ функций множества семейства
Φ = {ϕ} следует их равномерная исчерпываемость на Σ.

3. Заключение

В данной работе основной результат работы [1] (теорема 1, с.44) распро-
странен на семейство векторных внешних мер. При этом свойство "силь-
ной" регулярности функции множества из работы [1] заменено на свойство
слабой регулярности функций множества семейства Φ = {ϕ}, ϕ : Σ → G,
и условие внутренней регулярности открытых множеств σ-топологического
пространства (T, η) по отношению к семейству Φ = {ϕ}.

Кроме этого в работе показано, что если (T, η)— одно из указанных в
приводимой ниже таблице топологических пространств, F — соответствую-
щий класс множеств, то для равномерной исчерпываемости семейства век-
торных внешних мер, заданных на алгебре множеств Σ, Σ ⊃ η, достаточно
слабой регулярности каждой функции ϕ ∈ Φ относительно класса F и рав-
ностепенной непрерывности сверху в нуле семейства Φ = {ϕ}.

Таблица
(T, η) F
Регулярное пространство Класс замкнутых

компактных множеств
Регулярное хаусдорфово Класс компактных
пространство множеств
Нормальное пространство Класс замкнутых множеств

Литература
[1] Климкин, В.М. Исчерпываемость регулярной функции множества в то-

пологическом пространстве / В.М. Климкин, Т.А. Срибная // Ма-
тем.заметки. – 1991. – Т. 50. – №5. – С. 43–47.

[2] Александров, А.Д. Аддитивные функции множества в абстрактных
пространствах / А.Д. Александров // Мат. сб. – Т. 9(51). – С. 563–628.



66 Т.А.Срибная

[3] Саженков, А.Н. Ограниченность векторных внешних мер / А.Н. Са-
женков // Матем.заметки. – 1979. – Т. 25. – №6. – С. 913–917.

[4] Данфорд, Н. Линейные операторы. Общая теория / Н. Данфорд,
ДЖ. Шварц. – М.: ИИЛ, 1962. – 895 с.

[5] Гусельников, Н.С. О продолжении квазилипшицевых функций множе-
ства / Н.С. Гусельников // Матем. заметки. – 1975. – Т.17. – №1. –
С. 21–31.

[6] Халмош, П. Теория меры / П. Халмош. – М.: ИИЛ, 1953. – 291 с.

Поступила в редакцию 18/XI/2006;
в окончательном варианте — 19/XII/2006.

UNIFORM EXHAUSTION OF A FAMILY OF WEAKLY
REGULAR OUTER VEKTOR MEASURES3

© 2007 T.A. Sribnaya4

Conditions for the unifom exhaustion of a family of weakly regular
k-outer measures defined on an algebra of sets containing the class of
open subsets of some σ-topological space (T, η) and taking values in topo-
logical abelian group are found.

Paper received 18/XI/2006.
Paper accepted 19/XII/2006.

3Communicated by Dr. Sci. (Phys. & Math.) Prof. S.V.Astashkin
4Sribnaya Tatyana Arkadjevna (sribnaya@ssu.samara.ru), Dept. of Functional Analysis

and Theory of Functions, Samara State University, Samara, 443011, Russia.


