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Доказано, что всякий стабильно рациональный k-тор является рациональ-
ным. Теперь мы имеем алгоритм, позволяющий находить торы, рациональ-
ные над данным основным полем.

В монографиях по линейным группам подробно освещается строение этих
групп, определенных над алгебраически замкнутым полем. Рассмотрение линей-
ных групп, определенных над незамкнутым полем k, приводит нас к задачам изу-
чения группы бирегулярных преобразований AutL(G) данной k-группы G, k ⊂ L,
а группа AutL(G) уже в простейших случаях оказывается весьма и весьма непро-
сто устроенной. К примеру, группа всех бирегулярных преобразований аффинного
пространства An, n > 1. Далее, вопрос о бирациональной классификации линей-
ных k-групп приводит к необходимости изучать проективные модели линейных
групп и их бирациональные инварианты, а это необъятная область дальнейших
исследований. Остановимся на этих вопросах более подробно.

Пусть k—некоторое поле, X —аффинное k-многообразие, неприводимое над за-
мыканием k̄ поля k (абсолютно неприводимое многообразие), k[X]— его координат-
ное кольцо, k(X)— поле рациональных функций на X, k ⊂ k[X] ⊂ k(X). Если Y —
другое такое многообразие над полем k, то будем говорить, что Y есть k-форма
многообразия X, если X и Y становятся изоморфными при расширении поля опре-
деления k до поля k̄, более точно, если X ⊗k k̄ � Y ⊗k k̄. На языке алгебр это
означает, что кольца k̄[X] и k̄[Y] изоморфны над k̄. Можно детализировать это
определение. Пусть L/k— расширение Галуа с группой Π = Gal(L/k), XL = X ⊗k L.
Группа Галуа Π действует на XL через второй множитель. Если XL � YL, то бу-
дем говорить, что Y есть L/k-форма многообразия X. Как описать множество всех
L/k-форм данного аффинного многообразия X? Пусть f : XL → YL — изоморфизм
L-многообразий, тогда σ f снова L-изоморфизм для любого σ ∈ Π и f −1(σ f ) = aσ
является L-автоморфизмом многообразия XL. Легко видеть, что aστ = aσ(σaτ), т.е.
набор aσ, σ ∈ Π, является 1-коциклом группы Π со значениями в группе AutL(X).
Два коцикла aσ и a′σ группы AutL(X) называются когомологичными, если суще-
ствует элемент b ∈ AutL(X) такой, что a′σ = b−1aσ(σb). Когомологичность является
отношением эквивалентности на множестве 1-коциклов, и множество классов экви-
валентности называется множеством одномерных когомологий группы Галуа Π со
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значениями в группе AutL(X) и обозначают H1(Π, AutL(X)) или H1(L/k, AutL(X)). Ес-
ли AutL(X)—коммутативная группа, то H1(Π, AutL(X)) также коммутативная груп-
па, (в этом случае определены группы Hn(Π, AutL(X)) для любых n � 0), в об-
щем случае H1(Π, AutL(X)) лишь множество с отмеченной точкой— классом коцик-
ла b−1(σb). Вышеприведенный коцикл aσ определяет многообразие Y с точностью
до изоморфизма. Сопоставление многообразию Y класса когомологий, содержа-
щего коцикл aσ, определяет взаимнооднозначное соответствие между множеством
различных L/k-форм данного k-многообразия X и множеством H1(Π, AutL(X)). По-
дробности в работах [1, 2], там же показано, что это утверждение верно не только
для аффинных, но и для любых локально замкнутых подмногообразий проек-
тивного пространства. Вопрос о вычислении H1(Π, AutL(X) является частью более
общей задачи вычисления множества H1(Π, A), где A— некоторая Π-группа. Сле-
дующие результаты хорошо известны.

H1(Π, L) = H1(Π, L∗) = H1(Π,GL(n, L) = H1(Π, S L(n, L) = 0. (1)

Очень трудной оказалась задача нахождения всех k-форм аффинного простран-
ства An

k, n � 2, т.е. задача вычисления когомологий H1(Π, AutL(An). Если n = 1, то
H1(Π, AutL(A1) = 0, это легко следует из редукции к случаям (1). Однако группа
AutL(An) для n > 1 не имеет конечной размерности, и ряд гипотез о ее строении
пока не доказан для n > 2. Имеется теорема Шафаревича [3], утверждающая,
что H1(Π, AutL(A2)) = 0 для любого расширения L/k, т.е. не существует k-форм
плоскости A2

k, отличных от A2
k.

Значительно проще находятся все формы проективного пространства Pn
k. Груп-

па AutL(Pn) всех L-автоморфизмов пространства Pn
L изоморфна фактор-группе

GL(n + 1, L)/L∗, она обозначается PGL(n + 1, L) и называется проективной груп-
пой. Поэтому множество H1(Π, PGL(n + 1, L)) описывает все L/k-формы простран-
ства Pn

k. Всякая k-форма пространства Pn называется многообразием Севери-Брау-
эра размерности n. С другой стороны, группа PGL(n + 1, L) может быть истол-
кована как группа дробно-линейных автоморфизмов поля рациональных функ-
ций L(x1, .., xn). Коцикл aσ со значениями в PGL(n + 1, L) определяет представле-
ние h : Π→ PGL(n + 1, L), и группа W = h(Π) конечна. Подполе инвариантов F =
= L(x1, .., xn)W обладает свойствами F ∩ L = k, FL = L(x1, .., xn), и F есть поле
рациональных функций k(X) на многообразии Севери-Брауэра X, которое опреде-
ляется тем же коциклом aσ. Еще одна очень важная ипостась группы PGL(n).
Пусть M(n, k)—алгебра всех квадратных матриц порядка n с коэффициентами из
поля k. Известно, что всякий автоморфизм этой алгебры является внутренним,
т.е. группа Aut(M(n, k)) � PGL(n, k). Поэтому когомологии H1(Π, PGL(n, ks)) описы-
вают также множество всех простых центральных k-алгебр ранга n2 с точностью
до изоморфизма. Итак, каждый элемент h ∈ H1(Π, PGL(n+1, L)) однозначно опреде-
ляет многообразие Севери-Брауэра Xh, поле функций Fh и центральную простую
алгебру Λh. Точная последовательность

1 → L∗ → GL(n, L) → PGL(n, L) → 1

определяет естественное отображение ϕ : H1(Π, PGL(n, L))→ H2(Π, L∗). Обстоятель-
ное исследование отображения ϕ провел Рокетт [4]. Он показал, что отображение
ϕ является мономорфизмом, т.е. при отображении ϕ различные элементы множе-
ства H1(Π, PGL(n, L)) переходят в различные и вычислил образ Im(ϕ). Напомним,
что группа H2(Π, L∗) коммутативна, периодическая и элементы из H2(Π, L∗) взаим-
но однозначно соответствуют классам эквивалентных простых алгебр А с центром
k, которые распадаются над расширением L/k, [5]. Рокетт показал, что Im(ϕ) cосто-
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ит в точности из тех элементов группы H2(Π, L∗), индекс которых делит n. Сверх
того, Imϕ является подгруппой в группе H2(Π, L∗). Это позволяет определить есте-
ственную групповую структуру на множестве L/k-форм пространства Pn

k.
Теперь перейдем к важнейшим объектам нашей статьи. Рассмотрим k-формы

диагональных групп. Пусть Dk(n)—диагональная группа размерности n, опреде-
ленная над полем k. Удобно ее реализовать как диагональную подгруппу груп-
пы GLk(n + 1), определяемую в D(n + 1) уравнением x1x2 · · · xn+1 = 1. Тогда коль-
цо регулярных функций k[D(n)] легко вычисляется, оно является фактор-кольцом
k[x1, .., xn+1]/(x1 · · · xn+1 − 1), которое изоморфно кольцу частных k[x1, .., xn, x−11 , .., x

−1
n ].

Если g = (a1, .., an) ∈ D(n, k), ai � 0, то xi есть координатные функции xi(g) = ai и
xi(g1g2) = xi(g1)xi(g2), т.е. xi — это базисные рациональные характеры группы Dk(n).
Группа Autk(D(n)) бирегулярных преобразований k-схемы Dk(n) вычислена в работе
автора [7]. Напомним ее строение. Пусть α ∈ D(n, k), α = (α1, ..,αn), αi ∈ k, αi � 0.
Элемент α определяет левый сдвиг Tα, который на точках действует обычным
образом: Tα(β) = αβ. Далее, пусть Autk−gr(D(n))—подгруппа группы Autk(D(n)), со-
стоящая из k-преобразований, сохраняющих групповую структуру на Dk(n). Такие
преобразования характеры группы Dk(n) переводят в характеры и этим полно-
стью определяются. Таким образом, группа Autk−gr(D(n)) = AutL−gr(D(n)) является
постоянной групповой схемой, изоморфной группе GL(n,Z). Заметим, что элемент
g = (gi j) ∈ GL(n,Z) действует на точках α = (α1, ..,αn) мультипликативно бирацио-
нально : g(α) = β,

где β = (β1, .., βn), βi =

n∏
j=1

α
gi j

j , gi j ∈ Z, det(gi j) = ±.

Подгруппа сдвигов D(n, k) и подгруппа автоморфизмов GL(n,Z) порождают
всю группу Autk(D(n)) и Autk(D(n)) есть полупрямое произведение этих подгрупп,
при этом D(n, k) является нормальной подгруппой в Autk(D(n)): Autk(D(n)) =
= D(n, k)GL(n,Z). Пусть k(χ1, .., χn)—поле рациональных функций на группе Dk(n),
где χi —базисные характеры группы Dk(n). Как мы видели, группа D(n, k) дей-
ствует линейно в k-пространстве < χ1, .., χn >, что совершенно не так для группы
GL(n,Z). Группа Autk(D(n)) есть подгруппа группы бирациональных преобразова-
ний Crk(n) поля k(χ1, .., χn), и мы видим, что группа Autk(D(n)) не является алгеб-
раической подгруппой в группе Crk(n). Все торы данной размерности n над полем
k описываются множеством когомологий H1(k,GL(n,Z)), где GL(n,Z) действует би-
рационально на поле k(χ1, .., χn) по правилу χ j → ∏

χ
ai j

i . Пусть h ∈ H1(k,GL(n,Z)).
Поскольку группа Галуа действует тривиально на GL(n,Z), то элемент h есть
просто представление группы Галуа G в группу GL(n,Z) с точностью до цело-
численной эквивалентности. Поскольку группа G компактна, а группа GL(n,Z)
дискретна, то Im(h) является конечной подгруппой W группы GL(n,Z). Пусть
G1 = ker(h), W � G/G1 = Π, L = (ks)

G
1 .

Теперь легко определить L/k-тор T , соответствующий коциклу h. На группе
DL(n) действуют два точных представления группы Π : σ→ 1 ⊗ h(σ) и σ→ σ ⊗ 1,
которые коммутируют друг с другом, поэтому имеем точное представление
u(σ) = σ ⊗ h(σ) группы Π в группу Autk−gr(DL(n)). Сам тор T тогда k-изоморфен фак-
тор-группе DL(n)/u(Π). Имеет смысл описать эту конструкцию на языке алгебр и
целочисленных представлений конечных групп. Пусть L/k—конечное расширение
Галуа с группой Π, T̂ —Π-модуль без кручения ранга n, χ1, .., χn — базис модуля
T̂ , L[T̂ ] = L[χ1, .., χn, χ

−1
1 , .., χ

−1
n ]— групповое кольцо группы T̂ , группа T̂ рассматрива-

ется в мультипликативной записи. Тогда алгебра инвариантов A = (L[T̂ ])Π является
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алгеброй с когрупповой структурой, а ее спектр T = S pecA есть k-тор с группой
характеров T̂ . Если T̂ —точный Π-модуль, то L—минимальное поле разложения
тора T . Мы видим, что описание k-торов эквивалентно изучению целочисленных
представлений конечных групп и работы здесь хватит всем будущим поколениям
математиков. Легко проверяется, что изоморфизм двух k-торов T1 и T2 эквива-
лентен Π-изоморфизму модулей T̂1 и T̂2, где Π— группа Галуа их общего поля
разложения. Сверх того, из точной последовательности Π-модулей без кручения

0 → T̂1 → T̂2 → T̂3 → 0

следует точная последовательность k-торов

1 → T3 → T2 → T1 → 1.

Весьма интересен вопрос о бирациональной эквивалентности двух k-торов. По-
скольку над полем k̄ все торы рациональны, то над полем k̄ все торы одинаковой
размерности изоморфны. Долгое время оставался открытым вопрос о рациональ-
ности тора T над незамкнутым полем. Дело в том, что бирациональные инвари-
анты алгебраического тора имеют существенно проективную природу. Пусть два
k-тора T1 и T2 бирационально эквивалентны над полем k, X1 и X2 — гладкие проек-
тивные модели этих торов, определенные над k. Тогда Π-модули PicX1,L и PicX2,L

являются подобными, т.е. существуют пермутационные Π-модули Ŝ 1 и Ŝ 2, такие,
что прямые суммы PicX1,L ⊕ Ŝ 1 и PicX2,L ⊕ Ŝ 2 изоморфны. Класс подобия модуля
A обозначим через [A]. В частности, если k-тор T является k-рациональным, то
класс [PicXL] = [0]. Из открытого вложения T ⊂ X следует точная последователь-
ность Π-модулей

0 → T̂ → Ŝ → Pic XL → 0, (2)

где Ŝ —пермутационный модуль. Группы H1(π, PicXL) и H−1(π, PicXL) являются би-
рациональными инвариантами многообразия T . Следующий неожиданный факт
является одним из важнейших в бирациональной классификации алгебраических
k-торов, а именно H−1(L/F, PicXL(X)) = 0, где k ⊂ F ⊂ L. Это свойство позволи-
ло строить канонические резольвенты (2) чисто алгебраически, минуя построение
проективной модели. В вопросах классификации многообразий связных линейных
групп весьма полезным оказалось понятие стабильной рациональности и стабиль-
ной эквивалентности, а именно два k-многообразия X1 и X2 называются стабильно
эквивалентными, если произведения X1×kAm и X2×kAp бирационально эквивалент-
ны над k при некоторых m и p. Если же имеется бирациональный k-изоморфизм
X × kAm � Ap, то многообразие X называется стабильно рациональным. Ясно, что
стабильно рациональные многообразия являются унирациональными. В 1984 го-
ду в работе [6] впервые были построены примеры стабильно рациональных, но
не рациональных многообразий. Если поле k не замкнуто, то такие имеются в
размерностях начиная с двух, а над полем комплекcных чисел, начиная с трех.
В этой же работе [6] имеется обстоятельный обзор истории вопроса и состояния
дел к тому времени с точными библиографическими ссылками.

Особую роль в вопросах бирациональной геометрии алгебраических торов иг-
рают квазиразложимые торы, т.е. торы S , определенные над полем k с пермута-
ционными модулями характеров Ŝ . Квазиразложимые торы являются первыми по
сложности после k-разложимых. Разбиение пермутационного базиса модуля Ŝ на
орбиты группы Π определяет разложение Π-модуля Ŝ в прямую сумму ⊕s

i=1Z[Π/πi],
где πi —некоторые подгруппы группы Π. Тор S с модулем Ŝ = Z[Π/π] легко описы-
вается. Пусть F = Lπ — поле инвариантов, ω1, ...,ωm —базис расширения F/k, име-
ем регулярное представление поля F матрицами алгебры M(m, k), которое опре-
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деляет группу F∗ как подгруппу в полной линейной группе GL(m, k). Тор S есть
максимальный k-тор группы GLk(m) с условием S (k) = F∗. Его стандартное обо-
значение: S = RF/k(Gm). Таким образом, каждый квазиразложимый L/k-тор есть
прямое произведение торов вида RFi/k(Gm), где k ⊂ Fi ⊂ L. Если x1, ..., xm —коор-
динаты общего элемента поля F относительно базиса ω1, ...,ωm, то координатное
кольцо тора RF/k(Gm) можно записать в явном виде: k[RF/k(Gm)] = k[x1, ..., xm, y−1],
где y = NF/k(x1ω1 + ... + xmωm). Вложение k[x1, ..., xm] ⊂ k[x1, ..., xm, y−1] определяет точ-
ное действие группы RF/k(Gm) на RF/k(A1

F) � Am
k и вложение многообразия RF/k(Gm)

в Am в качестве открытой орбиты. Переходя к прямым произведениям, мы видим,
что всякий квазиразложимый k-тор S размерности n может быть реализован как
максимальный k-тор группы GLk(An), и многообразие S можно рассматривать как
открытую орбиту в пространстве An

k . Тор S является k-рациональным.
Для всякого Π-модуля рациональных характеров T̂ тора T существует вялая

резольвента, т.е. точная последовательность Π-модулей без кручения конечного
ранга

0→ T̂ → Ŝ → N̂ → 0,

в которой Ŝ является пермутационным, а модуль N̂ — вялым, последнее означает,
что H−1(π, N̂) = 0 для всякой подгруппы π группы Π. Вялая резольвента моду-
ля T̂ определена неоднозначно, однако класс подобия [N̂] модуля N̂ однозначно
определяется модулем T̂ и является бирациональным инвариантом k-тора T [2].
Обозначим этот класс символом p(T̂ ) или p(T ). Он равен также классу модуля
Пикара [Pic XL], где X —какое-нибудь гладкое проективное пополнение тора T над
полем k. Пусть C(L/k)—категория торов, определенных над k и разложимых над
L, P(Π)—полугруппа классов подобия Π-модулей, порожденная вялыми модуля-
ми. Сумма классов [N̂1] + [N̂2] определяется как класс [N̂1 ⊕ N̂2]. Определим по-
лугруппу Z(L/k), порожденную классами стабильно эквивалентных между собой
торов категории C(L/k) с умножением классов по правилу

{T1} × {T2} = {T1 × kT2}.
Напомним, что два k-многообразия X1 и X2 называются стабильно эквивалентны-
ми, если произведения X1× kAm и X2× kAp бирационально эквивалентны над k при
некоторых m и p. В работе [2] показано, что соответствие T → p(T ) определяет
изоморфизм полугрупп Z(L/k) и P(Π). Конечно, этот изоморфизм является толь-
ко первым приближением к вопросу о бирациональной классификации торов из
C(L/k). Однако инвариант p(T ) позволяет выделить класс торов, близких к рацио-
нальным, и мы докажем, что такие торы действительно являются рациональными
над полем k.

Как и следовало ожидать, тор T с условием p(T ) = [0] обладает особыми свой-
ствами. Это торы, которые представимы в виде фактора

1→ S 1
α→ S 2

β→ T → 1, (3)

где S 1 и S 2 —квазиразложимые k-торы. Конечно, из эпиморфизма β : S 2 → T
следует, что поле k(T ) содержится в k(S 2), т.е., что всякий k-тор является унира-
циональным многообразием. Квазиразложимые торы S обладают важными свой-
ствами: H1(M/M1, S (M)) = 0 для любого расширения Галуа M/M1, M1 ⊃ k. Отсюда
следует, что отображение β последовательности (3) обладает k-рациональным се-
чением γ : T → S 2, βγ = 1. Имеем k-рациональное отображение

ϕ = (α, γ) : S 1 × kT → S 2, (4)
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определяемое по правилу:

ϕ(s, t) = α(s)γ(t), s ∈ S 1(ks), t ∈ T (ks).

Отображение ϕ является бирациональным. В самом деле, пусть имеем равенство
α(s)γ(t) = α(s1)γ(t1). Тогда β[α(s)γ(t)] = β[α(s1)γ(t1)], откуда t = t1, а тогда s = s1.
Таким образом, тор T с условием p(T ) = [0] является стабильно рациональным
над полем k. Группы S 1 и S 2 могут быть реализованы в качестве максимальных
k-торов в линейных группах GLk(V1) и GLk(V2), где Vi —линейные пространства
над полем k, dimk Vi = dimk S i. Мы видим, что поле рациональных функций k(T ) то-
ра T есть поле инвариантов k(V2)S 1 группы S 1, которая линейно и точно действует
на пространстве V2 посредством представления α. Бирациональное отображение
ϕ формулы (4) можно переписать в виде

ϕ : V1 × kT → V2. (5)

Пусть теперь S —произвольный максимальный k-тор группы GL(V1). Зададим
действие группы S на V1 × kT по правилу: S действует линейно и точно на V1

и тривиально на T (обобщенное отражение от пространства T ). Тогда группа S
действует линейно на V2 очевидным образом: δ(g) = ϕgϕ−1. Оператор δ определен
этой формулой на всей группе GLk(V1), и мы имеем ее линейное представление
в группу GLk(V2). Мы имеем любопытный факт: поле k(T ) можно представить
в виде поля инвариантов k(V2)δ(S ) для любого максимального k-тора S группы
GLk(V1), действующего на V2 указанным выше способом. Пусть теперь S = D1 —
максимальный k-разложимый тор в GLk(V1).

Поскольку группа δ(D1) является подгруппой группы GLk(V2), то существует
максимальная k-диагонализируемая подгруппа D2, D2 ⊃ δ(D1), dimk D2 = dimk V2.
Отсюда следует, что поле k(T ) = k(V2)δ(D1) = k(D2/δ(D1) будет чисто трансцендент-
ным над полем k, ибо тор D2/δ(D1) разложим над полем k, а следовательно, раци-
онален над полем k. Таким образом, имеем следующий результат данной статьи.

Теорема Всякий стабильно рациональный k-тор является рациональным над
полем k.

Итак, условие p(T ) = [0] является критерием рациональности алгебраического
k-тора T .

Следствие 1. Пусть α : S → GL(V)—точное линейное представление квазираз-
ложимого тора S . Тогда существует бирациональное преобразование пространства
V в W такое, что действие группы S на линейном k-пространстве W будет квази-
регулярным, т.е. S -модуль W разложим в прямую сумму W = W1 ⊕W2, где W1 —
пространство регулярного представления тора S , а действие группы S на W2 —
тривиально.

Пусть теперь расширение L/k является циклическим, Π = Gal (L/k), (L : k) = n.
Кольцо целых элементов Z[ζn] кругового поля Q(ζn), где ζn – первообразный ко-
рень n-й степени из 1, можно рассматривать как Π-модуль, полагая σ(α) = ζnα

для всякого α ∈ Z[ζn], здесь σ – образующий элемент группы Π. Пусть Tn будет
k-тор с Π-модулем рациональных характеров T̂n = Z[ζn]. Поскольку все торы вида
Tn стабильно рациональны над полем k [2], то имеем следующий результат.

Следствие 2. Торы Tn рациональны над полем определения для любого n.
Прямое доказательство рациональности торов Tn было изложено в докладе ав-

тора на конференции в Лиможе в 1997 году и опубликовано в заметке [8].
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