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В статье приводятся задачи с единственным решением нелиней-
ных дифференциальных уравнений с подвижными особыми точками.
Также рассматривается критерий существования подвижных особых
точек дифференциального уравнения Риккати в комплексной области.

К уравнению Риккати, не разрешаемому в квадратурах, приводит ряд
задач теории оптимального управления [1–6], при определенных значени-
ях параметров к ним сводятся нелинейные дифференциальные уравнения
второго порядка — уравнения Пенлеве [7–9].

К настоящему времени известны следующие основные результаты, ка-
сающиеся существования подвижных особых точек решений дифференци-
альных уравнений Риккати.

Определение 1. Особые точки решения дифференциального уравне-
ния, положение которых зависит от начальных данных, называют подвиж-
ными особыми точками решений дифференциальных уравнений.

Характер подвижных особых точек может быть разный: типа полюса
разной кратности, критического полюса и т.д. Уравнения Риккати, скаляр-
ное и матричное, относятся к определенному классу нелинейных дифферен-
циальных уравнений, решения которых имеют только подвижные особые
точки типа полюса определенной кратности. Этот класс уравнений назы-
вают классом P-типа.

Наличие подвижных особых точек нарушает ряд условий теорем су-
ществования решений указанных выше уравнений, и к таким уравнениям
нельзя применять существующие методы решения, так как они не адап-
тированы к подвижным особым точкам решений этих уравнений. В связи
с этим предпринимались попытки решений дифференциальных уравнений
данного класса [10–19], но все они не представляли единого подхода к ре-
шению указанного класса нелинейных дифференциальных уравнений.
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Один из вариантов решения нелинейных дифференциальных уравнений
данного класса требует решения следующих задач:

а) доказательство теорем существования решения в области аналитич-
ности как для исходного, так и инверсного нелинейных дифференци-
альных уравнений. Доказательство теоремы существования решения
в окрестности подвижной особой точки;

б) получение подвижных особых точек решений рассматриваемых нели-
нейных дифференциальных уравнений с заданной точностью;

в) построение приближенных решений рассматриваемых дифференци-
альных уравнений как в области аналитичности, так и в окрестности
подвижных особых точек;

г) исследование влияния погрешности исходных данных и подвижных
особых точек на приближенное решение указанных уравнений.

Данные задачи решены в вещественной области автором в работе [20],
а ниже предлагается обобщение результатов, опубликованных ранее [21], на
комплексную область. Эти результаты необходимы для решения указанной
выше второй задачи в комплексной области.

В работе [22] доказано существование решения скалярного дифферен-
циального уравнения Риккати

ω′1(z) = ω
2
1(z) + r(z) (1)

в окрестности подвижной особой точки z∗ в виде:

ω1(z) = (z − z∗)p
∞∑
0

C1,n(z − z∗)n (2)

и для нестационарного матричного дифференциального уравнения Риккати

Y ′1(z) = −A(z) · Y1(z) + Y2
1 (z) + B(z) (3)

в следующем виде:

Y1(z) = (z − z∗)p
∞∑
0

C2,n(z − z∗)n, (4)

где p = −1 , A(z), B(z), C —матрицы размерности m × m, а также указаны
области представлений (2) и (4). В (3), (4) используется обозначение:

Y1(z) = ‖Yi j(z)‖, i, j = 1, . . . ,m.

Теорема 1. Если z∗ —подвижная особая точка решения задачи Коши
для уравнения (1), то |ω1(z)| → ∞ при z→ z∗.

Доказательство теоремы основано на результатах теоремы существова-
ния решения в окрестности подвижной особой точки, доказанной в рабо-
те [22].



66 В.Н.Орлов

Теорема 2. Если z∗ —подвижная особая точка решения задачи Коши
для уравнения (3), то |Yi j| → ∞ при z→ z∗ (i, j = 1, . . . ,m).

Доказательство теоремы 2 аналогично доказательству теоремы 1.
Введем следующие определения.
Определение 2. Линию в некоторой области комплексной плоскости

назовем правильной, если для координаты точек этой линии существует
взаимно однозначное соответствие.

Определение 3. Линию в некоторой области комплексной плоскости
назовем неправильной в направлении оси OX (OY), если на этой линии су-
ществуют, по крайней мере, две точки имеющие одинаковые вторые (пер-
вые) координаты.

Определение 4. Неправильную линию в направлении оси OX и OY
назовем просто неправильной линией.

Для уравнения (1) рассмотрим инверсное уравнение

ω′2(z) = −1 − r(z)ω2
2(z), (5)

полученное из (1) с помощью замены

ω1(z) =
1
ω2(z)

.

Представим решение уравнения (5) в виде:

ω2(z) = U2(x, y) + iV2(x, y)

и рассмотрим два фазовых пространства

Φ1 = {x, y,U2(x, y)}, Φ2 = {x, y,V2(x, y)},
характеризующие решения уравнения (5).

Теорема 3. Для того чтобы z∗ являлась подвижной особой точкой ре-
шения ω1(z) дифференциального уравнения Риккати (1), необходимо и до-
статочно, чтобы в некоторой области G1 (z∗ ∈ G1) фазовых пространств Φ1

и Φ2 , U2(x, y) и V2(x, y) являлись непрерывными функциями своих аргу-
ментов и одновременно меняли знаки при переходе через точку z∗(x∗, y∗),
двигаясь вдоль некоторой правильной линии L1 (z∗ ∈ L1 ⊂ G1).

Доказательство необходимости основано на теореме существования ре-
шения уравнения (1) в окрестности подвижной особой точки [22], а до-
статочность на — методах исследования функций нескольких переменных и
теореме Больцано–Коши.

Рассмотрим инверсное матричное дифференциальное уравнение

Y ′2(z) = A(z) · Y2(z) + I − Y2(z) · B(z) · Y2(z), (6)

полученное из (3) с помощью замены

Y1(z) = Y−12 (z).
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Представим решение уравнения (6) в виде:

Y2(z) = P(x, y) + iQ(x, y),

где
P(x, y) = ‖pi j(x, y)‖ и Q(x, y) = ‖qi j(x, y)‖, i, j = 1 . . .m.

Обозначим Φi j = {x, y, pi j(x, y)} и Fi j = {x, y, qi j(x, y)} как фазовые простран-
ства решения уравнения (6).

Теорема 4. Для того чтобы z∗ была подвижной особой точкой решения
Y1(z) матричного дифференциального уравнения Риккати (3), необходимо и
достаточно, чтобы в некоторой области G2 (z∗ ∈ G2) фазовых пространств
Φi j и Fi j, pi j(x, y) и qi j(x, y) были непрерывными функциями своих аргу-
ментов и одновременно меняли знаки при переходе через точку z∗(x∗, y∗)
двигаясь вдоль некоторой правильной линии L2 (z∗ ∈ L2 ⊂ G2).

Доказательство теоремы 4 аналогично доказательству теоремы 3.
Представление решений уравнений (1) и (3) соответственно в виде:

ω1(z) = U1(x, y) + iV1(x, y) и Y1(z) = P1(x, y) + iQ1(x, y)1

позволяет использовать теорию функций нескольких переменных для ис-
следования поведения функций U1(x, y), V1(x, y), P1(x, y), Q1(x, y) в соответ-
ствующих фазовых пространствах, что существенным образом позволяет
оптимизировать алгоритм поиска подвижных особых точек решений ука-
занных выше дифференциальных уравнений.
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In the paper a problem concerning unique solutions of non-linear dif-
ferential equations with moving singular points is studied. An existence
criterion of moving singular points of the Riccati differential equation
solution in complex area is given.
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