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КРИТЕРИЙ СЕПАРАБЕЛЬНОСТИ
ЭКСТРАПОЛЯЦИОННОГО ПРОСТРАНСТВА1

© 2006 К.В.Лыков2

В работе [1] предложен новый подход к определению экстраполяционно-
го пространства. Там же рассмотрена задача описания таких пространств,
а также приложения. В настоящей работе исследуются вопросы о сепара-
бельности и максимальности экстраполяционного пространства. Приведены
необходимые и достаточные условия в терминах параметра, определяющего
пространство.

1. Введение, предварительные замечания и вспомога-
тельные леммы

Расмотрим идеальные пространства функций на отрезке [0, 1], норма в кото-
рых определяется Lp–нормами в следующем смысле.
Определение 1.1. Пространство E измеримых функций на отрезке [0, 1] бу-

дем называть экстраполяционным с параметром F и писать

E = LF ,

если
c‖ · ‖E �

∥∥∥‖ · ‖p∥∥∥F
� C‖ · ‖E , C � c > 0.

Здесь ‖ · ‖p — обычная Lp–норма, а ‖ · ‖F — норма функции ξ(p) = ξ(·, p) = ‖ · ‖p в
банaховом идеальном пространстве F функций на [1,∞).

В работах [1–3] показано, что LF — банахово пространство, исследован во-
прос о совпадении экстраполяционных пространств с известными идеальными
пространствами (пространствами Орлича, Лоренца, Марцинкевича), рассмотрены
приложения к теории сходимости ортогональных рядов.

Если L∞ � F, то LF состоит лишь из нуля. Поэтому всюду в дальнейшем мы
предполагаем, что L∞ ⊂ F. В этом случае все пространства LF будут симметричны-
ми (перестановочно-инвариантными) пространствами. Это означает, что равноиз-
меримые функции одновременно принадлежат или не принадлежат пространству,
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и, в первом случае, имеют равные нормы. Под равноизмеримостью двух функций
x = x(t) и y = y(t) подразумевается совпадение их функций распределения:

μ{t : |x(t)| > τ} = μ{t : |y(t)| > τ},
для всех τ > 0. Здесь μ — обычная мера Лебега. С теорией и основными фактами
симметричных пространств можно ознакомиться по монографиям [4–5]. Приме-
рами симметричных пространств могут служить пространства Lp, пространства
Лоренца Lp,q, пространства Орлича. Основные факты о идеальных пространствах
(решетках) изложены в [6].

В случае, когда параметр экстраполяции F есть пространство L∞ с весом, экс-
траполяционные пространства рассматривались также Е.И.Островским в работах
[7–8]. В работе [8] такие пространства названы моментными (moment spaces). Там
же рассмотрены приложения к рядам и преобразованию Фурье, сингулярным ин-
тегральным операторам и теории мартингалов. В связи с этими приложениями
в [8] приведена характеризация сепарабельной части моментного пространства. В
настоящей работе мы рассмотрим вопрос о характеризации всех сепарабельных
экстраполяционных пространств в терминах свойств параметра F, а также ана-
логичный вопрос о характеризации всех максимальных экстраполяционных про-
странств. Под максимальностью симметричного пространства E мы подразумева-
ем совпадение (изоморфизм) E с вторым ассоциированным пространством E′′. На-
помним, что ассоциированное пространство E′ состоит из всех измеримых функ-
ций y = y(t), для которых

‖y‖E′ = sup

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1∫

0

x(t)y(t)dt : x ∈ E, ‖x‖E � 1

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ < ∞.
Вообще, под вложением одного банахова пространства в другое всюду далее

подразумевается непрерывное вложение, а под совпадением двух пространств мы
будем иметь ввиду изоморфизм. Для произвольного симметричного пространства
E на отрезке [0, 1] имеют место вложения

L∞ ⊂ E ⊂ L1.

Для экстраполяционных пространств, кроме этого,

L∞ ⊂ LF ⊂ Lp, для всех p < ∞.
Далее нам понадобятся следующие леммы.
Лемма 1.1. Если E = LF � L∞, то

lim
N→∞ ‖χ[N,∞)‖F = 0

Здесь и далее через χA обозначается характеристическая функция (индикатор)
множества A.
Доказательство. Пусть x ∈ E\L∞. Тогда

‖x‖p → ∞ при p→ ∞.
Поэтому для любого n ∈ � найдется pn, для которого

‖x‖pn
> n.

Тогда справедливы оценки:

‖χ[pn,∞)‖F � 1
n

∥∥∥‖x‖pχ[pn ,∞)

∥∥∥
F

� 1
n
‖x‖E → 0 при n→ ∞.
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Лемма 1.2. Если LF = L∞, то

lim
N→∞ ‖χ[N,∞)‖F > 0.

Доказательство. Рассмотрим последовательность функций из L∞:

xk = xk(t) = χ[0,2−k](t).

Тогда
‖xk‖∞ = 1 и ‖xk‖p = 2−k/p.

Поэтому находим, что

1 = ‖xk‖∞ � C
∥∥∥‖xk‖p

∥∥∥
F

� C
(∥∥∥2−k/pχ[1,N)

∥∥∥
F
+

∥∥∥χ[N,∞)

∥∥∥
F

)
,

откуда, устремляя k к бесконечности, получим∥∥∥χ[N,∞)

∥∥∥
F

� 1/C, для всех N � 1.

2. О сепарабельной части экстраполяционного про-
странства

Под сепарабельной частью пространства E будем подразумевать наибольшее
сепарабельное подпространство E0 пространства E. Для симметричного простран-
ства E � L∞ сепарабельная часть совпадает с замыканием в E пространства L∞
всех ограниченных функций. Если же E = L∞, то E0 = {0}, этот случай тривиален.
Теорема 2.1. Если E = LF , то сепарабельная часть

E0 = LF0 ,

где F0 — подпространство F:

F0 =

{
f ∈ F : lim

N→∞
∥∥∥ f · χ[N,∞)

∥∥∥
F
= 0

}
.

Замечание 2.1. Пространство F0 — полное. Это легко следует из полноты F
и определения F0.
Доказательство теоремы. Как это следует из леммы 1.2, при E = L∞

LF0 = {0},
в этом случае заключение теоремы тривиально. Пусть E � L∞. Тогда, в силу
леммы 1.1,

L∞ ⊂ LF0 .

Откуда, замыкая L∞ в E, получаем вложения:

E0 ⊂ LF0 ⊂ LF = E,

и для доказательства теоремы достаточно установить сепарабельность LF0 . Суще-
ствует удобный критерий сепарабельности идеального пространства X на отрезке
[0, 1] — условие порядковой непрерывности нормы [6, гл. IV, § 3, теорема 3]:

x1 ∈ X и xn ↓ 0 ⇒ ‖xn‖X → 0. (A)

Итак, пусть
x1 ∈ LF0 и xn ↓ 0.

Выберем ε > 0. Согласно определению F0, найдется N0 ∈ � такое, что∥∥∥‖x1‖p · χ[N0 ,∞)

∥∥∥
F0
=

∥∥∥‖x1‖p · χ[N0,∞)

∥∥∥
F
<
ε

2
. (2.1)
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Далее, так как в LN0 условие (A) выполнено, и

‖xn‖p � ‖xn‖N0
при p � N0,

то найдется n0 ∈ � такое, что

‖xn‖p < ε

2‖χ[1,N0)‖F
при p � N0 и n � n0. (2.2)

Из (2.1) и (2.2) получаем при n � n0 = n0(ε)

‖xn‖LF0
�

∥∥∥‖xn‖p · χ[1,N0)

∥∥∥
F0
+

∥∥∥‖xn‖p · χ[N0,∞)

∥∥∥
F0

�

� ε

2‖χ[1,N0)‖F
∥∥∥χ[1,N0)

∥∥∥
F
+

∥∥∥‖x1‖p · χ[N0 ,∞)

∥∥∥
F0
<
ε

2
+
ε

2
= ε.

В силу произвольности ε, заключаем, что в LF0 выполнено условие (A). Следова-
тельно, LF0 сепарабельно, и теорема доказана.
Следствие 2.1. Если симметричное пространство E экстраполяционно, то его

сепарабельная часть E0 также будет экстраполяционным пространством.
Следствие 2.2. Экстраполяционное пространство E сепарабельно тогда и

только тогда, когда
E = LF ,

где F удовлетворяет условию

f ∈ F ⇒ lim
N→∞

∥∥∥ f · χ[N,∞)

∥∥∥
F
= 0. (A∞)

Доказательство. Сепарабельность пространства E равносильна условию

E = E0,

или, в силу теоремы 2.1, условию

E = LF0 ,

где F0 — пространство из формулировки теоремы, которое, очевидно, условию
(A∞) удовлетворяет.
Замечание 2.2. Для сепарабельного пространства возможно равенство

E = LF

с параметром F, не удовлетворяющим условию (A∞). Следствие 2.2 говорит о том,
что параметр экстраполяции можно поменять на другой (не изменяя само экстра-
поляционное пространство E), который уже будет удовлетворять условию (A∞).

3. Критерий максимальности экстраполяционного
пространства

В этом параграфе мы исследуем вопрос о максимальности экстраполяционного
пространства. Известно, что равенство

E = E′′

(т.е. собственно максимальность) для идеального пространства E имеет место то-
гда и только тогда, когда в E выполнено условие монотонной полноты нормы
[6, гл. VI, § 1, теорема 7]:

0 � xn ∈ E, xn ↑ x и sup
n
‖xn‖E < ∞ ⇒ x ∈ E. (B)
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Мы будем рассматривать близкое условие на параметр экстраполяции F:

f · χ[1,N] ∈ F и sup
N

∥∥∥ f · χ[1,N]

∥∥∥
F
< ∞ ⇒ f ∈ F. (B∞)

Запись E ∈ (B) будет означать, что норма в E монотонно полна. Аналогично,
будем писать F ∈ (B∞), если F удовлетворяет условию (B∞).
Лемма 3.1. Если F ∈ (B∞), то E = LF ∈ (B).
Доказательство. Пусть

0 � xn ↑ и sup
n
‖xn‖E < C < ∞.

Так как
E ⊂ Lp,

то для каждого 1 � p < ∞
sup

n
‖xn‖p < ∞.

В силу порядковой непрерывности и монотонной полноты нормы в Lp, найдется
функция x = x(t) такая, что

xn ↑ x и ‖x − xn‖p → 0 для всех p.

Рассмотрим последовательность функций

ϕn = ϕn(p) =
‖xn‖p
‖x‖p .

Последовательность ϕn сходится к тождественной единице на [1,∞), причем на
каждом отрезке [1,N] равномерно (по признаку Дини). Следовательно, найдется
n0 = n0(N), для которого

ϕn0 (p) >
1
2

для всех p ∈ [1,N].

Поэтому ∥∥∥‖x‖p · χ[1,N]

∥∥∥
F
<

∥∥∥∥2‖xn0‖p · χ[1,N]

∥∥∥∥
F
< 2C,

откуда, так как по условию F ∈ (B∞),

ξ = ξ(p) = ‖x‖p ∈ F,

или, что равносильно, x ∈ LF .
Лемма 3.2. Пусть E = LF ∈ (B) и E � L∞. Если измеримая функция x = x(t)

такова, что
ξN = ξN(p) = ‖x‖p · χ[1,N] ∈ F

для всех N ∈ [1,∞), и
sup
N
‖ξN‖F < ∞,

то x ∈ E.
Доказательство. Рассмотрим срезки функции x:

xM = xM(t) = |x(t)| · χ{s:|x(s)|<M}(t).

Тогда ∥∥∥‖xM‖p
∥∥∥
F

�
∥∥∥‖x‖p · χ[1,N]

∥∥∥
F
+ M

∥∥∥χ[N,∞)

∥∥∥
F
.

Устремляя N к бесконечности и пользуясь леммой 1.1, будем иметь

‖xM‖LF
� sup

N
‖ξN‖F < ∞.
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Откуда, так как xM ↑ |x| и E ∈ (B), заключаем, что x ∈ E.
Замечание 3.1. Утверждение леммы 3.2 остается справедливым и в случае

E = L∞. Но нам это не понадобится.
Лемма 3.3. Пусть F — банахово идеальное пространство на [1,∞). Тогда мно-

жество

F1 =

{
f = f (p) : sup

N

∥∥∥ f · χ[1,N]

∥∥∥
F
< ∞

}
с нормой

‖ f ‖F1 = sup
N

∥∥∥ f · χ[1,N]

∥∥∥
F

также является банаховым идеальным пространством на [1,∞). Кроме того, F1 ∈
(B∞).
Доказательство. Линейность F1 и свойства нормы очевидны. Докажем пол-

ноту. Воспользуемся критерием Абрамовича [6, c. 151]. Пусть fn � 0, носители fn
попарно дизъюнктны и

∞∑
n=1

‖ fn‖F1
< C < ∞.

Тогда
∞∑

n=1

∥∥∥ fn · χ[1,N]

∥∥∥
F
< C < ∞.

В силу полноты F существует f N , для которой

f N =

∞∑
n=1

fn · χ[1,N] и ‖ f N‖F < C < ∞.

Тогда для функции

f =
∞∑

n=1

fn

будем иметь ∥∥∥ f · χ[1,N]

∥∥∥
F
=

∥∥∥ f N
∥∥∥
F
< C < ∞.

Согласно определению F1, функция f ∈ F1. По упомянутому выше критерию этого
достаточно для полноты. Выполнение условия (B∞) очевидно.
Замечание 3.2. Для пространства F1 из леммы 3.3 будет выполняться также

следующий аналог свойства порядковой полунепрерывности нормы:

f ∈ F1 ⇒
∥∥∥ f · χ[1,N]

∥∥∥
F1
→ ‖ f ‖F1 (C∞)

Теорема 3.1. Экстраполяционное пространство E максимально тогда и только
тогда, когда

E = LF

для некоторого F ∈ (B∞).
Доказательство. В одну сторону утверждение немедленно следует из леммы

3.1. Пусть теперь E ∈ (B). Если E = L∞, то достаточно положить F = L∞. Если
же E = LF � L∞, то рассмотрим пространство F1 из леммы 3.3. Очевидно F ⊂ F1.
Поэтому

E ⊂ LF1 .

Покажем, что на самом деле
E = LF1 .
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Если x ∈ LF1 , то для функции

ξN = ξN(p) = ‖x‖p · χ[1,N]

имеем
sup
N
‖ξN‖F �

∥∥∥‖x‖p∥∥∥F1
< ∞.

Поэтому для x выполнены условия леммы 3.2, и, следовательно, x ∈ E. Теперь
достаточно заменить параметр F на F1, чтобы убедиться в справедливости тео-
ремы.
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