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ЭКСТРАПОЛЯЦИЯ В ШКАЛЕ Lp-ПРОСТРАНСТВ
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В ПРОСТРАНСТВАХ МАРЦИНКЕВИЧА1
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Работа является продолжением исследований, начатых в [1–4], и
посвящена теории экстраполяции в шкале Lp-пространств. Доказаны
некоторые новые соотношения между нормами в классе симметрич-
ных пространств. Рассмотрены приложения к вопросу сходимости ор-
тогональных рядов.

Введение

Рассмотрим следующую ситуацию. Пусть {Aθ} и {Bθ} — два семейства
банаховых пространств (θ ∈ Θ — параметр), а T — линейный оператор
такой, что

T : Aθ → Bθ, ‖T‖Aθ→Bθ � Cθ.

Возникает вопрос, для каких пространств A и B можно сделать заключение

T : A → B.

Одним из первых результатов, относящихся к этой проблематике, является
следующее, ставшее классическим, утверждение.
Теорема (Яно, см. [5] или [6, гл. 12]). Пусть T — линейный оператор,

определенный на некотором подмножестве L1[0, 1].
1. Если T действует в пространствах Lp[0, 1] при p ∈ (1, p0] и

‖T‖Lp→Lp
= O

(
(p − 1)−α

)
при p → 1 и некотором α > 0,

то T можно доопределить до оператора на пространстве Лоренца L(log L)α,
действующего ограниченно в L1:

‖T x‖L1
� C ‖x‖L(log L)α , где ‖x‖L(log L)α :=

1∫
0

lnα(e/t)x∗(t)dt,

1Представлена доктором физико-математических наук профессором С.В. Асташки-
ным.

2Лыков Константин Владимирович (alkv@list.ru), кафедра функционального ана-
лиза и теории функций Самарского государственного университета, 443011, Россия,
г. Самара, ул. Акад. Павлова, 1.



Экстраполяция в шкале Lp–пространств и сходимость ортогональных рядов 29

где x∗(t)—невозрастающая перестановка функции |x(t)|.
2. Если T действует в пространствах Lp[0, 1] при p ∈ [p0,∞) и

‖T‖Lp→Lp
= O(pα) при p → ∞ и некотором α > 0,

то T действует из L∞ в пространство Орлича Exp L1/α:

‖T x‖Exp L1/α � C ‖x‖L∞ , где ‖x‖Exp L1/α := sup
0<t�1

ln−α(e/t)x∗(t).

В конце 80-х — начале 90-х годов прошлого века началась разработка
общих подходов теории экстраполяции, связанная прежде всего с именами
Яверса и Мильмана [7-9]. В частности, используя введенные ими функто-
ры пересечения Δ и суммы Σ, они получили экстраполяционное описание
пространств, фигурирующих в теореме Яно (см., например, [9, с. 22-23]):

Δp0<p<∞
(
p−αLp

)
= Exp L1/α и Σ1<p<p0

(
(p − 1)−αLp

)
= L(log L)α.

Рассмотрим подробнее функтор пересечения Δ. Если {Aθ}θ∈Θ — семей-
ство банаховых пространств, непрерывно вложенных в одно и то же бана-
хово пространство A, то

Δθ∈Θ (Aθ) =

{
a ∈ A : ‖a‖Δ = sup

θ∈Θ
‖a‖Aθ < ∞

}
,

т.е.
‖a‖Δ =

∥∥∥‖a‖Aθ∥∥∥L∞
, (∗)

где L∞ — пространство ограниченных функций на Θ. Согласно описанию
Мильмана и Яверса

‖x‖Exp L1/α =

∥∥∥∥∥∥‖x‖p

pα

∥∥∥∥∥∥
L∞(p0,∞)

,

откуда, с учетом простого соотношения

‖x‖L∞ =
∥∥∥‖x‖p

∥∥∥
L∞(p0 ,∞) ,

вторая часть теоремы Яно следует тривиальным образом. Еще больше воз-
можностей для получения утверждений экстраполяционного типа возника-
ет, если в (*) заменить L∞ произвольным банаховым пространством. Кон-
струкции такого вида были предложены С.В. Асташкиным [3–4]. Настоя-
щая работа посвящена описанию с помощью подобных конструкций неко-
торых классов симметричных пространств. В последнем параграфе проде-
монстрированы возможности приложений теории экстраполяции к класси-
ческим вопросам анализа.

1. Предварительные сведения

Всюду далее вложение одного банахова пространства в другое понима-
ется как непрерывное, т.е. X1 ⊂ X0 означает, что из x ∈ X1 следует: x ∈ X0

и ‖x‖X0 � C‖x‖X1 для некоторого C > 0. Под равенством X1 = X0 для банахо-
вых пространств будем подразумевать их совпадение с эквивалентностью
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норм. Выражение вида F1 � F2 означает, что cF1 � F2 � CF1 для некото-
рых c > 0 и C > 0, причем эти константы не зависят от всех или части
аргументов F1 и F2.

В работе речь будет идти о симметричных (перестановочно инвариант-
ных) функциональных пространствах, подробное изложение теории кото-
рых можно найти в монографиях [10, 11]. Напомним, что банахово про-
странство X измеримых функций, определенных на [0, 1], называется сим-
метричным, если выполнены следующие условия:

a) из того, что y = y(t) ∈ X и |x(t)| � |y(t)|, следует, что x = x(t) ∈ X и
||x|| � ||y||;

б) если y = y(t) ∈ X и x∗(t) = y∗(t), то x ∈ X и ||x|| = ||y|| (через x∗(t) обозначе-
на перестановка функции |x(t)|, т.е. равноизмеримая с |x(t)| невозрастающая
функция).

Важным и наиболее простым примером симметричных пространств яв-
ляются Lp -пространства (1 � p � ∞) с обычной нормой:

‖x‖p =

(∫ 1

0
|x(t)|p dt

)1/p
(1 � p < ∞) и ‖x‖∞ = ess sup

0�t�1
|x(t)|.

При этом при p > q имеет место вложение (с константой 1) Lp ⊂ Lq.
Кроме того, L∞ является самым узким из всех симметричных пространств
на [0, 1], а L1 — самым широким [11, c. 124].

Другие примеры симметричных пространств — пространства Лоренца и
Марцинкевича. Пусть ϕ(t) — квазивогнутая функция на [0,1] (т.е. положи-
тельная непрерывная функция на (0,1] такая, что ϕ(t) и t/ϕ(t) возрастают).
Кроме того, будем считать, что ϕ(0) = 0 и limt→0 ϕ(t) = 0. Пространство
Марцинкевича M(ϕ) состоит из всех измеримых на [0, 1] функций x(t), для
которых конечна норма

‖x‖M(ϕ) = sup
0<s�1

ϕ(s)
s

·
s∫

0

x∗(t)dt.

Если, кроме прочего, ϕ(t) вогнута, то можно определить пространство Ло-
ренца Λp(ϕ) (1 � p < ∞) с нормой

‖x‖Λp(ϕ) =

( 1∫
0

(x∗(t))pdϕ(t)
) 1

p
.

Важной характеристикой симметричного пространства E является его
фундаментальная функция φE(t) = ‖χ(0,t)‖E , где через χ(0,t) обозначена харак-
теристическая функция (индикатор) интервала (0, t). В частности, φM(ϕ)(t) =

= ϕ(t), φΛp(ϕ)(t) = (ϕ(t))
1
p . Кроме того, пространство Λ(ϕ) := Λ1(ϕ) — самое

узкое, а пространство M(ϕ) — самое широкое из всех симметричных про-
странств с фундаментальной функцией ϕ(t) [11, с. 160, 162].
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Функция растяжения положительной функции ϕ(t), t ∈ (0, 1], определя-
ется соотношением

Mϕ(s) = sup
0<t�min(1,1/s)

ϕ(st)
ϕ(t)
, 0 < s < ∞.

При этом числа

γϕ = lim
s→0+

lnMϕ(s)

ln s
и δϕ = lim

s→∞
lnMϕ(s)

ln s

называются нижним и верхним показателями растяжения функции ϕ(t).
Важную роль в теории симметричных пространств играют операторы

растяжения [11, c. 131]

στx(t) = x(t/τ) · χ(0,min{1,1/τ})(t), τ > 0.

Эти операторы действуют ограниченно в любом симметричном простран-
стве. Числа

αE = lim
τ→0+

ln ‖στ‖E
ln τ

и βE = lim
τ→∞

ln ‖στ‖E
ln τ

называются нижним и верхним индексами Бойда пространства E. Всегда

0 � αE � γφE � δφE � βE � 1.

Если F — банахово идеальное пространство функций на некотором мно-
жестве Ω, а υ — положительная функция (вес) на Ω, то через F(υ) будем
обозначать банахово пространство с нормой

‖x‖F(υ) = ‖x · υ‖F .
Пусть Ā = (A0, A1) — банахова пара, т.е. пара банаховых пространств,

вложенных в одно и то же линейное топологическое отделимое простран-
ство. K-функционалом элемента a ∈ A0 + A1 называется следующее семей-
ство норм:

K(t, a, Ā) = inf
a=a0+a1

{‖a0‖A0
+ t‖a1‖A1

}, t > 0.

Если F — банахова решетка функций на (0,∞) такая, что

F ⊃ L∞ ∩ L∞(1/t),

то отображение
Ā → (A0, A1)

K
F ,

где (A0, A1)KF — банахово пространство с нормой

‖a‖(A0,A1)KF
=

∥∥∥K(t, a, Ā)
∥∥∥
F
< ∞,

определяет точный интерполяционный функтор на множестве всех банахо-
вых пар [12].
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2. Пространства LF и их свойства

В этом параграфе мы опишем некоторую общую конструкцию, позво-
ляющую получать целые серии симметричных пространств с экстраполя-
ционными свойствами по отношению к шкале Lp-пространств.

Пусть F — идеальное банахово пространство функций, определенных
на [1,+∞) (банахова решетка), L∞ ⊂ F. Paccмотрим множество LF функ-
ций x(t) на [0, 1] таких, что ξ = ξ(p) := ‖x‖p ∈ F. Как обычно, функции,
совпадающие почти всюду, будем отождествлять.
Теорема 2.1. LF — симметричное пространство с нормой

‖x‖LF
:= ‖ξ‖F .

Доказательство. Линейность LF и свойства нормы проверяются эле-
ментарно. Докажем полноту.

Пусть {xn}∞n=1 — фундаментальная последовательность в LF. Тогда для
любого r � 1

‖xn − xm‖LF
=

∥∥∥‖xn − xm‖p

∥∥∥
F

�
∥∥∥‖xn − xm‖p · χ[r,r+1](p)

∥∥∥
F

�
�

∥∥∥‖xn − xm‖r · χ[r,r+1](p)
∥∥∥
F
= ‖xn − xm‖r ·

∥∥∥χ[r,r+1](p)
∥∥∥
F

и, следовательно,

‖xn − xm‖r → 0 для всех r ∈ [1,+∞).

Так как пространства Lr полны и Lr1 ⊂ Lr2 при r1 > r2, то существует
функция x = x(t) такая, что

xn → x в Lr для всех r ∈ [1,+∞).

Выберем из последовательности {xn}∞n=1 подпоследовательность {xnk}∞k=1 та-
кую, что ∥∥∥xnk+1 − xnk

∥∥∥LF
< 2−k.

Достаточно доказать, что∥∥∥xnk − x
∥∥∥LF

→ 0 при k → ∞.
Для каждого ε > 0 и p ∈ [1,∞) существует j0 = j0(p) такое, что при j � j0

‖xnj − x‖
p
< ε.

Для каждого натурального k положим m = m(p) = max ( j0(p), k). Тогда

‖xnk − x‖LF
=

∥∥∥∥‖xnk − x‖p
∥∥∥∥
F
=

∥∥∥∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥∥∥
m−1∑
i=k

(xni − xni+1) + (xnm − x)

∥∥∥∥∥∥∥
p

∥∥∥∥∥∥∥∥
F

�

�

∥∥∥∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥∥∥
m−1∑
i=k

(xni − xni+1)

∥∥∥∥∥∥∥
p

∥∥∥∥∥∥∥∥
F

+
∥∥∥∥∥∥∥(xnm − x)

∥∥∥
p

∥∥∥∥
F

�

�
∥∥∥∥∥∥∥
m−1∑
i=k

∥∥∥(xni − xni+1)
∥∥∥

p

∥∥∥∥∥∥∥
F

+ ε
∥∥∥χ[1,+∞)(p)

∥∥∥
F

�
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�
∥∥∥∥∥∥∥
∞∑
i=k

∥∥∥(xni − xni+1)
∥∥∥

p

∥∥∥∥∥∥∥
F

+ εC
∥∥∥χ[1,+∞)(p)

∥∥∥
L∞

�

�
∞∑
i=k

∥∥∥∥∥∥∥(xni − xni+1)
∥∥∥

p

∥∥∥∥
F
+ εC1 �

∞∑
i=k

2−i + εC1 = 2−k+1 + εC1 = ε1,

где ε1 может быть сделано сколь угодно малыми за счет выбора k и ε.
Поэтому xnk → x в LF , и, следовательно, xn → x в LF.

Так как L∞ ⊂ F, то F � ∅ (y = χ[0,1](t) ∈ F). Симметричность LF очевидна.
Замечание 2.1. Вместо решетки F на [1,+∞) можно рассматривать

решетку F1 на [p0,+∞), определяя норму в LF1 аналогично. Более того,
если нормы в F и F1 связаны следующим образом:

‖ f ‖F1
=

∥∥∥ f · χ[p0,+∞)

∥∥∥
F
,

то пространства LF и LF1 совпадают, и нормы в них эквивалентны (т.е.
имеет место изоморфизм банаховых пространств). Это следует из того, что
тождественный оператор

I : LF → LF1 , Ix = x

ограничен и биективен. Поэтому он обратим по теореме Банаха об обрат-
ном операторе.
Определение 2.1. Будем говорить, что симметричное пространство E

экстраполяционно и писать E ∈ E, если
E = LF

для некоторой решетки F ⊃ L∞. При этом F будем называть параметром
экстраполяции (или просто параметром).
Лемма 2.1. Если симметричное пространство E ∈ E, то верхний индекс

Бойда пространства E
βE = 0.

Доказательство. Для изоморфных пространств индексы Бойда равны.
Поэтому, согласно замечанию 2.1, βE = βE1 , где E1 определяется нормой

‖x‖E1
=

∥∥∥‖x‖p · χ[p0,+∞)

∥∥∥
F
.

Пусть στ — оператор растяжения. Так как ‖στx‖p � τ1/p‖x‖p, то при τ � 1

‖στx‖E1
� τ1/p0 ‖x‖E1

.

Поэтому
‖στ‖E1→E1

� τ1/p0

и, следовательно,
βE = βE1 � 1/p0.

Доказательство леммы завершается устремлением p0 к бесконечности.
Рассмотрим теперь следующую конструкцию. Пусть E — произвольное

симметричное пространство на [0, 1], x∗ — перестановка функции x ∈ E.
Положим для произвольного p ∈ [1,+∞]

η(p) =
∥∥∥x∗χ[e−p+1,e−p+2]

∥∥∥
p
. (2.1)
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Тогда
x∗(e−p+2) � eη(p) � ex∗(e−p+1). (2.2)

Рассмотрим теперь банахово идеальное пространство Ẽ функций f (p) на
[1,+∞) с нормой

‖ f ‖Ẽ = ‖ f (ln e/t)‖E .
Имеет место эквивалентность

‖x‖E �
∥∥∥η∥∥∥

Ẽ
, (2.3)

где функция η = η(p) определена в (2.1). Действительно,∥∥∥η∥∥∥
Ẽ
=

∥∥∥η(ln e/t)
∥∥∥
E
,

и, учитывая (2.2), имеем∥∥∥x∗(et)∥∥∥
E

� e
∥∥∥η∥∥∥

Ẽ
� e

∥∥∥x∗(t)∥∥∥
E
. (2.4)

Так как оператор растяжения σe ограничен в любом симметричном про-
странстве, и σex∗(et) = x∗(t), то∥∥∥x∗(t)∥∥∥

E
� ‖σe‖E→E ·

∥∥∥x∗(et)∥∥∥
E
.

Из последнего неравенства и (2.4) получаем (2.3).
Замечание 2.2. Если положить

η(p) =
∥∥∥x∗ · χ[Ac−p,Bc−p]

∥∥∥
p

с произвольными B > A > 0, c > 1, то и в этом случае (2.3) будет выпол-
няться.

Конструкция, участвующая в правой части соотношения (2.3), напоми-
нает конструкцию пространств LF. Очевидно, что всегда имеет место вло-
жение

LẼ ⊂ E.

Естественно возникает вопрос, когда

LẼ = E. (2.5)

Определение 2.2. Если для симметричного пространства E выполняет-
ся соотношение (2.5), то будем говорить, что E — сильно экстраполяционно,
и писать E ∈ Ẽ.
Определение 2.3. Пусть ϕ(t) — фундаментальная функция симмет-

ричного пространства E. Будем говорить, что ϕ удовлетворяет Δ2-условию
(ϕ ∈ Δ2), если для некоторого α выполняется неравенство

ϕ(t) � αϕ(t2), 0 � t � 1. (2.6)

Теорема 2.2. Если E — пространство Марцинкевича M(ϕ) или E — про-
странство Лоренца Λr(ϕ), то соотношение (2.5) имеет место тогда и только
тогда, когда ϕ ∈ Δ2.
Доказательство. Пусть E = M(ϕ). В случае (2.5), равно как и в случае

(2.6), верхний индекс Бойда βE = 0 (если выполнено (2.6), то верхний пока-
затель растяжения функции ϕ(t) δϕ = 0, но для пространств Марцинкевича
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δϕ = βE [11, с.138]). Поэтому для нормы в пространстве M(ϕ) справедливо
соотношение [11, с.156]:

‖x‖M(ϕ) � sup
0<t�1

ϕ(t)x∗(t).

Следовательно,

‖ f ‖Ẽ � sup
0<t�1

ϕ(t) f (ln e/t) � sup
1�p<∞

ϕ(e−p) f (p),

и утверждение доказываемой теоремы следует из теоремы 2 работы [4].
Случай пространств Лоренца следует из теоремы 3 той же работы.
Замечание 2.3. Из теорем 2 и 3 работы [4] следует, в частности, что

если ϕ ∈ Δ2, то
M(ϕ) = LFϕ , Λr(ϕ) = LGr,ϕ , (2.7)

где
Fϕ = L∞(ϕ(e−p)), Gr,ϕ = Lr(e

−p/rϕ′(e−p)1/r).

Покажем, что Δ2-условие является общим свойством фундаментальных
функций сильно экстраполяционных пространств.
Лемма 2.2. Пусть E — симметричное пространство, для которого спра-

ведливо (2.5). Тогда для фундаментальной функции ϕ(t) пространства E
выполняется соотношение (2.6).
Доказательство. Достаточно доказать (2.6) для t = e−k, k ∈ �. Если

выполнено (2.5), то

ϕ(e−2k) �
∥∥∥∥∥∥∥χ[0,e−2k]

∥∥∥
p

∥∥∥∥
Ẽ
=

∥∥∥e−2k/p
∥∥∥
Ẽ
,

и, так как при p � k выполняется e−2k/p � e−2, то

ϕ(e−2k) � c
∥∥∥χ[k,+∞)

∥∥∥
Ẽ
� ∥∥∥χ[0,e−k]

∥∥∥
E
= ϕ(e−k),

откуда
ϕ(e−k) � α · ϕ(e−2k), k ∈ �.

Возникает вопрос: верно ли обратное заключение, т.е. следует ли из
Δ2-условия равенство (2.5)? Покажем, что для довольно широкого класса
пространств это справедливо. Через (A, B)KF будем обозначать пространство,
полученное K-методом с параметром F, примененным к паре (A, B).
Лемма 2.3. Пусть

E1 ⊂ LA1 , E2 ⊂ LA2 , E = (E1, E2)
K
F , A = (A1, A2)

K
F .

Тогда
E ⊂ LA.

Доказательство. Рассмотрим следующий (нелинейный) оператор:

T : x = x(t) → ξ = ξ(p) = ‖x‖p.
По условию

‖T x‖Ai
� C ‖x‖Ei

, i = 1, 2,
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и нужно показать, что
‖T x‖A � C1 ‖x‖E .

Можно считать, что x = x(t) � 0. Оценим

K(t, T x, A1, A2) = inf
T x=a1+a2

{‖a1‖A1
+ t‖a2‖A2

}.
Так как при x = x1 + x2, x1, x2 � 0,

T x(p) = ‖x‖p = λ(x1, x2, p) · (‖x1‖p + ‖x2‖p),
где λ(x1, x2, p) — непрерывная функция по p и такая, что λ(x1, x2, p) � 1,
то

K(t, T x, A1, A2) � inf
x = x1 + x2 ,
x1, x2 � 0

{‖λT x1‖A1
+ t‖λT x2‖A2

} �

� C inf
x = x1 + x2 ,
x1, x2 � 0

{‖x1‖E1
+ t‖x2‖E2

} = CK(t, x, E1, E2).

Поэтому

‖T x‖A = ‖K(t, T x, A1, A2)‖F � C‖K(t, x, E1, E2)‖F = C‖x‖E .
Лемма доказана.

Очевидно, что если E = (E1, E2)KF , то Ẽ = (Ẽ1, Ẽ2)KF . Поэтому, если
E1 = LẼ1

, E2 = LẼ2
,

то по лемме 2.3
E ⊂ LẼ .

Так как противоположное неравенство справедливо всегда, то в этом слу-
чае выполняется (2.5). В частности, справедливa следующая
Теорема 2.3. Пусть функция ϕ(t) удовлетворяет Δ2-условию, E =

= (Λ(ϕ),M(ϕ))KF или E = (L∞,M(ϕ))KF . Тогда E ∈ Ẽ.
Пусть M0(ϕ) — сепарабельная часть пространства Марцинкевича M(ϕ),

т.е. замыкание в M(ϕ) множества ограниченных функций. Из теоремы 2.3
и леммы 2.2 получаем
Следствие 2.1. M0(ϕ) сильно экстраполяционно тогда и только тогда,

когда ϕ ∈ Δ2.
Как будет видно из результатов следующего параграфа, пространство E

может оказаться экстраполяционным и при нарушении (2.5). В этом случае

E = LF

с F � Ẽ. Т.е. условие сильной экстраполяционности действительно более
сильное, чем условие экстраполяционности, и терминология оправдана.

3. Экстраполяционное описание пространств
Марцинкевича

Теорема 3.1. Пусть M(ϕ) — пространство Марцинкевича, M0(ϕ) — его
сепарабельная часть. Следующие условия эквивалентны:
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1) M(ϕ) ∈ E;
2) M(ϕ) = LFϕ , где Fϕ = L∞(‖1/ϕ‖−1

p );
3) M0(ϕ) ∈ E;
4) M0(ϕ) = LFϕ0

, где Fϕ0 — подпространство Fϕ функций f (p), для которых
f (p) → 0 при p → ∞;
5) существует C такое, что

ϕ(t) � C · sup
1�p<∞

t1/p

‖1/ϕ‖p , 0 < t � 1.

Доказательство. Равносильность условий 1), 2) и 5) — следствие тео-
ремы 1 работы [4], неравенства ϕ̃′(t) � 1/ϕ(t), где ϕ̃(t) = t/ϕ(t), и леммы 2.1
(в [4] вместо величины ‖1/ϕ‖p пунктов 2) и 5) фигурирует величина ‖ϕ̃′‖p).

Докажем импликации 2)⇒4)⇒3)⇒4)⇒5).
Вложение LFϕ0

в LFϕ изометрично. Более того, LFϕ0
— сепарабельная

часть LFϕ . Действительно, LFϕ0
— замкнутое подпространство LFϕ , и, если

x ∈ LFϕ0
, то верхние срезки

xN(t) = x(t) · χ{t: |x(t)|�N}
плотны в LFϕ0

. Для доказательства заметим, что если x ∈ LFϕ0
, то существу-

ют p0 и N такие, что

max

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩ sup
p0�p<∞

‖x‖p

‖1/ϕ‖p
,
‖x − xN‖p0

‖1/ϕ‖1

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ < ε.
Следовательно, ∥∥∥x − xN

∥∥∥L
F
ϕ
0

= sup
1�p<∞

‖x − xN‖p

‖1/ϕ‖p
�

� max

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩ sup
1�p�p0

‖x − xN‖p

‖1/ϕ‖p
, sup

p0�p<∞

‖x‖p
‖1/ϕ‖p

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ < ε.
Поэтому, если M(ϕ) = LFϕ , то M0(ϕ) = LFϕ0

, т.е. 2)⇒4).
Импликация 4)⇒3) очевидна.
Далее, всегда M(ϕ) ⊂ LFϕ [4]. Поэтому

M0(ϕ) ⊂ LFϕ0
.

Покажем, что если M0(ϕ) ∈ E, т.е. если M0(ϕ) = LF для некоторого F, то
справедливо и обратное включение. Пусть ξ = ξ(p) ∈ Fϕ0 . Тогда существуют
последовательности {Nk}∞k=0 и {pk}∞k=0 такие, что p0 = 1, pk → ∞ и

ξ(p) � 2−k+1 · ‖ξ‖Fϕ0 ·
∥∥∥∥∥∥∥
(
1
ϕ

)Nk
∥∥∥∥∥∥∥

p

, если pk � p � pk+1.

Так как верхние срезки(
1
ϕ

)N
∈ M0(ϕ) и

∥∥∥∥∥∥∥
(
1
ϕ

)N∥∥∥∥∥∥∥
M0(ϕ)

�
∥∥∥∥∥∥
(
1
ϕ

)∥∥∥∥∥∥
M(ϕ)

< C,
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(если M0(ϕ) ∈ E, то 1/ϕ ∈ M(ϕ) согласно лемме 2.1), то

ηN = ηN(p) =

∥∥∥∥∥∥∥
(
1
ϕ

)N∥∥∥∥∥∥∥
p

∈ F и
∥∥∥ηN

∥∥∥
F

� C1.

Поэтому ∥∥∥ξ · χ[pk,pk+1]

∥∥∥
F

� 2−k+1C1 ‖ξ‖Fϕ0 ,
откуда, так как F — банахово пространство,

ξ ∈ F и ‖ξ‖F � 4C1 ‖ξ‖Fϕ0 .
Итак, Fϕ0 ⊂ F. Следовательно,

LFϕ0
⊂ LF = M0(ϕ),

и импликация 3)⇒4) доказана.
Если же M0(ϕ) = LFϕ0

, то, сравнивая фундаментальные функции этих
пространств, получаем 5). Теорема доказана.

В качестве примеров экстраполяционных пространств, не являющихся
сильно экстраполяционными, можно привести пространства Марцинкевича,
построенные по функциям [4, пример 1]:

ϕ1(t) � exp

(
− ln e/t

ln(ln 10/t)

)
и ϕ2(t) � exp

(
− lnθ e/t

)
, θ ∈ (0, 1).

4. Сходимость рядов в экстраполяционных
пространствах

С терминологией и основными фактами теории ортогональных рядов
можно познакомиться по книге [13].

Пусть T — линейный оператор такой, что при p � p0 � 1

T : Lp → Lp и ‖T‖Lp→Lp
= ‖T‖p � γ(p).

Доопределим γ на [1, p0) единицей. Из конструкции пространств LF и за-
мечания 2.1 следует, что для любого параметра экстраполяции F

T : LF → LF(1/γ) и ‖T‖LF→LF(1/γ)
� C, (4.1)

где C зависит от γ и F, но не зависит от оператора T .
В приводимых ниже теоремах будем предполагать, что p0 � 1 и γ(p) = 1

при p ∈ [1, p0).
Теорема 4.1. Пусть E = LF, а система {xn}∞n=1 — минимальна и полна

в E. Тогда, если для всех x ∈ E и натуральных N∥∥∥∥∥∥∥
N∑

n=1

x∗n(x)xn

∥∥∥∥∥∥∥
p

� γ(p) · ‖x‖p при p � p0,
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где {x∗n} — система, сопряженная к {xn}, то для любого x ∈ E ряд
∞∑

n=1

x∗n(x)xn

сходится к x в пространстве E1 = LF(1/γ).
Доказательство. Согласно (4.1), операторы частных сумм

S Nx =
N∑

n=1

x∗n(x)xn

действуют из E в E1, и
‖S Nx‖E1

� C‖x‖E .
Пусть ε > 0 и для P =

∑M
n=1 anxn выполняется

‖P − x‖E � ε.

Тогда, если N � M,
S NP = P

и
‖S Nx − x‖E1

� ‖S N x − P‖E1
+ ‖P − x‖E1

�
� ‖S N(P − x)‖E1

+ ‖P − x‖E � (C + 1) ‖P − x‖E < (C + 1)ε.

Поэтому
S N(x) → x в E1.

Пусть E — симметричное пространство, κ = κ(t) — измеримая положи-
тельная функция на [0, 1]. Через Eκ будем обозначать симметричное про-
странство с нормой

‖x‖Eκ = ‖x∗∗ · κ‖E ,
где

x∗∗ =
1
t

t∫
0

x∗(s)ds.

Пространства такого вида возникают в теории интерполяции операторов
слабого типа (см., например [11, гл. II, § 6]).
Теорема 4.2. Пусть пространство E сильно экстраполяционно. Тогда,

в условиях теоремы 4.1, для любого x ∈ E ряд
∞∑

n=1

x∗n(x)xn

сходится к x в пространстве Eκ, где κ(t) = 1/γ(ln e/t).
Доказательство. В силу теоремы 4.1 достаточно показать, что

LE1 ⊂ Eκ,

где E1 = Ẽ(1/γ). Применяя неравенство Гельдера, получим:

x∗∗(e−p+1) � x∗∗(e−p) = ep

e−p∫
0

x∗(s)ds � ep
∥∥∥χ[0,e−p]

∥∥∥ p
p−1

∥∥∥x∗∥∥∥
p
= e

∥∥∥x∗∥∥∥
p
.
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Поэтому справедливо неравенство

‖x‖Eκ =
∥∥∥x∗∗(e−p+1) · κ(e−p+1)

∥∥∥
Ẽ

� e
∥∥∥‖x‖p · 1/γ(p)

∥∥∥
Ẽ
= e ‖x‖LE1

.

Лемма 4.1. Пусть ϕ = ϕ(t) — квазивогнутая функция на [0, 1] и ϕ ∈ Δ2.
Тогда существует вогнутая функция ϕ1 = ϕ1(t) такая, что

ϕ1(t) � ϕ(t)
ln e/t

.

Доказательство. Положим

ϕ0(t) =
ϕ(t)
ln e/t

.

Очевидно, что ϕ0(t) возрастает. Поэтому для доказательства леммы доста-
точно установить неравенство

ϕ0(t2)
t2

� K · ϕ0(t1)
t1

при 0 < t1 < t2 (4.2)

с некоторой константой K > 0 [11, c. 69].
Из Δ2-условия для функции ϕ следует, что

ϕ0(t) � Cϕ0(t
2), 0 < t � 1.

Пусть t2 < 1/C. Тогда, если t1 ∈
[
(t2)2

k
, (t2)2

k−1]
, k ∈ �, то

ϕ0(t2)
t2

� Ck
ϕ0

(
(t2)2

k)
t2

� t1Ck

t2

ϕ0(t1)
t1

� (t2)
2k−1−1 Ckϕ0(t1)

t1
�

� Ck+1−2k−1 ϕ0(t1)
t1

� C
ϕ0(t1)

t1
,

и неравенство (4.2) выполнено для всех 0 < t1 < t2 < 1/C. Легко видеть, что
этого достаточно для выполнения (4.2) для всех 0 < t1 < t2 c

K = sup
1/C�t,s�1

ϕ0(t)s
ϕ0(s)t

+
Cϕ0(1)
ϕ0(1/C)

.

Следствие 4.1. Пусть ϕ ∈ Δ2, {ψn}∞n=1 — ортонормированная система и
для всех x ∈ M0(ϕ) и натуральных N∥∥∥∥∥∥∥

N∑
n=1

cn(x)ψn

∥∥∥∥∥∥∥
p

� Cp · ‖x‖p при p � p0,

где cn(x) — коэффициенты Фурье функции x. Если система {ψn} полна в
M0(ϕ), то для любого x ∈ M0(ϕ) ряд

∞∑
n=1

cn(x)ψn

сходится к x в пространстве M0(ϕ1), где ϕ1(t) � ϕ(t) ln−1 e/t.
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Доказательство. Согласно следствию 2.1, пространство M0(ϕ) сильно
экстраполяционно. При этом, если κ(t) = ln−1 e/t, то(

M0(ϕ)
)
κ
= M0(ϕ1)

(в силу леммы 4.1 пространство M0(ϕ1) определено корректно). Доказатель-
ство завершается использованием теоремы 4.2.

Условию следствия удовлетворяют, в частности, тригонометрическая си-
стема и система Уолша.
Следствие 4.2. Пусть {ψn}∞n=1 — ортонормированная система, состоя-

щая из ограниченных функций, и для любых x ∈ L1 и τ > 0

τ · μ{t : |S N(x, t)| > τ} � C · ‖x‖1,
где C не зависит от x, N и τ, а через S N(x) обозначена частная сумма
Фурье функции x. Тогда, если система {ψn} полна в M0(ϕ) и ϕ ∈ Δ2, то
для всех x ∈ M0(ϕ)

S N(x) → x в M0(ϕ1), ϕ1(t) � ϕ(t)
ln e/t

.

Доказательство. В условиях следствия оператор частной суммы
S N действует из пространства L1 в пространство Lw

1 (так называемое
"слабое" L1). Поэтому к нему применима интерполяционная теорема Мар-
цинкевича [10, с. 18], используя которую получаем:

‖S N(x)‖p � C1

(
1

(p − 1)(2 − p)

) 1
p

‖x‖p, p ∈ (1, 2).

Используя самосопряженность оператора S N , получаем:

‖S N(x)‖p � C2p‖x‖p для всех 3 � p < ∞,
и доказательство завершается использованием предыдущего следствия.

Близкие результаты для пространств Лоренца доказаны в работе [14].
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In the paper the extrapolation in the Lp scale is considered. Some
new relations between norms in the class of symmetric (rearrangement
invariant) spaces are presented. Applications to convergence of orthogonal
series are given.
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