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© 2006 В.А.Алякин, Д.Э.Клепнев2

Понятия сильной диагональности и диагональности последователь-
ности мер были введены в работах [1–4] при изучении условий рав-
ностепенной абсолютной непрерывности (РАН) двух последовательно-
стей мер3. В настоящей работе вводится новое более слабое определе-
ние диагональности последовательности мер, в связи с чем для нового
понятия применяется термин ”слабая диагональность”.
Изучаются свойства диагональных и слабо диагональных после-

довательностей мер, в частности, показано, что (слабая) диагональ-
ность последовательности вещественных аддитивных мер равносильна
(слабой) диагональности последовательности их полных вариаций, и
получены достаточные условия для всех трех видов диагональности.
Понятие слабой диагональности применено к получению условий

РАН двух последовательностей мер. Полученные результаты усилива-
ют результаты работ [1–7] в двух направлениях: во-первых, в настоя-
щей работе рассмотрен немонотонный случай, и, во-вторых, получены
условия РАН для более слабого понятия диагональности.

1. Предварительные сведения

Пусть X — некоторое множество, R ⊂ 2X — кольцо его подмножеств,
� = (−∞,+∞] и �+ = [0,+∞]. Всюду в работе рассматриваются функции
множества ϕ : R → �, удовлетворяющие условию ϕ(∅) = 0.

Функция множества s(ϕ) : R → �+

s(ϕ)(E) = sup
{|ϕ(F)| : F ∈ R, F ⊂ E

}
,

1Представлена доктором физико-математических наук профессором С.В. Асташки-
ным.

2Алякин Владимир Алексеевич (aval@ssu.samara.ru), Клепнев Дмитрий Эдуардович
(dekl@ssu.samara.ru), кафедра функционального анализа и теории функций Самарско-
го государственного университета, 443011, Россия, г.Самара, ул. Акад. Павлова, 1.

3Напомним, что свойство РАН применяется при изучении вопроса об условиях пре-
дельного перехода под знаком интеграла Лебега, когда меняется не только подынте-
гральная функция, но и мера. См. [8–10].
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называется супремацией функции множества ϕ.
Функция множества v(ϕ) : R → �+

v(ϕ)(E) = sup
n∑

k=1

|ϕ(Fk)|,

где супремум берется по всевозможным конечным дизъюнктным последова-
тельностям множеств (Fk)nk=1 ⊂ R, ∀k ∈ {1, . . . , n} Fk ⊂ E, называется полной
вариацией функции множества ϕ.

Отметим, что для произвольной функции множества ϕ выполняются
следующие свойства (см., например, [11]):

1. s(ϕ)(∅) = v(ϕ)(∅) = 0;

2. ∀E ∈ R |ϕ(E)| � s(ϕ)(E) � v(ϕ)(E).

Кроме того, если функция ϕ конечно аддитивна, то

3. ∀E ∈ R |ϕ(E)| � s(ϕ)(E) � v(ϕ)(E) � 2 s(ϕ)(E). (1)

Определение 1. Функция множества μ называются абсолютно непре-
рывной относительно функции множества ϕ (обозначение: μ � ϕ), если

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀E ∈ R (s(ϕ)(E) < δ⇒ |μ(E)| < ε).
Определение 2. Функции множества последовательности (μk)k называ-

ются равностепенно абсолютно непрерывными (РАН) относительно функ-
ций множества последовательности (ϕk)k (обозначение: (μk)k ≪ (ϕk)k), если

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀E ∈ R ∀k ∈ � (s(ϕk)(E) < δ⇒ |μk(E)| < ε).
Предложение 1. Функции множества последовательности (μk)k назы-

ваются РАН относительно функций множества последовательности (ϕk)k,
если для любой (не обязательно возрастающей) последовательности номе-
ров (pk)k и любой последовательности множеств (Ek)k ⊂ R из условия

lim
k→∞

s(ϕpk )(Ek) = 0

следует
lim
k→∞ μpk(Ek) = 0.

Доказательство ввиду простоты опускаем.
Также легко видеть, что

μ � ϕ⇔ s(μ) � s(ϕ)

и, кроме того,
(μk)k ≪ (ϕk)k ⇔ (s(μk))k ≪ (s(ϕk))k.
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2. Сильная диагональность и диагональность
последовательности мер

Следующие два определения введены в работах [1–4].
Определение 3. Последовательность функций множества (ϕk)k называ-

ется сильно диагональной, если для любой последовательности множеств
(Ek)k ⊂ R из условия

lim
k→∞

s(ϕk)(Ek) = 0

следует
lim
k→∞ϕm(Ek) = 0

для всех m ∈ �.
Определение 4. Последовательность функций множества (ϕk)k называ-

ется диагональной, если для любой последовательности множеств (Ek)k ⊂ R

из условия
lim
k→∞

s(ϕk)(Ek) = 0

следует
lim
k→∞ϕm(Ek) = 0

для всех достаточно больших m ∈ �.
Примером сильно диагональной последовательности является возрас-

тающая последовательность неотрицательных мер. Убывающая последова-
тельность мер также может быть сильно диагональной. Такова, например,
последовательность мер ϕk = (1+ 1

k )λ (k ∈ �), где λ — мера Лебега на отрезке
[0, 1].

Ясно, что из сильной диагональности следует диагональность. Обрат-
ное неверно. В самом деле, если ϕ1 = λ и ϕ2 = ϕ3 = · · · = 0, то последова-
тельность функций множества (ϕk)k является диагональной, но не сильно
диагональной.
Предложение 2. Всякая подпоследовательность (сильно) диагональ-

ной последовательности функций множества является (сильно) диагональ-
ной.
Доказательство. Пусть (ϕk)k — (сильно) диагональная последователь-

ность функций множества, (pk)k — возрастающая последовательность номе-
ров, и пусть (Ek)k ⊂ R — такая последовательность множеств, что

lim
k→∞

s(ϕpk )(Ek) = 0.

Положим ∀k ∈ � Dpk = Ek и ∀ j ∈ � \ {pk : k ∈ �} Dj = ∅. Тогда

lim
k→∞

s(ϕk)(Dk) = 0,

следовательно, существует такой номер m (m = 1 в случае сильной диаго-
нальности), что

∀k � m lim
j→∞ϕkD j = 0.
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Тем более
∀k � m lim

j→∞ϕpk Dpj = lim
j→∞ϕpk E j = 0,

что и требовалось.
Заметим, что в работах [3, 5–7] под диагональностью понималась диа-

гональность супремаций, а в работе [4] диагональность супремаций неявно
подразумевалась. Тем самым результаты работ [3–7] фактически справедли-
вы только для неотрицательных монотонных функций множества. В связи
с этим представляют интерес следующие утверждения.
Теорема 1. Последовательность функций множества (ϕk)k сильно диаго-

нальна тогда и только тогда, когда сильно диагональна последовательность
супремаций (s(ϕk))k.

Доказательство ввиду простоты опускаем.
Теорема 2. Последовательность функций множества (ϕk)k диагональна

тогда и только тогда, когда диагональна последовательность супремаций
(s(ϕk))k.
Доказательство. Достаточность очевидна. Докажем необходимость.
Пусть последовательность функций множества (ϕk)k такова, что после-

довательность супремаций (s(ϕk))k не является диагональной. Тогда суще-
ствуют последовательность множеств (Ek)k ⊂ R, возрастающая последова-
тельность номеров (pk)k и последовательность (εk)k ⊂ (0,+∞) такие, что

lim
k→∞

s(ϕk)(Ek) = 0,

но
∀k ∈ � lim sup

j→∞
s(ϕpk )(E j) > εk.

Пусть (qk)k — такая последовательность натуральных чисел, что ∀k ∈
� q−1(k) бесконечно; например, можно взять

(qk)k = (1, 1, 2, 1, 2, 3, 1, 2, 3, 4, . . . ).

Найдется такой номер r1, что s(ϕpq1
)(Er1 ) > εq1 ; тогда существует такое

множество Fr1 ∈ R, что Fr1 ⊂ Er1 и |ϕpq1
(Fr1)| > εq1 .

Пусть n � 1 и уже найдены номера r1 < r2 < · · · < rn и множества
{Fr1 , Fr2 , . . . , Frn} ⊂ R такие, что

∀k ∈ {1, 2, . . . , n} (Frk ⊂ Erk ∧ |ϕpqk
(Frk)| > εqk).

Тогда найдется такой номер rn+1 > rn, что s(ϕpqn+1
)(Ern+1) > εqn+1 ; сле-

довательно, существует такое множество Frn+1 ∈ R, что Frn+1 ⊂ Ern+1 и
|ϕpqn+1

(Frn+1)| > εqn+1 .
В результате получаем определенные по индукции возрастающую по-

следовательность номеров (rk)k и последовательность множеств (Frk)k ⊂ R

такие, что
∀k ∈ � (Frk ⊂ Erk ∧ |ϕpqk

(Frk )| > εqk).
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Положим ∀ j ∈ � \ {rk : k ∈ �} F j = ∅. Тогда ∀ j ∈ � F j ⊂ E j, откуда
∀ j ∈ � ∀k ∈ � s(ϕk)(F j) � s(ϕk)(E j). Отсюда, в частности, следует, что

lim
k→∞

s(ϕk)(Fk) = 0.

Возьмем произвольно номер m. Так как q−1(m) бесконечно, найдется та-
кая возрастающая последовательность номеров (tk)k, что ∀k ∈ � qtk = m.
Тогда ∀k ∈ � |ϕpqtk

(Frtk
)| > εqtk

, то есть ∀k ∈ � |ϕpm(Frtk
)| > εm.

Таким образом
lim sup

k→∞
|ϕpm(Fk)| � εm,

следовательно, в силу произвольности m и бесконечности последовательно-
сти номеров (pk)k, последовательность функций множества (ϕk)k не явля-
ется диагональной. Теорема доказана.
Следствие. Последовательность конечно аддитивных мер (ϕk)k диаго-

нальна тогда и только тогда, когда диагональна последовательность их пол-
ных вариаций (v(ϕk))k.
Доказательство. Утверждение справедливо в силу неравенств (1).
Доказательство следующих четырех предложений ввиду простоты опус-

каем.
Предложение 3. Если ∀k ∈ � ϕk ≪ (ϕ j : j > k), то последовательность

(ϕk)k сильно диагональна.
Предложение 4 (критерий сильной диагональности). Пусть ∀k ∈

� ϕk � ϕk+1. Последовательность (ϕk)k сильно диагональна тогда и только
тогда, когда ∀k ∈ � ϕk ≪ (ϕ j : j > k).
Предложение 5. Если ∃m ∈ � ∀k � m ϕk ≪ (ϕ j : j > k), то последова-

тельность (ϕk)k диагональна.
Предложение 6 (критерий диагональности). Пусть ∀k ∈ � ϕk � ϕk+1.

Последовательность (ϕk)k диагональна тогда и только тогда, когда ∃m ∈
� ∀k � m ϕk ≪ (ϕ j : j > k).

3. Слабая диагональность последовательности мер

Определение 5. Последовательность функций множества (ϕk)k назы-
вается преддиагональной, если для любой последовательности множеств
(Ek)k ⊂ R из того, что

lim
k→∞

s(ϕk)(Ek) = 0,

следует
lim
k→∞ϕm(Ek) = 0

для некоторого m ∈ �. Последовательность функций множества (ϕk)k на-
зывается слабо диагональной, если всякая ее подпоследовательность пред-
диагональна.
Предложение 7. Всякая подпоследовательность слабо диагональной

последовательности функций множества является слабо диагональной.
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Доказательство. Следует непосредственно из определения.
Пример 1. Пусть λ — мера Лебега на отрезке [0, 1]. Определим после-

довательность функций множества (ϕk)k следующим образом:

(ϕk)k = (0, λ, 0, λ, 0, λ, . . . ).

Тогда последовательность (ϕk)k является слабо диагональной, но не являет-
ся диагональной. В последнем легко убедиться, рассмотрев последователь-
ность множеств,

(Ek)k = ([0, 1],∅, [0, 1],∅, [0, 1],∅, . . . ).

Предложение 8. Свойство слабой диагональности последовательности
функций множества строго слабее, чем свойство диагональности.
Доказательство. В силу примера 1 достаточно показать, что из диа-

гональности последовательности функций множества следует слабая диаго-
нальность. Но это сразу следует из предложения 1, поскольку диагональная
последовательность функций множества является преддиагональной.

Следующая теорема является аналогом теоремы 2.
Теорема 3. Последовательность функций множества (ϕk)k слабо диаго-

нальна тогда и только тогда, когда слабо диагональна последовательность
супремаций (s(ϕk))k.
Доказательство. Достаточность очевидна. Докажем необходимость.
Пусть сначала последовательность функций множества (ϕk)k такова, что

последовательность супремаций (s(ϕk))k не является преддиагональной. То
есть существуют последовательность множеств (Ek)k ⊂ R, номер m и ε > 0
такие, что

lim
k→∞

s(ϕk)(Ek) = 0,

но
lim sup

k→∞
s(ϕm)(Ek) > ε.

Тогда существует такая возрастающая последовательность номеров (pk)k,
что

∀k ∈ � s(ϕm)(Epk ) > ε.

Найдется такая последовательность множеств (Fpk)k ⊂ R, что

∀k ∈ � (Fpk ⊂ Epk ∧ |ϕm(Fpk )| > ε). (2)

Положим ∀ j ∈ � \ {pk : k ∈ �} F j = ∅. Тогда ∀ j ∈ � F j ⊂ E j, откуда
∀ j ∈ � ∀k ∈ � s(ϕk)(F j) � s(ϕk)(E j). Отсюда, в частности, следует, что

lim
k→∞

s(ϕk)(Fk) = 0.

Но при этом в силу (2) имеем

lim sup
k→∞

|ϕm(Fk)| > ε,

следовательно, последовательность функций множества (ϕk)k не является
преддиагональной.
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Пусть теперь последовательность функций множества (ϕk)k такова, что
последовательность супремаций (s(ϕk))k не является слабо диагональной.
Тогда существует такая возрастающая последовательность номеров (pk)k,
что последовательность супремаций (s(ϕpk ))k не является преддиагональной.
В силу только что доказанного не будет преддиагональной и последова-
тельность функций множества (ϕpk )k, и, следовательно, последовательность
функций множества (ϕk)k не является слабо диагональной. Теорема дока-
зана.
Следствие. Последовательность конечно аддитивных мер (ϕk)k слабо

диагональна тогда и только тогда, когда слабо диагональна последователь-
ность их полных вариаций (v(ϕk))k.

Следующее предложение доставляет еще один пример слабо диагональ-
ной последовательности мер.
Предложение 9. Если для любой возрастающей последовательности

номеров (pk)k найдется m ∈ � такое, что ∀k � m ϕpk ≪ (ϕpj : j > k), то
последовательность (ϕk)k слабо диагональна.
Доказательство. Непосредственно следует из предложения 1.
Предложение 10. (критерий слабой диагональности). Пусть ∀k ∈

� ϕk � ϕk+1. Последовательность (ϕk)k слабо диагональна тогда и толь-
ко тогда, когда для любой возрастающей последовательности номеров (pk)k
найдется m ∈ � такое, что ∀k � m ϕpk ≪ (ϕpj : j > k).
Доказательство. Следует из предложения 9 и леммы 1 параграфа 4.

4. Равностепенная абсолютная непрерывность двух
последовательностей мер

Приводимое ниже понятие трансдиагональности (введенное в работе [3])
двойственно понятию диагональности.
Определение 6. Последовательность функций множества (μk)k назы-

вается трансдиагональной, если для любой последовательности множеств
(Ek)k ⊂ R и для любой возрастающей последовательности номеров (pk)k из
условия

∀k ∈ � lim
j→∞

s(μpk )(E j) = 0

следует
lim
k→∞ μpk(Ek) = 0.

Лемма 1. Пусть (μk)k и (ϕk)k — последовательности функций множеств.
Если ∀k ∈ � μk � ϕk, то (μk)k ≪ (ϕk)k тогда и только тогда, когда для
любой последовательности множеств (Ek)k ⊂ R из того, что

lim
k→∞

s(ϕk)(Ek) = 0,

следует
lim
k→∞ μk(Ek) = 0.
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Доказательство. Необходимость очевидна. Докажем достаточность.
Предположим, что свойство РАН не имеет места. Тогда

∃ε > 0 ∀δ > 0 ∃k ∈ � ∃E ∈ R (s(ϕk)(E) < δ ∧ |μk(E)| � ε).

Возьмем такое ε > 0. Тогда найдутся последовательность множеств
(Ek)k ⊂ R и последовательность номеров (pk)k такие, что

∀k ∈ � (s(ϕpk)(Ek) <
1
k
∧ |μpk(Ek)| � ε).

Если p−1(k) бесконечно для некоторого номера k, то μk � ϕk не имеет ме-
ста, что противоречит условию. Следовательно, каждый номер встречается
в последовательности (pk)k лишь конечное число раз; поэтому существует
такая возрастающая последовательность номеров (rk)k, что последователь-
ность (prk )k также возрастает. Тогда

∀k ∈ � (s(ϕprk
)(Erk) <

1
rk
∧ |μprk

(Erk)| � ε).

Положим ∀k ∈ � tk = prk , затем ∀k ∈ � положим Dtk = Erk и δtk =
1
rk
,

наконец ∀ j ∈ � \ {tk : k ∈ �} положим Dj = ∅ и δ j = 0. Тем самым получим
последовательность множеств (Dk)k ⊂ R и последовательность (δk)k ⊂ [0,+∞)
такие, что lim

k→∞ δk = 0 и

∀k ∈ � s(ϕk)(Dk) � δk,

но при этом
∀k ∈ � |μtk(Dtk )| � ε,

что противоречит условию. Лемма доказана.
Теорема 4. Пусть трансдиагональная последовательность функций

множества (μk)k и слабо диагональная последовательность функций мно-
жества (ϕk)k таковы, что ∀k ∈ � μk � ϕk. Тогда (μk)k ≪ (ϕk)k.
Доказательство. Предположим противное — что условия теоремы вы-

полнены, но свойство РАН не имеет места. Тогда в силу леммы 1 суще-
ствует такая последовательность множеств (Ek)k ⊂ R, что

lim
k→∞

s(ϕk)(Ek) = 0,

но при этом
lim sup

k→∞
|μk(Ek)| > 0.

Тогда существуют возрастающая последовательность номеров (nk)k и ε > 0
такие, что

lim
k→∞

s(ϕnk )(Enk ) = 0

и выполняется неравенство

∀k ∈ � |μnk(Enk )| � ε.
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Последовательность супремаций (s(ϕnk ))k в силу теоремы 3 слабо диаго-
нальна, поэтому существует такая возрастающая последовательность номе-
ров (pk)k, что

∀k ∈ � lim
j→∞

s(ϕnpk
)(Enj ) = 0.

Следовательно, в силу условия ∀k ∈ � μk � ϕk имеем

∀k ∈ � lim
j→∞

s(μnpk
)(Enj ) = 0,

тем более
∀k ∈ � lim

j→∞
s(μnpk

)(Enpj
) = 0.

Тогда в силу трансдиагональности последовательности функций множе-
ства (μk)k (и последовательности (μnpk

)
k
) получим

lim
k→∞ μnpk

(Enpk
) = 0,

что противоречит сделанному предположению. Теорема доказана.
Теорема 5. Пусть последовательность полуаддитивных функций мно-

жества (μk)k — равномерно исчерпывающая, последовательность функций
множества (ϕk)k — слабо диагональная, причем ∀k ∈ � μk � ϕk. Тогда
(μk)k ≪ (ϕk)k.

Заметим, что без предположения о слабой диагональности последова-
тельности функций множества (ϕk)k теорема неверна. Это легко усмотреть
из следующего примера.
Пример 2. Пусть λ — мера Лебега, ∀k ∈ � μk = λ, ϕk =

1
k λ. Тогда

все условия теоремы 5, кроме условия слабой диагональности последова-
тельности функций множества (ϕk)k, выполняются. При этом отсутствует
и свойство РАН.
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