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НАЧАЛЬНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ СИСТЕМ ДВУХ
СИНГУЛЯРНО-ВОЗМУЩЕННЫХ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ С КРАТНЫМ
ЧИСТО МНИМЫМ СПЕКТРОМ
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Разработана теория асимптотического интегрирования для систе-
мы сингулярно-возмущенных дифференциальных уравнений с крат-
ным чисто мнимым спектром. Начальная задача изучена при выпол-
нении условия стабильности спектра. Доказаны теоремы разрешимо-
сти и сформулирована теорема об оценке остаточного члена.

Введение

Сингулярно-возмущенные дифференциальные уравнения второго поряд-
ка с кратным спектром предельного оператора изучались Я.Д.Тамарки-
ным [1], где было установлено, что асимптотическое разложение решения
однородной линейной дифференциальной системы второго порядка содер-
жит дробные степени малого параметра. Соответствующие результаты для
дифференциальных уравнений n-го порядка с отрицательной действитель-
ной частью спектра были получены в работах [2–12]. Регуляризованная
асимптотика решения начальной задачи для системы дифференциальных
уравнений с кратным спектром с отрицательной действительной частью
получена в [13–15].

В представляемой работе разработана теория асимптотического интегри-
рования начальной задачи для сингулярно-возмущенных дифференциаль-
ных уравнений с двукратным чисто мнимым спектром.

1. Постановка задачи

Рассмотрим систему двух сингулярно-возмущенных обыкновенных диф-
ференциальных уравнений

εy′(t, ε) − A(t)y(t, ε) =
√
εh(t) (1.1)
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с начальным условием
y(0, ε) =

√
εy0. (1.2)

В задаче (1.1), (1.2) правые части должны содержать
√
ε для получения

ограниченного решения задачи.
С целью изучения задачи (1.1), (1.2) при достаточно малых ε потребуем

выполнение следующих условий:
1. A(t) ∈ C∞([0, a],C2×2), h(t) ∈ C∞([0, a],C2).
2. Спектр {λ1(t), λ2(t)} матрицы A(t) при каждом t ∈ [0, 1] удовлетворяет

требованиям:
а) λ1(t) ≡ λ2(t) = λ(t); б) Re λ(t) ≡ 0; 3) λ(t) � 0.
3. Матрица A(t) имеет жорданову цепочку векторов, т.е.

A(t)ϕ1(t) = λ(t)ϕ1(t), A(t)ϕ2(t) = λ(t)ϕ2(t) + ϕ1(t).

4. Каноническая структура матрицы A(t), т.е.

A(t) = λ(t)E + T (t),

где T (t) — собственный нильпотент матрицы A(t), не меняется на отрез-
ке [0, 1].

5. Производные от собственного и присоединенного векторов ϕ1(t), ϕ2(t)
разложим по базису ϕ1(t), ϕ2(t):

ϕ′i(t) =
n∑

k=1

Ck
i (t)ϕk(t).

Из коэффициентов разложения составим ”структурную” матрицу

B =

(
C1

1(t) C1
2(t)

C2
1(t) C2

2(t)

)
и будем требовать, чтобы для C2

1(t) выполнялось условие C2
1(t) > 0.

В настоящей работе, используя результаты работы [16–25], изучается
начальная задача (1.1), (1.2), когда одноклеточная матрица A(t) имеет дву-
кратный спектр, и разрабатывается алгоритм асимптотического интегриро-
вания начальной задачи (1.1), (1.2) в случае выполнения условий 1–5.

Для асимптотического интегрирования начальной задачи (1.1), (1.2),
введем дополнительные независимые переменные по формулам:

τk =
1
ε

t∫
0

[
λ(x) +

√
εgk(x)

]
dx ≡ ψk(t, ε), k = 1, 2, (1.3)

где функции gk(t), k = 1, 2 определяются из итерационных уравнений.
Вводя обозначения

τ = (τ1, τ2), ψ(t, ε) = (ψ1(t, ε), ψ2(t, ε)),

вместо искомого решения y(t, ε) задачи (1), (2) будем изучать новую ”рас-
ширенную” функцию u(t, τ, ε), такую что

u(t,ψ(t, ε), ε) ≡ y(t, ε).
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Для определения функции u(t, τ, ε) поставим следующую задачу:

ε
∂u
∂t
+

2∑
k=1

(
λ +
√
εgk

) ∂u
∂τk
− Au =

√
εh, (1.4)

u(0, 0, ε) =
√
εy0. (1.5)

Так как задача (1.4), (1.5) является регулярной по ε при ε → 0, то, есте-
ственно, ее решение будем искать в виде ряда

u(t, τ, ε) =
∞∑
s=0

√
εsus(t, τ) (1.6)

с коэффициентами из пространства безрезонансных решений

U =
{
u(t, τ) : u =

2∑
i,k=1

ui,k(t)ϕi(t)e
τk +

2∑
i=1

ui(t)ϕi(t),

ui,k(t), ui(t) ∈ C∞([0, 1],C)
}
.

В пространстве безрезонансных решений U зададим следующие опера-
торы

L0 ≡ A(t) − λ(t)
2∑

k=1

∂

∂τk
, L1 ≡

2∑
k=1

gk(t)
∂

∂τk
. (1.7)

Используем операторы (1.7) и расширенную задачу (1.4), (1.5) перепи-
шем в виде

L0u =
√
εL1u + εu

′ − √εh(t), (1.8)

u(0, 0, ε) =
√
εy0. (1.9)

Степенной ряд (1.6) подставим в (1.8), (1.9) и получим следующие итера-
ционные задачи для определения коэффициентов us(t, τ) ряда (1.6):

L0u0 = 0, u0(0, 0) = 0, (1.10)

L0u1 = L1u0 − h(t), u1(0, 0) = y0, (1.11)

L0us = L1us−1 + u′s−2, us(0, 0) = 0, s = 2, 3, . . . . (1.12)

Задачи (1.10)–(1.12) будем решать в пространстве безрезонансных реше-
ний U.

Пространство, сопряженное к пространству U, отождествим с простран-
ством

U∗ =
{
v(t, τ) : v =

n∑
i,k=1

vi,k(t)ϕ
∗
i (t)e

τk +

n∑
i=1

vi(t)ϕ
∗
i (t), vi,k(t),

vi(t) ∈ C∞([0, 1],C)
}
,

где ϕ∗1(t), ϕ
∗
2(t) —жорданов набор векторов сопряженной матрицы A∗(t). Вве-

дем билинейное произведение элементов u ∈ U на элементы v ∈ U∗ по фор-
муле

< u, ν >=
2∑

i,k=1

ui,k(t)ν
∗
i,k(t) +

2∑
i=1

ui(t)ν
∗
i (t).
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Для определения оператора, сопряженного к основному оператору L0,
используем соотношения (1.17). Сопряженный оператор имеет вид

L∗0 ≡ A∗(t) + λ(t)
n∑

k=1

∂/∂τk,

базисными элементами ядра которого являются

v∗k = ϕ∗2(t)e
τk , k = 1, 2.

Рассмотрим итерационные задачи (1.10)–(1.12). Для этих задач докажем
следующие теоремы разрешимости 1 и 2.

2. Теоремы разрешимости

Теорема 1. Пусть в пространстве U дано уравнение

L0u = f (t, τ), (2.1)

где L0 — основной оператор, определенный в (1.7), f (t, τ) ∈ U и выполне-
ны условия 1–4. Тогда для разрешимости уравнения (2.1) в пространстве
U необходимо и достаточно, чтобы правая часть f (t, τ) была ортогональна
(тождественно по t ∈ [0, 1]) ядру сопряженного оператора L∗0.
Доказательство. Необходимость. Пусть уравнение (2.1) разрешимо

в пространстве U. Тогда существует элемент u ∈ U такой, что L0u ≡ f (t, τ).
Так как базис сопряженного оператора L∗0 состоит из элементов v∗k =

= ϕ∗2(t)e
τk , k = 1, 2, то имеем

< f , ν∗k >≡< L0u, ν
∗
k >≡< u, L∗0ν

∗
k >≡ 0, k = 1, 2,

что и требовалось доказать.
Достаточность. Пусть выполнено условие < f , ν∗k >≡ 0, k = 1, 2. В силу

условия f (t, τ) ∈ U правую часть f (t, τ) уравнения (2.1) берем как элемент
пространства U:

f (t, τ) =
2∑

i,k=1

fi,k(t)ϕi(t)e
τk +

2∑
i=1

fi(t)ϕi(t). (2.2)

Так как по предположению < f , ν∗k >≡ 0, k = 1, 2, то выражение (2.2) можно
записать в виде

f (t, τ) =
2∑

k=1

f1,k(t)ϕ1(t)e
τk +

2∑
i=1

fi(t)ϕi(t). (2.3)

Выражение (2.3) подставим в уравнение (2.1) и найдем решение

u(t, τ) =
2∑

k=1

f0,k(t)ϕ1(t)e
τk +

2∑
k=1

f1,k(t)ϕ2(t)e
τk + w0,

где w0 = −A−1(t) f (t), f0,k(t) ∈ C∞([0, a],C). Теорема 1 доказана.
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Теорема 2. Пусть в пространстве U дана задача

L0u1(t, τ) = 0, (2.4)

u1(0, 0) = 0, (2.5)

где L0 — оператор, определенный в (1.7). Пусть выполнены условия 1–5 и
функции gk(t), k = 1, 2, определяются из (1.4) тождественно по t ∈ [0, 1].
Тогда:

1) существует общее решение системы уравнений

L0u2 = L1u1, (2.6)

L0u3 = L1u2 + u′1; (2.7)

2) если выполнены условия

< L1u3 + u′2, ν
∗
k >≡ 0, k = 1, 2, (2.8)

u2(0, 0) = 0, (2.9)

то задача (2.4), (2.5) имеет только нулевое решение.
Доказательство. 1. По условию теоремы 1 однородное уравнение (16)

разрешимо в U. Решение уравнения (16) запишется в виде

u1(t, τ) =
2∑

k=1

α1,k(t)ϕ1(t)e
τk. (2.10)

Уравнение (2.6) имеет вид:

L0u2 = L1u1 =

2∑
k=1

gk(t)α1,k(t)ϕ1(t)e
τk.

Решение уравнения определим в виде

u2(t, τ) =
2∑

k=1

α2,k(t)ϕ1(t)e
τk +

2∑
k=1

gk(t)α1,k(t)ϕ2(t)e
τk. (2.11)

С учетом (2.10), (2.11) из (2.7) приходим к уравнению

L0u3 = L1u2 + u′1 =
2∑

k=1

{gk(t)α2,k(t)ϕ1(t)e
τk + g2

k(t)α1,k(t)ϕ2(t)e
τk+

+α′1,k(t)ϕ1(t)e
τk + α1,k(t)ϕ

′
1(t)e

τk} =
2∑

k=1

{gk(t)α2,k(t)ϕ1(t)e
τk+

+g2
k(t)α1,k(t)ϕ2(t)e

τk + α′1,k(t)ϕ1(t)e
τk + α1,k(t)[C

1
1(t)ϕ1(t)+

+C2
1(t)ϕ2(t)]} =

2∑
k=1

{[α′1,k(t) + α1,k(t)C
1
1(t)+

+gk(t)α2,k(t)]ϕ1(t) + [C2
1(t) + g2

k(t)]α1,k(t)ϕ2(t)}eτk.
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Ортогонализуя правую часть, получаем

C2
1(t) + g2

k(t) = 0.

Отсюда находим
g2

k(t) = −C2
1(t)

или
gk(t) = ±i

√
C2

1(t).

Тогда

L0u3 =

2∑
k=1

[α′1,k(t) + α1,k(t)C
1
1(t) + gk(t)α2,k(t)]ϕ1(t)e

τk.

Это уравнение по теореме 1 разрешимо в U, и его решение имеет вид

u3(t, τ) =
2∑

k=1

[α3,k(t)ϕ1(t)e
τk + [α′1,k(t) + α1,k(t)C

1
1(t) + gk(t)α2,k(t)]ϕ2(t)]e

τk . (2.12)

2. Для преобразования (2.8) используем решения (2.10)–(2.12) и полу-
чим следующую систему дифференциальных уравнений:

2α′1,k(t) + [C1
1(t) +C2

2(t) + g′k(t)]α1,k(t) = 0, k = 1, 2. (2.13)

Начальные условия для системы (2.13) с учетом (2.5), (2.9) определяются
из системы

2∑
k=1

α1,k(0) = 0, (2.14)

2∑
k=1

α2,k(0)ϕ1(0) +
2∑

k=1

gk(0)α1,k(0)ϕ2(0) = 0. (2.15)

Так как матрица системы (2.6), (2.7) невырожденная, то решение равно
нулю:

α1,k(0) = 0, k = 1, 2. (2.16)

Следовательно, система (2.13) с начальным условием (2.16) имеет един-
ственное нулевое решение. Теорема 2 доказана.

На основании теорем 1, 2 последовательно решим итерационные задачи
(1.10)–(1.12).

Заключая, сформулируем теорему об оценке остаточного члена:
Теорема 3. Пусть для задачи (1.1), (1.2) выполнены условия 1–5 и

решения задач (1.8), (1.9) определены в виде степенного ряда (1.6) из про-
странства U. Тогда сужение ряда (1.6) при τ = ψ(t, ε) и ε → 0 является
асимптотическим рядом для решения начальной задачи (1.1), (1.2).
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In the paper a new asymptotic integration method for a system of two
singularly perturbed differential equations with multiple pure imaginary
spectrum is proposed. The initial value problem under stable spectrum
conditions is studied. The solvability theorems are proved and the resid-
ual term estimation is given.
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