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ГРАДУИРОВАННЫЕ ТОЖДЕСТВА ПРОСТОЙ
ТРЕХМЕРНОЙ АЛГЕБРЫ ЛИ

c© 2004 Д.В.Репин1

Пусть K — поле нулевой характеристики и sl2 —алгебра Ли мат-
риц второго порядка со следом 0 над полем K. Хорошо известны
3 классические нетривиальные градуировки на sl2 : Z2, Z2 × Z2 и
Z3-градуировки. В случае этих градуировок описано строение вектор-
ного пространства полилинейных градуированных тождеств на языке
теории представления симметрической группы и диаграмм Юнга.

Введение

Характеристика основного поля K предполагается равной нулю. В ли-
евских элементах договоримся опускать скобки при их левонормированной
расстановке, то есть abc = ((ab)c). Введем необходимые понятия и обозна-
чения.

Пусть G —конечная группа. Алгебра A называется G-градуированной,
если она раскладывается в прямую сумму своих подпространств, индекси-
рованных элементами группы G, и при этом выполнено условие AgAh ⊂ Agh.

Подпространства Ag называются однородными компонентами A.
Для каждого g ∈ G рассмотрим счетное множество

Xg = {x(g)
1 , x

(g)
2 , . . .}

и обозначим через X объединение всех Xg. Тогда свободная алгебра Ли
F(X) над полем K, порожденная множеством X, обладает естественной
G-градуировкой. Пронумеруем элементы группы G: e = g1, g2, . . . gs. Поли-
ном

f = f (x(g1)
1 , . . . , x

(g1)
t1 , x

(g2)
1 , . . . , x

(g2)
t2 , x

(gs)
1 , . . . , x

(gs)
ts

) ∈ F(X)

является градуированным тождеством алгебры Ли L = ⊕g∈GLg, если
f (a(g1)

1 , . . . , a
(g1)
t1 , a

(g2)
1 , . . . , a

(g2)
t2 , a

(gs)
1 , . . . , a

(gs)
ts

) = 0 для любых a(gi)
1 , . . . , a

(gi)
ti ∈ Lgi .

Рассмотрим алгебру L = sl2 — алгебру Ли матриц второго порядка со
следом 0 над полем K. Обозначим h = e11 − e22, e = e12, f = e21. Хорошо
известны 4 классические градуировки на sl2:
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ул. Льва Толстого, 42.
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1. Тривиальная градуировка. L = L0.
2. Z2-градуировка. L = L0 ⊕ L1, где L0 =< h >, L1 =< e, f >.
3. Z2 × Z2-градуировкa. L = L00 ⊕ L10 ⊕ L01 ⊕ L11, где

L00 =< 0 >, L10 =< h >, L01 =< e + f >, L11 =< e − f > .

4. Z3-градуировка. L = L−1 ⊕ L0 ⊕ L1, где

L−1 =< e >, L0 =< h >, L1 =< f > .

Обозначим через V0, V Z2
0 , V Z2×Z2

0 , V Z3
0 многообразия, порожденные ал-

геброй L с соответствующими градуировками. Известно, что в случае по-
ля нулевой характеристики многообразие задается своими полилинейными
тождествами. В статье [1] В.С.Дренски описал строение относительно сво-
бодных алгебр многообразия V0, порожденного алгеброй sl2 с тривиальной
градуировкой. В данной работе будет описано строение полилинейных ча-
стей относительно свободных алгебр многообразий, порожденных алгеброй
sl2 с Z2, Z2 × Z2 и Z3-градуировками.

1. Тождества Z2-градуированной алгебры sl2

Пусть X = Y ∪ Z — счетное множество переменных, разбитых на два
непересекающихся подмножества. Рассмотрим F(X,V Z2

0 ) — относительно сво-
бодную Z2-градуированную алгебру многообразия V Z2

0 и Pk,n−k(V Z2
0 ) —про-

странство полилинейных многочленов из F(X,V Z2
0 ) от k четных переменных

y1, . . . , yk ∈ Y и n − k нечетных переменных z1, . . . , zn−k ∈ Z. На пространстве
Pk,n−k(V Z2

0 ) естественным образом задано действие группы S k × S n−k:

(σ, τ) f (y1, . . . , yk, z1, . . . , zn−k) = f (yσ(1), . . . , yσ(k), zτ(1), . . . , zτ(n−k)),

которое задает на Pk,n−k(V Z2
0 ) структуру S k × S n−k-модуля. Обозначим соот-

ветствующий характер через χk,n−k(V Z2
0 ).

Из теории представлений симметрической группы известно, что
существует взаимооднозначное соответствие между неприводимыми
S k-характерами и всеми разбиениями λ � k числа k. Обозначим через χλ
неприводимый S n-характер, соответствующий разбиению λ числа n. Имеет
место следующее разложение:

χk,n−k(V Z2
0 ) = χ(Pk,n−k(V Z2

0 )) =
∑
λ�k
µ�n−k

mλ,µ(χλ ⊗ χµ), (1.1)

где χλ ⊗ χµ —неприводимый S k × S n−k-характер, соответствующий паре раз-
биений (λ, µ), а mλ,µ— соответствующие кратности.

Предложение 1. Если первая диаграмма, отвечающая паре разбиений
(λ, µ), состоит более чем из одной строчки, или вторая диаграмма состоит
более чем из двух строчек, тогда mλ,µ = 0.
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Доказательство. Предположим что пара разбиений (λ, µ) такая, что
длина первого столбца первой диаграммы больше одного, или длина пер-
вого столбца второй диаграммы больше двух.

Рассмотрим элемент f , порождающий неприводимый модуль, соответ-
ствующий паре разбиений (λ, µ). Согласно работе [2], элемент f равен ли-
нейной комбинации слагаемых, каждое из которых либо содержит, по край-
ней мере, один кососимметрический набор из двух переменных, принадле-
жащих Y, либо содержит не менее одного кососимметрического набора из
трех переменных, принадлежащих Z.

Достаточно показать, что в L = sl2 тождественно равен нулю любой по-
лилинейный лиевский многочлен, который либо кососимметричен по двум
переменным из четной компоненты, либо кососимметричен по трем пере-
менным из нечетной компоненты. Так как размерность четной компоненты
алгебры L равна 1, а размерность нечетной равна 2, то и в первом, и во
втором случаях мы подставим один базисный элемент L вместо пары ко-
сосимметрических переменных. Очевидно, что все эти значения — нулевые.
Предложение доказано.

Для доказательства следующей теоремы нам понадобится лемма 4.4 из
статьи [1].

Лемма 4.4. Пусть f (x1, x2, x3) — однородный степени di по xi многочлен
в свободной ассоциативной алгебре и di ≡ σi (mod 2), σi = 0, 1, i = 1, 2, 3.
Тогда

f (h, e + f , e − f ) = εhσ1 (e + f )σ2 (e − f )σ3 , ε ∈ K.

Теорема 1. Для каждого n > 1 S k×S n−k-модуль Pk,n−k(V Z2
0 ) разлагается в

сумму неприводимых S k ×S n−k-модулей, соответствующих парам разбиений
λ � k и µ � n − k, где λ = (k), µ = (q + r, q), причем mλ,µ = 1, если выполнены
следующие условия:

1) k � n;
2) r � n;
3) r ≡ 1 или k + q ≡ 1 (mod 2).
В остальных случаях mλ,µ = 0.
Доказательство. По предложению 1 достаточно рассматривать толь-

ко тождества от трех переменных, при этом одна переменная принадлежит
Y, а две другие принадлежат Z. Пусть c, d —пара таблиц, соответствующая
паре разбиений λ = (k), µ = (q + r, q), fc,d(y, z1, z2), y ∈ Y, z1, z2 ∈ Z —много-
член, полученный путем ”склеивания” многочлена, построенного по паре
таблиц c, d [3]. Рассмотрим алгебру матриц второго порядка Λ2 над алгеб-
раическим замыканием Λ поля рациональных функций от коммутирующих
переменных ξi j, ηi j, ζi j, i, j = 1, 2; f (y, z1, z2) = 0 является тождеством в L
тогда и только тогда, когда f (ξ, η, ζ) = 0 для любых матриц ξ, η, ζ из Λ2 с
алгебраически независимыми коэффициентами следующего вида:

ξ =

(
ξ11 0
0 −ξ11

)
, η =

(
0 η12

η21 0

)
, ζ =

(
0 ζ12

ζ21 0

)
.
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Матрицы ξ, η, ζ невырожденные. Обозначение AC = C−1AC. Существует мат-
рица C = c11e11+c22e22, где c11/c22 =

√
η12/η21 из Λ2, переводящая η12e+η21 f

к виду β(e + f ), такая, что hC = h, то есть

ηC = C−1ηC =

(
c−1

11 0
0 c−1

22

) (
0 η12

η21 0

) (
c11 0
0 c22

)
=

(
0 β

β 0

)
,

и

hC = C−1hC =

(
c−1

11 0
0 c−1

22

) (
1 0
0 −1

) (
c11 0
0 c22

)
=

(
1 0
0 −1

)
.

Тогда
ξC = αh, ηC = β(e + f ), ζC = γ1(e + f ) + γ(e − f ),

α , β, γ1, γ алгебраически независимы. В силу кососимметричности и по
лемме 4.4

fc,d(ξ, η, ζ)C = fc,d(αh, β(e + f ), γ(e − f )) = αd1βd2γd3εc,dhσ1 (e + f )σ2 (e − f )σ3 ,

где α, β, γ алгебраически независимы. Для любых двух пар таблиц c1, d1 и
c2, d2, соответствующих одной и той же паре разбиений,

εc2 ,d2 fc1 ,d1(y, z1, z2) − εc1 ,d1 fc2 ,d2(y, z1, z2) = f (y, z1, z2)

является тождеством в L. Поэтому модуль Pk,n−k(V Z2
0 ) разлагается в сумму

неизоморфных неприводимых S k × S n−k- модулей, т.е. mλ,µ � 1.
Очевидно, что подмодуль, соответствующий таблице Юнга, построенной

по разбиению n = (n), является нулевым в любой алгебре Ли в силу тожде-
ства антикоммутативности. Следовательно, mλ,µ = 0 при k = n и при r = n.

Пусть k, q ≡ 1, r ≡ 0 (mod 2). Рассмотрим элемент f (y, z1, z2), отвечающий
паре разбиений λ = (k), µ = (q + r, q), где

2q + r + k = n, y ∈ Y, z1, z2 ∈ Z.

Степени относительно y, z1, z2 равны соответственно k, q+ r, q. По лемме 4.4,
так как все степени нечетные,

f (h, e + f , e − f ) = εh(e + f )(e − f ) = ε(e − f )(e − f ) = −εE.
Поэтому f (y, z1, z2) не является лиевым многочленом. Следовательно, mλ,µ =

= 0.
Далее пусть k, q, r ≡ 0 (mod 2). Аналогично с предыдущим случаем по-

лучаем
f (h, e + f , e − f ) = εh0(e + f )0(e − f )0 = εE.

Отсюда mλ,µ = 0.
Для доказательства теоремы осталось построить ненулевые многочлены

fkqr(y, z1, z2) во всех случаях, для которых mλ,µ = 1. Обозначим g0(z1, z2) =
= z1z2, z1, z2 ∈ Z;

d(z1, z2) = Z̄1Z̃1Z̃2Z̄2, Z1 = adz1, Z2 = adz2;

gl(z1, z2) = g0(z1, z2)[d(z1, z2)]l.
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1 случай: k = 0:
а) q = 2l + 1, r —любое f0qr(y, z1, z2) = gl(z1, z2)zr

1,
б) q = 2l, r = 2s + 1 f0qr(y, z1, z2) = gl−1(z1, z2)zr

1z̄1z̄2;
2 случай: k > 0, r = 2s + 1:

в) q = 2l + 1, fkqr(y, z1, z2) = gl(z1, z2)zr
1yk,

г) q = 2l, fkqr(y, z1, z2) = y[d(z1, z2)]lzr
1yk−1;

3 случай: r = 2s:
д) q = 2l + 1, k —четное fkqr(y, z1, z2) = y[d(z1, z2)]lz̄1yk−1 z̄2zr

1,
е) q = 2l, k —нечетное fkqr(y, z1, z2) = gl−1(z1, z2)z̄1ykz̄2zr

1.
Замечание.

heh f − h f he = −8h, hēẽ f̃ f̄ = −8h, h(e + f )2 = 4h.

Докажем, что fkqr(h, e+ f , f ) � 0 во всех случаях. Из замечания получаем:

gl(e + f , f ) = g0(e + f , f )[d(e + f , f )]l = h[d(e, f )]l = (−8)lh.

a) f0qr(h, e + f , f ) = gl(e + f , f )(e + f )r =

i) при r = 2s f0qr(h, e + f , f ) = (−8)l4sh � 0,

ii) при r = 2s + 1 f0qr(h, e + f , f ) = (−8)l4s2(e − f ) � 0;

б) f0qr(h, e + f , f ) =

= gl−1(e + f , f )(e + f )r(e + f ) f − gl−1(e + f , f )(e + f )r f (e + f ) = {по a).ii)} =
= (−8)l−14s2((e − f )(e + f ) f − (e − f ) f (e + f )) = (−8)l−14s(−4)(e + f ) � 0;

в) fkqr(h, e + f , f ) = gl(e + f , f )(e + f )rhk = h[d(e + f , f )]l(e + f )rhk =

= {по a).ii)} = (−8)l4s2(e − f )hk =

i) k —четное fkqr(h, e + f , f ) = (−8)l4s2(−2)k(e − f ) � 0,

ii) k —нечетное fkqr(h, e + f , f ) = (−8)l4s2(−2)k(e + f ) � 0;

г) fkqr(h, e + f , f ) = h[d(e + f , f )]l(e + f )rhk−1 =

= {по a).ii)} = (−8)l4s2(e − f )hk−1 =

i) k —четное fkqr(h, e + f , f ) = (−8)l4s2(−2)k−1(e + f ) � 0,

ii) k —нечетное fkqr(h, e + f , f ) = (−8)l4s2(−2)k−1(e − f ) � 0;

д) fkqr(h, e + f , f ) = h[d(e + f , f )]l ¯(e + f )hk−1 f̄ (e + f )r =

= (−8)lh ¯(e + f )hk−1 f̄ (e + f )r = (−8)l(−2)2kh(e + f )r = (−8)l(−2)2k4sh � 0;

е) fkqr(h, e + f , f ) = gl−1(e + f , f ) ¯(e + f )hk f̄ (e + f )r = (−8)l−1h ¯(e + f )hk f̄ (e+

+ f )r = (−8)l−1(−2)2k+1h(e + f )r = (−8)l−1(−2)2k+14sh � 0.

Теорема доказана.
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2. Тождества Z2 × Z2-градуированной алгебры sl2

Пусть X = X00∪X10∪X01∪X11 — счетное множество переменных, разбитых
на четыре непересекающихся подмножества. Обозначим Pp,q,r,t(V

Z2×Z2
0 ) —про-

странство полилинейных многочленов из относительно свободной алгеб-
ры F(X,V Z2×Z2

0 ) многообразия V Z2×Z2
0 от переменных u1, . . . , up, x1, . . . , xq,

y1, . . . , yr, z1, . . . , zt, где ui ∈ X00, x j ∈ X10, yk ∈ X01, zl ∈ X11 и p + q + r + t = n.
Рассмотрев действие группы S p на переменных u1, . . . , up, действие груп-

пы S q на переменных x1, . . . , uq, действие группы S r на переменных y1, . . . , yr

и действие группы S t на переменных z1, . . . , zt, мы получим действие груп-
пы S p × S q × S r × S t на пространстве Pp,q,r,t(V

Z2×Z2
0 ):

(σ1, σ2, σ3, σ4) f (u1, . . . , up, x1, . . . , xq, y1, . . . , yr, z1, . . . , zt) =
= f (uσ1(1), . . . , uσ1(p), xσ2(1), . . . , xσ2(q), yσ3(1), . . . , yσ3(r), zσ4(1), . . . , zσ4(t)).

Пространство Pp,q,r,t(V
Z2×Z2
0 ) является S p×S q×S r×S t-модулем. Напомним,

что χλ — характер неприводимого S n-представления, соответствующего λ � n,
и рассмотрим для многообразия V Z2×Z2

0 разложение

χp,q,r,t(V
Z2×Z2
0 ) = χ(Pp,q,r,t(V

Z2×Z2
0 )) =

∑
λ�p,µ�q
ν�r,π�t

mλ,µ,ν,π(χλ ⊗ χµ ⊗ χν ⊗ χπ), (2.1)

где χλ⊗χµ⊗χν⊗χπ —неприводимый S p×S q×S r×S t-характер, соответствующий
четверке разбиений (λ, µ, ν,π), а mλ,µ,ν,π— соответствующие кратности.

Теорема 2. Для каждого n = p + q + r + t > 1 S p × S q × S r × S t-модуль
Pp,q,r,t(V

Z2×Z2
0 ) разлагается в сумму неприводимых S p × S q × S r × S t-модулей,

соответствующих четверке разбиений (p), (q), (r), (t), причем mλ,µ,ν,π = 1, если
выполнены следующие условия:

1) p = 0;
2) q � n, r � n, t � n;
3) q − r ≡ 1 (mod 2) или r − t ≡ 1 (mod 2).
В остальных случаях mλ,µ,ν,π = 0.
Доказательство. Так как размерность компоненты L00 равна 0, то лю-

бой элемент, зависящий от переменной, принадлежащей X00, равен 0 в L,
следовательно, mλ,µ,ν,π = 0, если p > 0. Размерность остальных компонент
равна 1, поэтому достаточно рассматривать только тождества от трех пе-
ременных x, y, z, где x ∈ X10, y ∈ X01, z ∈ X11. Рассмотрим четверку таблиц
∅, b, c, d, первая из которых пустая, соответствующая четверке разбиений
(0), (q), (r), (t), и многочлен f∅,b,c,d(x, y, z), который порождает неприводимый
модуль, соответствующий этой четверке таблиц. После ”склеивания” [3] это-
го многочлена получим многочлен g∅,b,c,d(x, y, z), однородный степени q по
x, степени r по y и степени t по z; f (x, y, z) = 0 является тождеством в L
тогда и только тогда, когда f (ξ, η, ζ) = 0 для любых матриц ξ, η, ζ из Λ2,
где Λ2 — алгебра, введенная в доказательстве теоремы 1, с алгебраически
независимыми коэффициентами следующего вида:

ξ =

(
α 0
0 −α

)
, η =

(
0 β

β 0

)
, ζ =

(
0 γ

−γ 0

)
.
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По лемме 4.4 [1] получаем

g∅,b,c,d(ξ, η, ζ) = g∅,b,c,d(αh, β(e + f ), γ(e − f )) = αqβrγtε∅,b,c,dhσ1 aσ2 bσ3 ,

α, β, γ алгебраически независимы.
Для любых двух четверок таблиц ∅, b1, c1, d1 и ∅, b2, c2, d2, соответству-

ющих одной и той же четверке разбиений,

ε∅,b2,c2,d2 g∅,b1,c1,d1(x, y, z) − ε∅,b1,c1,d1g∅,b2 ,c2,d2(x, y, z) = f (x, y, z)

является тождеством в L. Поэтому mλ,µ,ν,π � 1.
Докажем, что если одно из условий в формулировке теормы не выпол-

няется, то mλ,µ,ν,π = 0.
1) p > 0. Было доказано выше;
2) q = n. Следует из того, что разбиению (n) в случае алгебры Ли со-

ответствует нулевой модуль. Аналогично при r = n и при t = n;
3) q − r ≡ 0 (mod 2) и r − t ≡ 0 (mod 2), то есть q, r и t имеют одинако-

вую четность. Рассмотрим многочлен g0,q,r,t(x, y, z), соответствующий четвер-
ке разбиений (0), (q), (r), (t). Пусть q, r, t —четные, тогда по лемме 4.4 имеем

g0,q,r,t(h, e + f , e − f ) = εh0(e + f )0(e − f )0 = εE.

Откуда следует, что g0,q,r,t(x, y, z) не является лиевым многочленом. Следо-
вательно, соответствующая кратность равна 0.

Аналогично, если q, r, t нечетные, получаем

g0,q,r,t(h, e + f , e − f ) = εh1(e + f )1(e − f )1 = −εE.
Отсюда mλ,µ,ν,π = 0. Доказательство теоремы будет завершено, если мы по-
строим ненулевые многочлены g0,q,r,t(x, y, z) во всех случаях, когда выпол-
нены условия теоремы.

1 случай: q = 0.
а) r —нечетное, так как r � n, то t > 0:

g0,0,r,t(x, y, z) = zyrzt−1;

б) r —четное, t —нечетное. r > 0, потому что t � n:

g0,0,r,t(x, y, z) = yztyr−1.

2 случай: q > 0 —четное.
в) r —нечетное, t —любое:

g0,q,r,t(x, y, z) = xyr xq−1zt;

г) r —четное, t —нечетное:

g0,q,r,t(x, y, z) = xzt xq−1yr;

3 случай: q —нечетное.
д) r = 0, так как q � n, то t > 0:

g0,q,0,t(x, y, z) = zxqzt−1;
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е) r > 0 —четное, t —любое:

g0,q,r,t(x, y, z) = yxqyr−1zt;

ж) r —нечетное, t —четное:

g0,q,r,t(x, y, z) = xztyr xq−1.

Подставляя базисные элементы h, e + f , e − f , получаем, что g0,q,r,t(h, e +
+ f , e − f ) � 0, и поэтому g0,q,r,t(x, y, z) � 0 в F(X,V Z2×Z2

0 ). Теорема доказана.

3. Тождества Z3-градуированной алгебры sl2

Рассмотрим счетное множество переменных X = X−1 ∪ X0 ∪ X1, раз-
битых на три непересекающихся подмножества и относительно свобод-
ную алгебру F(X,V Z3

0 ) многообразия V Z3
0 . Обозначим через Pp,q,r(V

Z3
0 ) про-

странство полилинейных многочленов из алгебры F(X,V Z3
0 ) от переменных

x1, . . . , xp, y1, . . . , yq, z1, . . . , zr, где xi ∈ X−1, y j ∈ X0, zk ∈ X1 и p + q + r = n.

На пространстве Pp,q,r(V
Z3
0 ) естественным образом задано действие груп-

пы S p × S q × S r:

(σ1, σ2, σ3) f (x1, . . . , xp, y1, . . . , yq, z1, . . . , zr) =

= f (xσ1(1), . . . , xσ1(p), yσ2(1), . . . , yσ2(q), zσ3(1), . . . , zσ3(r)).

Пространство Pp,q,r(V
Z3
0 ) является S p × S q × S r-модулем, и имеет место сле-

дующее разложение

χp,q,r(V
Z3
0 ) = χ(Pp,q,r(V

Z3
0 )) =

∑
λ�p,µ�q
ν�r

mλ,µ,ν(χλ ⊗ χµ ⊗ χν), (3.1)

где χλ⊗χµ⊗χν —неприводимый S p×S q×S r-характер, соответствующий тройке
разбиений (λ, µ, ν), а mλ,µ,ν— соответствующие кратности.

Для доказательства основного результата этой главы нам понадобится
следующая лемма.

Лемма 1. Пусть f (x1, x2, x3) — однородный степени di по xi многочлен
в свободной ассоциативной алгебре. Тогда

f (e, h, f ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
0, если | d1 − d3 |> 1,
ε1e, если d1 − d3 = 1,
ε2 f , если d3 − d1 = 1,
ε3e11 + ε4e22, если d1 = d3,

где εi ∈ K.
Доказательство. Распишем наш многочлен на сумму одночленов

f (x1, x2, x3) =
k∑

i=1

fi(x1, x2, x3)
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и подставим в них e, h, f . Так как he = −eh, h f = − f h, мы можем ”прота-
щить” все h вперед. Получаем

fi(e, h, f ) = αi h . . . h︸︷︷︸
d2

wi,

где αi ∈ K, а wi — это одночлен, содержащий только e и f . Так как h2 = E,
то hd2 равняется либо E, либо h в зависимости от четности d2. Заметим,
что Ee = he = e и E f = −h f = f , следовательно, hd2wi = ±wi. Мы получили

f (e, h, f ) =
k∑

i=1

fi(e, h, f ) =
k∑

i=1

αih
d2 wi =

k∑
i=1

βiwi.

Рассмотрим все случаи, указанные в формулировке леммы.
Пусть | d1 − d3 |> 1, тогда в wi встретится две подряд идущие e или f .

Из тождеств e2 = 0 и f 2 = 0 следует, что fi(e, h, f ) = 0 для любого i. Сле-
довательно, f (e, h, f ) = 0.

Рассмотрим следующий случай. Пусть d1 − d3 = 1, тогда количество e
на единицу больше количества f . Легко заметить, что fi(e, h, f ) � 0 тогда
и только тогда, когда wi имеет следующий вид:

wi = e f . . . e f e,

в остальных случаях fi(e, h, f ) = 0, так как в wi встретится две подряд
идущие e. Очевидно, что

wi = e f . . . e f e = e11 . . . e11e = e.

Обозначим через I множество тех индексов, для которых fi(e, h, f ) � 0. По-
лучаем

f (e, h, f ) =
k∑

i=1

fi(e, h, f ) =
k∑

i=1

βiwi =
∑
i∈I

βie f . . . e f e =
∑
i∈I

βie = ε1e.

Предположим теперь, что d3−d1 = 1. Аналогично с предыдущим случаем
получаем, что fi(e, h, f ) � 0 тогда, когда wi имеет следующий вид:

wi = f e . . . f e f ,

иначе встретятся две подряд идущие f и тогда fi(e, h, f ) = 0. Так как

wi = f e . . . f e f = e22 . . . e22 f = e22 f = f ,

то мы имеем

f (e, h, f ) =
k∑

i=1

fi(e, h, f ) =
k∑

i=1

βiwi =
∑
i∈I

βi f e . . . f e f =
∑
i∈I

βi f = ε2 f .

Пусть d1 = d3. Из тождеств e2 = 0 и f 2 = 0 получаем, что fi(e, h, f ) � 0
тогда и только тогда, когда wi имеет один из следующих видов

wi = e f . . . e f , wi = f e . . . f e,
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в остальных случаях встретятся или две подряд идущие e, или две подряд
идущие f , и тогда fi(e, h, f ) = 0. Обозначим через I1 множество тех индек-
сов, для которых wi имеет 1-й вид, а через I2 множество тех индексов, для
которых wi имеет 2-й вид. Получаем

f (e, h, f ) =
k∑

i=1

fi(e, h, f ) =
k∑

i=1

βiwi =
∑
i∈I1

βie f . . . e f +
∑
i∈I2

βi f e . . . f e =

=
∑
i∈I1

βie11 . . . e11 +
∑
i∈I2

βie22 . . . e22 =
∑
i∈I1

βie11 +
∑
i∈I2

βie22 = ε3e11 + ε4e22.

Лемма доказана.
Заметим, что в лиевском случае в условиях леммы, если d1 = d3, то

f (e, h, f ) = ε3h, так как элемент ε3e11 + ε4e22 принадлежит L тогда и толь-
ко тогда, когда ε4 = −ε3. Основным результатом данной главы является
следующая теорема.

Теорема 3. Для каждого n = p+ q+ r > 1 S p × S q × S r-модуль Pp,q,r(V
Z3
0 )

разлагается в сумму неприводимых S p × S q × S r-модулей, соответствующих
тройке разбиений (p), (q), (r), причем mλ,µ,ν = 1, если выполнены следующие
условия:

1) p � n, q � n, r � n;
2) | p − r |� 1.
В остальных случаях mλ,µ,ν = 0.
Доказательство. Так как размерность каждой компоненты равна 1,

то достаточно рассматривать только тождества от трех переменных x, y, z,
где x ∈ X−1, y ∈ X0, z ∈ X1. Пусть b, c, d — тройка таблиц, соответствующая
тройке разбиений (p), (q), (r), и fb,c,d(x, y, z) —многочлен, полученный путем
”склеивания” многочлена, построенного по тройке таблиц b, c, d.

Многочлен f (x, y, z) = 0 является тождеством в L тогда и только тогда,
когда f (ξ, η, ζ) = 0 для любых матриц ξ, η, ζ из Λ2, где Λ2 — алгебра, вве-
денная выше, с алгебраически независимыми коэффициентами следующего
вида:

ξ =

(
0 α

0 0

)
, η =

(
β 0
0 −β

)
, ζ =

(
0 0
γ 0

)
.

Из леммы 1 следует

fb,c,d(ξ, η, ζ) = fb,c,d(αe, βh, γ f ) = αpβqγrεb,c,d

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
0, если | p − r |> 1,
ε1e, если p − r = 1,
ε2 f , если r − p = 1,
ε3h, если p = r,

где α, β, γ алгебраически независимы.
Для любых двух троек таблиц b1, c1, d1 и b2, c2, d2, соответствующих од-

ной и той же тройке разбиений,

εb2 ,c2,d2 fb1,c1,d1(x, y, z) − εb1,c1 ,d1 fb2,c2,d2(x, y, z) = f (x, y, z)
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является тождеством в L. Следовательно, модуль Pp,q,r(V
Z3
0 ) разлагается в

сумму неизоморфных неприводимых S p × S q × S r-модулей, т.е. кратности
mλ,µ,ν � 1.

Докажем, что mλ,µ,ν = 0, если хотя бы одно из условий теоремы не вы-
полнено.

1) p = n. Легко следует из тождества антикоммутативности и того, что
размерность компоненты L−1 равна 1, q = n и r = n аналогично;

2) | p − r |> 1. Рассмотрим многочлен fp,q,r(x, y, z), соответствующий чет-
верке разбиений (p), (q), (r). Из леммы 1 следует, что fp,q,r(e, h, f )=0. Сле-
довательно, линеаризация fp,q,r(e, h, f ) порождает нулевой модуль, то есть
кратность равна 0.

Теорема будет доказана, если мы построим ненулевые многочлены
fp,q,r(x, y, z) во всех случаях, когда выполнены условия теоремы.

a) p − r = 1. Имеем
fp,q,r(x, y, z) = x(xz)ryq.

б) p − r = 0. Так как q � n, то p = r � 0.

fp,q,r(x, y, z) = x(xz)p−1yqz.

в) r − p = 1. Имеем
fp,q,r(x, y, z) = z(xz)pyq.

Подставляя базисные e, h, f , мы видим, что fp,q,r(e, h, f ) � 0, и поэтому
fp,q,r(e, h, f ) не равен нулю в относительно свободной алгебре многообразия
V Z3

0 . Теорема доказана.
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