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КЛАССИЧЕСКИЕ ВЗАИМОДЕЙСТВУЮЩИЕ ПОЛЯ:
МОДЕЛЬ ВНЕ ЛАГРАНЖЕВОЙ ФОРМУЛИРОВКИ1

c© 2004 С.В.Талалов2

На примере конкретной модели рассмотрена общая схема построе-
ния теории взаимодействующих полей в двумерном пространстве-вре-
мени, (нелинейные) уравнения движения которых не являются урав-
нениями Лагранжа-Эйлера для какого-либо функционала действия.
Решена задача Коши в классе начальных данных, имеющих ненуле-
вые пределы на пространственных бесконечностях и, вообще говоря,
изолированные особенности.

1. Введение

В работах [1, 2] рассматривалась нелинейная система диференциальных
уравнений для действительных функций Φi = Φi(ξ0, ξ1):

∂+∂−Φi − exp
(∑

j

ki jΦ j

)
= 0 , i = 1 . . . n , (1.1)

где ki j —некоторая n× n матрица (в цитированных работах матрица ki j яв-
лялась матрицей Картана). Здесь и далее ∂± = ∂/∂ξ±, ξ± = ξ1 ± ξ0. В том
случае, если n = 1, система (1.1) вырождается в известное уравнение Ли-
увилля (УЛ). Последнее рассматривалось многими авторами как модель
классического поля с нелинейным самодействием в двумерном простран-
стве-времени, причем изучались модели как в классе регулярных решений
(см., например, [3]), так и в классе сингулярных [4]. Возникает вопрос,
возможно ли рассматривать уравнения (1.1) как уравнения взаимодейству-
ющих полей? Если да, то в каком смысле? Проблема здесь связана с тем,
что при n > 1 система (1.1) не является системой экстремалей для некото-
рого функционоала действия S = S (Φ1 . . . ,Φn,Φ1,µ . . . ), где Φi —независимые
переменные. Действительно, обозначив левые части (1.1) как Li, находим,
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что
δLi

δΦ j
�
δLj

δΦi
;

это означает [5], что Li � δS/δΦi ни при каком S . Интерес такой интер-
претации мотивирован как нетривиальностью собственно системы (1.1) при
n > 1, так и нетривиальностью соответствующей полевой модели уже при
n = 1.

Предлагаемая статья посвящена исследованию данного вопроса. Для то-
го чтобы сделать вводимые конструкции наглядными, мы ограничимся слу-
чаем n = 2, заметив, что приведенная здесь схема построения теории рабо-
тает и при n > 2. Вначале обратим внимание на тот факт, что для теории
поля, связанной с УЛ, существует нетривиальное обобщение, основанное на
мультипликативном объединении лиувиллевского лагранжиана взаимодей-
ствия и лагранжиана взаимодействия безмассовой модели Тирринга:

L =
1
2

(∂µΦ)2 − i
2
Ψ
←→
γν∂νΨ − 2JµJ

µ expΦ . (1.2)

Здесь и далее γ0 = σ1, γ1 = iσ2, Ψ—комплексный спинор в двумерном
пространстве-времени с компонентами Ψ±, а Jµ — спинорный ток. Модель с
лагранжианом (1.2) впервые исследована в работе [6] как развитие методов,
предложенных ранее в работе [7]. Подчеркнем, что модель, основанная на
лагранжиане (1.2), не является тривиальным расширением теории Лиувил-
ля, обусловленным лишь добавлением дополнительного поля. Действитель-
но, модель (1.2) отличается от указанной теории, во-первых, гамильтоновой
структурой [8] и, во-вторых, наличием семейства трансляционно-инвариант-
ных решений [6] Φ ≡ const, Ψ ≡ 0. Напомним, УЛ таковых не имеет, что
является одной из причин, по которой соответствующая (явно решаемая
на классическом уровне) полевая модель имеет большое число квантовых
версий— различных у разных авторов.

2. Общий подход к проблеме

Таким образом, с точки зрения последующей интерпретации теории как
теории взаимодействующих полей, представляется более интересным рас-
сматривать не систему (1.1) при n = 2, а систему

−4∂+∂−Φi + JµiJ
µ

i exp
(
2Φi − Φ3−i

)
= 0 , (2.1)

iγρ∂ρΨi − 4γµJµiΨi exp
(
2Φi − Φ3−i

)
= 0 , i = 1, 2 , (2.2)

где (при каждом значении ”изотопического” индекса i = 1, 2) Φi —действи-
тельное скалярное поле, Ψi —комплексный 2-спинор, а Jµi = Ψiγ

µΨi – соот-
ветствующий спинорный ток. Такая система является прямым обобщени-
ем уравнений движения для лагранжиана (1.2), однако сама, как и (1.1),
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лагранжевой не является. Введем по аналогии с работой [6] обозначения
для модулей и фаз компонент двумерных спиноров:

Ψ±i =
√
ρ±i exp

(
4iα±i

)
.

В таких обозначениях рассматриваемая система перепишется в виде:

∂+∂−Φi − ρ+i(ξ+)ρ
−

i(ξ−) exp
(
2Φi − Φ3−i

)
= 0 , (2.3)

∂±α∓i ∓ ρ±i (ξ±) exp
(
2Φi − Φ3−i

)
= 0 , i = 1, 2 . (2.4)

Здесь мы явно учли решения тривиальных уравнений ∂±ρ∓i = 0, которые,
так же, как и (2.4), следуют из (2.2). Если далее мы потребуем выполнения
строгих неравенств ρ±i > 0, i = 1, 2, множители ρ±i в уравнениях (2.3) могут
быть обращены в единицы преобразованием

Φi −→ Φ̃i = Φi − 1
3

ln(ρ+1ρ
−
1 )3−i(ρ+2ρ

−
2 )i , i = 1, 2 . (2.5)

В нашем случае функции ρ±i = |Ψ±i |2 являются не ”параметрами”, а дина-
мическими переменными. Поэтому естественно считать

ρ±i (ξ±) � 0 , i = 1, 2 , (2.6)

причем равенство нулю данных величин может иметь место не только
в точках, но и на множествах ненулевой меры. Действительно, транс-
ляционно-инвариантные решения (т.е. ”классические вакуумы”) системы
(2.1)–(2.2) таковы:

Φi ≡ Ci = const, Ψi ≡ 0 .

Поэтому представляется естественным рассматривать решения системы
(2.1)–(2.2) в классе функций, обладающих таким асимптотическим поведе-
нием:

Φi(ξ
0, ξ1) −C[±]

i −→
ξ1→±∞

0 , Ψi(ξ
0, ξ1) −→

|ξ1 |→∞
0 , (2.7)

где C[±]
i —некоторые константы, а стремление к нулю при |ξ| → ∞ проис-

ходит быстрее любой степени |ξ|−n. Такое поведение означает, что сколь
угодно малыми вариациями δΨi мы можем сделать ρ±i ≡ 0, например, вне
некоторого конечного отрезка. Таким образом, далее везде мы считаем, что
выполнены неравенства не сильнее, чем (2.6). Чтобы окончательно фикси-
ровать функциональный класс F, в котором мы намерены исследовать ре-
шения системы (2.3)–(2.4), укажем, что функции ρ±i являются регулярными
(по крайней мере, непрерывно-дифференцируемыми), а функции Φi и α±i ,
кроме ненулевых асимптотик, могут иметь, вообще говоря, изолированные
(по переменной ξ1) особенности. Интерпретация такого рода сингулярно-
стей как классических взаимодействующих частиц, предложенная в [4] на
примере уравнения Лиувилля, делает указанный класс решений особенно
привлекательным для исследования. К уточнению структуры особенностей
решений мы вернемся ниже.
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Преобразования (2.5) — частный случай более общих преобразований, об-
разующих группу инвариантности уравнений (2.3)–(2.4).

Предложение 1. Пусть функции Φi(ξ+, ξ−), ρ±i (ξ±), α±i (ξ±) удовлетворя-
ют системе (2.3)–(2.4), а дифференцируемые функции f ±i (ξ), a±i (ξ) (i = 1, 2)
и A±(ξ), где A′+A′− > 0, произвольны. Тогда преобразование(

Φi, ρ
±
i ,α

±
i

)
−→

(
Φ̃i, ρ̃

±
i , α̃

±
i

)
(2.8)

вновь дает решение данной системы, если

Φ̃(ξ+, ξ−) = Φ
(
A+(ξ+), A−(ξ−)

)
+ f +i(ξ+) + f −i(ξ−) ,

ρ̃±i (ξ±) = ρ±i
(
A±(ξ±)

)
A′±(ξ±) exp

(
−2 f ±i (ξ±) + f ±3−i(ξ±)

)
,

α̃±i (ξ+, ξ−) = α±i
(
A+(ξ+), A−(ξ−)

)
exp

(
2 f ±i (ξ±) − f ±3−i(ξ±)

)
+ a±i (ξ±) .

Доказательство заключается в прямой проверке сделанного утвержде-
ния.

Дифференциальные уравнения (2.1)–(2.2) задают в выбранном классе F

некоторую ξ0-динамику. Будем считать, что данная ξ0-динамика определя-
ет в 1 + 1-мерном пространстве-времени классические взаимодействующие
поля, если выполнены следующие условия.
1) Система ковариантна при соответствующих 2D преобразованиях Пу-
анкаре.

2) Динамика является гамильтоновой. Последнее означает, что в теории
существуют такие объекты, как фазовое пространство H , координа-
ты которого однозначно параметризуют функции из рассматриваемо-
го класса F, а также гамильтониан H : H → R и скобки Пуассона
{·, ·}, такие, что

∂Φi

∂ξ0
= {H,Φi} , ∂Ψi

∂ξ0
= {H,Ψi} . (2.9)

Обратим внимание, что скобки Пуассона, которые, конечно, должны
быть антисимметричными и удовлетворять тождеству Якоби, могут
быть вырожденными. Если это так, то гамильтоновость теории сле-
дует понимать в ”в слабом смысле” [9], что вполне достаточно, на-
пример, для последующего канонического квантования. Кроме этого,
в фазовом пространстве H могут быть те или иные связи.

3) В теории существуют динамические переменные P и M, имеющие
смысл соответственно генераторов пространственных сдвигов и бу-
стов. Скобки Пуассона величин H, P и M образуют ”2D алгебру Пуан-
каре” — алгебру пространственно-временной симметрии пространства
E1,1.

4) Рассеяние в теории не тривиально. Это означает, что существуют
классические in- и out- поля, причем Φout

i � Φin
i и т.д.. В этом слу-

чае мы определяем классическую S -матрицу как лиев оператор LS :
F → F, LSΦ = {LS ,Φ}, такой, что

Φout
i = eLSΦin

i , Ψout
i = eLSΨin

i . (2.10)
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Для рассматриваемой динамической системы пункт 1, конечно, имеет
место, так как уравнения (2.1)–(2.2) являются релятивистски инвариантны-
ми в двумерном пространстве-времени. Что же касается гамильтоновости
системы (2.1)–(2.2), то существование гамильтоновой структуры— даже в
указанном слабом смысле — на соответствующем множестве решений здесь
не является тривиальным. Причины этого таковы.

• Рассматриваемая система, как отмечалось, не является лагранжевой.
Следовательно, гамильтониан и канонические гамильтоновы перемен-
ные здесь нельзя ввести стандартным способом— преобразованием Ле-
жандра.

• Выбранный класс функций F не позволяет рассматривать поля Φi, . . .
в качестве независимых переменных, параметризующих фазовое про-
странство, и определять в их терминах скобки Пуассона. Действитель-
но, сделав это, мы должны иметь корректно определенные прозвод-
ные δF/δΦi для произвольного функционала F. Варьируя в классе F,
например, функцию Φi, мы обязаны варьировать как точки особенно-
стей ζk, k = 1, . . . ,N (допустим, что их N штук), так и константы C±i .
Это, в свою очередь, означает, что вариация δΦi имеет уже не N, а 2N
точек особенностей и, кроме этого, ненулевые пределы при |ξ| → ∞.
Таким образом, введение понятия ”малой вариации”, на котором ос-
новано понятие вариационной производной [5], представляется здесь
проблематичным.

3. Задача Коши

Затем мы построим решение задачи Коши для системы (2.1)–(2.2). Сра-
зу заметим, что далее представляется более удобным работать не с урав-
нениями данной исходной системы, а с уравнениями (2.3)–(2.4). Вначале
докажем следующее

Предложение 2. Рассмотрим киральное поле K = K(ξ0, ξ1), принимаю-
щее значения в группе S L(3,R) и удовлетворяющее уравнению

∂−
(
K−1∂+K

)
= 0 . (3.1)

Пусть матрицы F = diag
(
e−Φ1 , eΦ1−Φ2 , eΦ2

)
,

A− =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ 1 0 0
α−1 1 0
α−3 α−2 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , A+−1 =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝1 α+1 α+3

0 1 α+2

0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
задают для матрицы K разложение Гаусса так, что в каждой точке (ξ0, ξ1)
выполнено

K = A−FA+−1 . (3.2)

Определим по функциям α±i и Φi функции ρ±i посредством формул

ρ±i = ±∂±α∓i exp
(
2Φi − Φ3−i

)
, i = 1, 2 . (3.3)
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Тогда уравнение (3.1), дополненное уравнениями

∂±α∓3 − α∓2∂±α∓1 = 0 , (3.4)

эквивалентно системе (2.3)–(2.4).
Доказательство утверждения хотя и громоздко, но достаточно просто.

Оно заключается в подстановке разложения Гаусса для матрицы K(ξ0, ξ1)
в уравнение (3.1) с учетом равенств (3.4).

Следствие 1. Из доказанного предложения 2 следует, что по задан-
ным решениям Φi(ξ0, ξ1), ρ±i (ξ±) и α±i (ξ0, ξ1), где i = 1, 2, системы (2.3)–(2.4)
матрица K = K(ξ0, ξ1) восстанавливается с точностью до преобразований

K(ξ0, ξ1) −→ K̃(ξ0, ξ1) = G−,3(ξ−)K(ξ0, ξ1)G−1+,3(ξ+) , (3.5)

в которых матрицы G±,3 построены по произвольным функциям a±3 (ξ±) так:

G−,3 =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ 1 0 0

0 1 0
a−3 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , G−1+,3 =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝1 0 a+3
0 1 0
0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .
Действительно, для восстановления матрицы K = K(ξ0, ξ1) необходимы так-
же и функции α±3 (ξ0, ξ1), которые восстанавливаются по заданным α±1 и α

±
2

в соответствии с (3.4) с точностью до сдвигов

α±3 (ξ0, ξ1) −→ α̃±3 (ξ0, ξ1) = α±3 (ξ0, ξ1) + a±3 (ξ±) .

Легко проверить, что такой произвол эквивалентен (3.5).
Замечание. Известно, что разложение Гаусса (3.2) существует и един-

ственно (с точностью до замены верхне-треугольных матриц на нижне-тре-
угольные) для всех матриц K ∈ S L(3,R), за исключением тех, у которых
главные миноры Mi, i = 1, 2 обращаются в ноль. В нашем случае Mi =

= exp(−Φi). Таким образом, разложение (3.2) определяет по заданному ки-
ральному полю K = K(ξ0, ξ1) регулярные поля Φi и α±i во всех точках
(ξ0, ξ1)-плоскости за исключением тех, в которых

exp
(
−Φi(ξ

0, ξ1)
)
= 0 , i = 1, 2 . (3.6)

Далее мы будем считать, что разложение Гаусса справедливо при всех
(ξ0, ξ1), расширив класс регулярных функций до класса F сингулярных. Та-
ким образом, структура разложения (3.2) делает естественным существова-
ние особенностей у функций Φi — таких, что равенства (3.6) могут иметь
место на некоторых подмножествах. При этом, если у функции Φi в неко-
торой точке ζ имеется особенность, то соответствующие функции α±i так-
же должны быть сингулярны в этой точке. Что касается конкретного ви-
да разложения указанных величин в окрестности точки ζ, то он должен
быть выбран так, чтобы все элементы матрицы K ∈ S L(3,R), построенной
по сингулярным функциям Φi и α±i , имели не более чем устранимые точ-
ки разрыва. В настоящей работе мы не будем обсуждать ни структуру, ни
динамику таких особенностей, ограничившись лишь констатацией допусти-
мости их существования.
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Перейдем теперь собственно к задаче Коши для исследуемой системы.
Предложение 3. Пусть даны произвольные функции ρ±i (ξ), Φi(ξ), Φ̇i(ξ)

и α±i (ξ), которые имеют следующие свойства.
1) Функции ρ±i (ξ) � 0 определены и непрерывно-дифференцируемы всю-
ду, а функции Φi(ξ), Φ̇i(ξ) и α±i (ξ)— всюду за исключением, быть мо-
жет, конечного числа точек ζk, k = 1, . . . ,N.

2) Структура особенностей в точках ζk такова, что построенные с ис-
пользованием (3.2) по данным функциям элементы матриц

Q+(ξ) = K−1∂+K , Q− = − (∂−K) K−1 (3.7)

имеют не более чем устранимые точки разрыва. При построении
матриц Q±(ξ) необходимо считать, что ∂ξ0Φi(ξ) = Φ̇i(ξ), а величины
∂ξ0α±i (ξ) определены по функциям ρ±i (ξ), Φi(ξ) и

(
α±i (ξ)

)′
в соответствии

с (2.4) формулами

∂ξ0α±i (ξ) = ±
(
α±i (ξ)

)′
+ 2ρ∓i (ξ) exp

(
2Φi(ξ) − Φ3−i(ξ)

)
.

3) При ξ→ +∞ все рассматриваемые функции убывают быстрее любой
степени ξ−1; при ξ→ −∞ функции Φ̇i(ξ) и ρ±i (ξ) также убывают быст-
рее любой степени ξ−1, а для функций Φi(ξ) и α±i (ξ) существуют кон-
станты ci и a±i такие, что

lim
ξ1→−∞

ξn [Φi(ξ) − ci] = 0 , lim
ξ1→−∞

ξn
[
α±i (ξ) − a±i

]
= 0 ∀ n .

Тогда решение задачи Коши для системы (2.3)–(2.4) с начальными дан-
ными Φi(ξ), Φ̇i(ξ), ρ±i (ξ) и α±i (ξ) существует и является единственным.

Доказательство. Пусть E есть множество регулярных функций K =
= K(ξ), принимающих значения в группе S L(3,R). Общая схема решения
рассматриваемой задачи Коши такова:

F
ξ0=0−→ E⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐E ⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐E

F
ξ0�0←− E

Рассмотрим отдельные элементы данной диаграммы. Отображение

F
ξ0=0−→ E

рассмотрено выше (см. следствие 1) при любом ξ0. Так, матрицы (3.7) мо-
гут быть построены по начальным данным ρ±i (ξ), Φi(ξ), Φ̇i(ξ) и α±i (ξ) с точ-
ностью до преобразований

Q −→ Q̃ = G3QG−13 − G′3G−13 , (3.8)

где матрицы G3 определены при формулировке следствия 1.
Решим задачу Коши для уравнения второго порядка (3.1) в клас-

се регулярных полей. Общее решение данного уравнения, очевидно, есть
K(ξ0, ξ1) = C−(ξ−)C+(ξ+), где C±(ξ)—произвольные регулярные функции со
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значениями в группе S L(3,R). Пусть, далее, Q±(ξ)—матрицы, построенные
в соответствии с (3.7) по начальным данным K(ξ) и K̇(ξ). Заметим, что из
определения (3.7) следует, что матричные элементы Ki j(ξ) удовлетворяют
системе девяти уравнений 1-го порядка:

K ′ = KQ+ − Q−K . (3.9)

Рассмотрим пару вспомогательных линейных систем первого порядка 3 × 3:

T ′±(ξ) + Q±(ξ)T±(ξ) = 0 , det T± = 1 . (3.10)

Произвол в выборе матриц решений T±(ξ) данных систем фиксируем усло-
вием T±(+∞) = I3, где In означает единичную матрицу n × n. Решение рас-
сматриваемой регулярной задачи Коши дается формулой

K(ξ0, ξ1) = T−(ξ−)T−1+ (ξ+) .

Действительно, построенная таким способом матрица при ξ0 = 0 удовлетво-
ряет, как и K(ξ), системе (3.9). Поскольку

lim
ξ1→+∞

K(ξ1) = lim
ξ1→+∞

K(0, ξ1) = I3 ,

в силу единственности начальной задачи для систем 1-го порядка имеем
K(ξ) = K(0, ξ). Далее, дифференцируя построенную матрицу по переменной
ξ0 и вновь полагая ξ0 = 0, находим K̇(ξ) = ∂ξ0K(ξ0, ξ)|ξ0=0. Рассматриваемая
регулярная задача Коши (отображение E→ E в диаграмме) решена. Далее,
в соответствии со следствием 1, необходимо построить отображение

E
ξ0

−→ F

и восстановить решения системы (2.3)–(2.4) при ξ0 � 0. Легко убедить-
ся, что возникающий произвол скажется здесь только на восстановленных
(попутно) функциях α±3 (ξ0, ξ1), которые, напомним, удовлетворяют допол-
нительным уравнениям (3.4), а не исследуемой системе.

Таким образом, задача Коши для исходной системы нелинейных урав-
нений (2.3)–(2.4) решена. К доказательству гамильтоновости соответству-
ющей динамики, а также к вопросу о рассеянии, которое эта динамика
порождает, автор планирует вернуться в дальнейшем.
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