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ЗАДАЧА ГУРСА ДЛЯ ОДНОГО N-МЕРНОГО
УРАВНЕНИЯ1

c© 2004 Е.А.Уткина2

Для общего линейного гиперболического уравнения порядка 2n с
более чем двукратным дифференцированием по каждой из незави-
симых переменных построено в терминах функции Римана решение
задачи Гурса.

В параллелепипеде

D = {x10 < x1 < x11, x20 < x2 < x21, . . . , xn0 < xn < xn1}
рассмотрим уравнение

L(u) ≡
≡

2∑
i1,i2,...,in=0

ai1i2...in(x1, x2, . . . , xn)
∂i1+i2...+inu

∂xi1
1 ∂x

i2
2 . . . ∂x

in
n

= F(x1, x2, .., xn).
(1)

Его можно считать обобщением уравнений Манжерона [1–2] и Бусси-
неска—Лява из теории колебаний [3, формула (20)], а также— усложнени-
ем уравнения Бианки [4], связанного с интегральным представлением од-
них дифференциальных операторов через другие [5], и играющего важную
роль в теориях аппроксимации и отображений [6, c. 109].

Обозначим через X1, X2, .., Xn — грани D при x1 = x10, x2 = x20,.., xn = xn0

соответственно. Пусть a222..2 ≡ 1, а гладкость остальных коэффициентов (1)
определяется включениями ai1i2..in ∈ Ci1,i2,..,in(D), F ∈ C(D), где Ci1,i2,..,in есть
класс непрерывных в D вместе с их производными

∂r1+r2+..+rn/∂xr1
1 ∂x

r2
2 ...∂x

rn
n

(r1 = 0, .., i1; r2 = 0, .., i2; ...; rn = 0, .., in) функций.
Задача Г (Гурса). Найти в классе C2,2,..,2(D) решение уравнения (1),

удовлетворяющее условиям

u|Xk = ϕ
0
k ,

∂u
∂xk
|Xk = ϕ

1
k , (k = 1, .., n), (2)

ϕi
k ∈ C2,..,2(Xk) (i = 0, 1),
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при этом на ребрах D граничные значения согласуются:

ϕ0
1(x20, x3, .., xn) = ϕ

0
2(x10, x3, .., xn), ...,

ϕ0
1(x2, x3, .., xn0) = ϕ

0
n(x10, x2, .., xn−1)

и являются непрерывно дифференцируемыми.
Наша цель состоит в получении формулы решения данной задачи. Для

этого предлагается некоторое развитие варианта метода Римана из работ
[7–8].

Функцией Римана R(x1, x2, .., xn, ξ1, ξ2, ...ξn) назовем решение интегрально-
го уравнения

2∑
i1,i2,..,in=0

(−1)i1+i2+..+inDi1−2
x1

Di2−2
x2
...Din−2

xn
(ai1i2..in R) = 1, (3)

где Dk
tϕ ≡ ∂kϕ/∂tk при k = 1, 2, ... и

Dk
tϕ ≡

t∫
t0

(t − τ)−k−1ϕ(τ)
(−k − 1)!

dτ,

если k = −1,−2, ..,D0
t — единичный оператор. Решение уравнения (3) суще-

ствует и единственно [9, с. 180].
Непосредственной проверкой можно убедиться, что для любой функции

u из класса C2+2+..+2(D) выполняется тождество:

D2
x1

D2
x2
. . .D2

xn
(uR) ≡ RL(u) +

2∑
i1,i2,...,in=0

0<i1+i2+...+in<2n

(−1)i1+i2+...+in×

×Di1
x1

Di2
x2
. . .Din

xn
[u

2∑
α1=i1

2∑
α2=i2

. . .

2∑
αn=in

(−1)α1+α2+...+αn×

×Dα1−i1
x1

Dα2−i2
x2
. . .Dαn−in

xn
(aα1α2...αnR)] + Ω,

(4)

где

Ω =

n∑
i=1

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
i∏

p=1

n∑
kp=kp−1+1

S kp

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ ,
причем операторы S k строятся по следующему правилу:

S i1 =

2∑
i2=0

. . .

2∑
in=0

D1
x1

{
Di2

x2
Di3

x3 . . .D
in
xn

(u)D1
x1

(a2i2...inR)
}
.

Здесь ai1i2...in зависят от (x1, x2, . . . , xn), а R и ее производные— от
(x1, x2, . . . , xn, ξ1, ξ2, . . . , ξn). При проведении указанной проверки следует
учесть, что в силу (3) R по первым n аргументам удовлетворяет сопря-
женному с (1) уравнению:

L∗(V) =
2∑

i1,i2,...,in=0

(−1)i1+i2+...+inDi1
x1

Di2
x2
. . .Din

xn
(ai1i2...inV) = 0.
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Меняя в (4) ролями переменные x1 с ξ1, x2 с ξ2, . . . , xn с ξn и вычисляя
затем n-кратный интеграл в пределах x10 < ξ1 < x1, x20 < ξ2 < x2, xn0 <

< ξn < xn, найдем

D1
xD

1
yD

1
z u(x, y, z) = D−1x D−1y D−1z (R(α, β, γ, x, y, z)F(α, β, γ))+ (5)

+

2∑
i1=0

2∑
i2=0

. . .

2∑
in=0

(−1)i1+i2+...+in[
n∑

k1=1

n∏
p=1 p�k1

×

×D
ip−1
xp

(
ϕ

ik1−1
k1

(x1, . . . , xk1−1, xk1+1, . . . , xkn)
)
×

×Qi1i2...in(x1, . . . , xk1−1, xk1,0, xk1+1, . . . , xkn)zn(ik1 = 0)−

−
n∑

k1=1

n∑
k2=k1+1

n∏
p=1 p�k1

D
ip−1
xp

(
ϕ

ik1−1
k1

(x1, . . . , xk1−1, xk1+1, . . . , xk2,0, . . . , xkn)
)
×

×Qi1i2...in(x1, . . . , xk1,0, . . . , xk2,0, . . . , xkn)zn(ik1 = 0)zn(ik2 = 0) + . . .+

+(−1)n+1
n∑

k1=1

n∑
k2=k1+1

. . .

n∑
kn=kn−1+1

n∏
p=1 p�k1

D
ip−1
xp

(
ϕ

ik1−1
k1

(x10, x20, . . . , xn0)
)
×

×Qi1i2...in(x10, x20, . . . , xn0)zn(i1 = 0) · . . . · zn(in = 0)],

где

Qi1i2..in(ξ1, ξ2, . . . , ξn) =
2∑

α1=i1

2∑
α2=i2

. . .

2∑
αn=in

(−1)α1+α2+...+αn×

×Dα1−i1
x1

Dα2−i2
x2
. . .Dαn−in

xn

(
aα1α2...αn(ξ1, ξ2, . . . , ξn) R (ξ1, ξ2, . . . , ξn, x1, x2, . . . , xn)

)
.

При этом zn(i1 = 0) = 0, если i1 = 0 и слагаемое зависит от x0 и zn(i1 = 0) = 1
в остальных случаях. Аналогично понимаются zn(i2 = 0) = 0, . . . , zn(in = 0) =
= 0, только слагаемые зависят уже от x2, . . . , xn соответственно.

Обозначим через ω(x1, x2, . . . , xn, x1, x2, . . . , xn) правую часть (5) без пер-
вого слагаемого. Тогда

u(x1, x2, . . . , xn) = D−2x1
D−2x2
. . .D−2xn

[RF] + D−1x1
D−1x2
. . .D−1xn

[ω]+

+ϕ0
1(y, z) +

n∑
k1=1

ϕ0
k1

(x1, . . . , xk1−1, xk1+1, . . . , xkn)−

−
n∑

k1=1

n∑
k2=k1+1

ϕ0
k1

(x1, . . . , xk1−1, xk1+1, . . . , xk2,0, . . . , xkn) + . . .+

+(−1)n+1ϕ0
1(x10, . . . , xn0).

(6)

Очевидно, выражения (5)–(6) есть искомая формула решения задачи Г.
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GOURSAT’S PROBLEM FOR AN N-DIMENSIONAL
EQUATION3
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For arbitrary equation of hyperbolic type of 2n-order with derivatives
on all variables less then or equal to the second order a solution of
Goursat’s problem is obtained in terms of the Rieman function.
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