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АЛГОРИТМ ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ
МНОГОТОЧЕЧНЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ТЕОРИИ

ПРЕДЕЛЬНОГО РАВНОВЕСИЯ1

c© 2004 Ю.В.Немировский,2 А.В.Налимов3

Целью данной статьи является разработка метода численного ре-
шения многоточечных краевых задач для систем нелинейных диффе-
ренциальных уравнений со свободными границами, когда их число и
порядок реализации заранее не известны.

Применительно к задачам анализа жесткопластических оболочек
с кусочно-линейным потенциалом предлагается метод решения такого
типа задач.

1. Предварительные сведения

Задачи статики и динамики конструкций из пластических материалов
с кусочно-линейным потенциалом сводятся к особой группе задач, где
приходится решать системы нелинейных дифференциальных уравнений на
неопределенной области. Эти системы выбираются из некоторого много-
образия, определяемого пластическим потенциалом. Области определения
каждой из систем заранее не известны в статических задачах и изменяют-
ся при любом изменении нагрузки, а в динамических задачах изменяются
еще и во времени. Условия сопряжения описываются нелинейными диффе-
ренциальными и (или) алгебраическими соотношениями. Искомые вектор-
функции (напряжения и скорости перемещений) на границах сопряжения
меняются скачкообразно. В динамических задачах величина скачка зави-
сит от нагрузки и меняется во времени. Хотя потребность решения таких
задач велика, определяющие системы уравнений получены, например [1–3],
но практические решения исчисляются единицами [4–6].
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В данной работе применительно к оболочкам из жесткопластического
материала развивается метод численной реализации таких задач.

2. Постановка задачи

Принимая справедливость гипотез Кирхгофа—Лява, уравнения равнове-
сия для осесимметрических оболочек можно записать в виде [4]:

dt1
dy
= ϕ1 (t1 − t2) − ϕ2Q − X (y, λ0) ;

dQ
dy
= ϕ2Q + ϕ2t1 + ϕ3t2 − Y (y, λ0) ; (2.1)

dm1

dy
= ϕ1 (m1 − m2) + ϕ4Q, y ∈ [

ȳ0, ȳN
]

(ȳ0 = 0, ȳN = 2) ,

где Ti =
H∫
−H

σiidς; N =
H∫
−H

σ13dς; Mi =
H∫
−H

σiiςdς (i = 1, 2)—усилия и моменты

(обобщенные напряжения);

ti = Ti/T0; Q = N/T0; mi = 2Mi

/
(T0H)

(
i = 1, 2

)
; T0 = 2σ0H;

ϕ1 = ϕ3 tgξ; ϕ2 = ϕ5
/
R1; ϕ3 = l/R; ϕ4 = 2ϕ5

/
H; ϕ5 = l/cos ξ;

R = R2 cos ξ; X = X0ϕ5
/
T0; Y = Y0ϕ5

/
T0; X (y, λ0) = X1 (y) + λ0X2 (y) ;

Y (y, λ0) = Y1 (y) + λ0Y2 (y) ; σ0 —константа размерности напряжений;
2l, 2H —длина по оси вращения и толщина оболочки; y— безразмерная ко-
ордината по оси вращения; Ri (i = 1, 2)—радиусы кривизны срединной по-
верхности оболочки; X0,Y0 —компоненты касательной и нормальной нагруз-
ки; ξ—угол между осью вращения и касательной к меридиану; λ0 —пара-
метр нагружения.

Обобщенные напряжения ti,mi (i = 1, 2) при реализации пластическо-
го течения удовлетворяют предельным соотношениям поверхности теку-
чести. В пространстве обобщенных напряжений (t1, t2,m1,m2) эта замкну-
тая поверхность [5] образована пересечением ряда гиперповерхностей вида:
Fk

(
�t, y

)
= 0, �t = (t1, t2,m1,m2)T . На замкнутой поверхности текучести всегда

существуют особые [5, 7] гиперповерхности или ребра типа: Fn (t1,m1, y) =
= 0

(
n = 1, l

)
. C учетом последнего предельные соотношения для гиперпо-

верхностей будем записывать в виде:

Fn (t1,m1, y) = 0; Fk

(
�t, y

)
= 0

(
n = 1, l; k = l + 1, L

)
. (2.2)

Кинематические соотношения [4]:

ε̇01 =

(
du̇
dy
+ ϕ2ẇ

)
1
ϕ5

; ε̇02 =

(
ϕ3ẇ − ϕ1u̇

)
ϕ5

; (2.3)

χ̇1 = −dv̇
dy

1
ϕ4

; χ̇2 =
ϕ1v̇
ϕ4

; v̇ =

(
dẇ
dy
− ϕ2u̇

)
1
ϕ5
.
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Обобщенные напряжения ti,mi (i = 1, 2) и скорости деформаций
ε̇0i, χ̇i (i = 1, 2) связаны ассоциированным законом течения [2]:

ε̇0i = λn

L∑
n=1

∂Fn

(
�t, y

)
∂ti

; χ̇i = λn

L∑
n=1

∂Fn

(
�t, y

)
∂mi

(i = 1, 2) ; (2.4)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩ λn > 0, если Fn

(
�t, y

)
= 0 и dFn

(
�t, y

)
= 0;

λn = 0, если Fn

(
�t, y

)
< 0 или dFn

(
�t, y

)
< 0.

Здесь λn —постоянные множители, а соотношения (2.4) обозначают, что при
реализации некоторого ребра поверхности текучести, образованного пересе-
чением гиперповерхностей с номерами k, n (k, n = 1, L; k � n), вектор скоро-
стей деформаций �ε = (ε̇01, ε̇02, χ̇1, χ̇2)T может принимать произвольное направ-
ление между нормалями к смежным гиперповерхностям.

Целью задач анализа жесткопластических оболочек является опреде-
ление предельного значения параметра λ0, характеризующего предельный
уровень внешнего воздействия. При решении задач для упрощения относи-
тельно обобщенных напряжений и скоростей принимаются различные пред-
положения, например, [4–7] предполагают, что ребра поверхности текучести
выполняются только в одном сечении, а вектор скоростей деформаций ор-
тогонален одной из смежных гиперповерхностей. При этих предположениях
в [7] получены условия сопряжения различных пластических режимов (со-
стояний, соответствующих различным гиперповерхностям). В работе [7] по-
казано также, что гиперповерхности первой группы (2.2)

(
n = 1, l

)
не могут

выполняться в конечной области оболочки, а их реализация в некотором
сечении сопровождается появлением пластического шарнира. Пластические
шарниры выполняются в сечениях сопряжения пластической и жесткой об-
ластей и на краях оболочки, где заданы нулевые скорости перемещений u̇ =
= ẇ = v̇ = 0 (жестко защемленный край) [7]. Реализация этих пластических
шарниров сопровождается разрывами первого рода скоростей перемещений
u̇, v̇ [5].

В общем случае в пределах пролета оболочки реализуется некоторый
набор жестких и пластических областей, порядок расположения и границы
их сопряжения заранее не известны. В [7] показано, что предельный пара-
метр нагружения λ0 можно определить только на одной из пластических
областей.

Пусть в пределах пластической области реализуется некоторая после-
довательность ki

(
i = 1,N; ki ∈

[
l + 1, L

])
состояний (2.2). Если в некоторой

части y ∈ [
yi−1, yi

]
пластической области y ∈ [

y0, yN
]

(y0 � ȳ0; yN � ȳN) выпол-
няется состояние с номером ki (выполняется гиперповерхность Fki

(
�t, y

)
=

= 0
(

ki = l + 1, L
)
), то при помощи соотношений (2.1)–(2.4) для определе-

ния обобщенных напряжений и скоростей перемещений получим систему
нелинейных дифференциальных уравнений шестого порядка с неизвестным
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параметром λ0:
d�X(ki)

dy
= �Z(ki)

(
�X(ki), y, λ0

)
; (2.5)

�X(ki) =
(
X(ki)

1 , ..., X
(ki)
6

)T
= (t1,Q,m1, u̇, ẇ, v̇)T , y ∈ [

yi−1, yi
]
.

Поскольку границы пластической области (величины y0, yN), последова-
тельность ki

(
i = 1,N

)
реализующихся состояний, а также сечения их сопря-

жения y = yi заранее не известны, то для определения величин �X(ki) и yi в
сечениях сопряжения различных состояний необходимо задать по семь усло-
вий сопряжения. При y0 � ȳ0 и yN � ȳN требуется определить восемь усло-
вий —шесть краевых и еще два условия для определения значений y0, yN .
Кроме этого, для вычисления предельного параметра нагрузки λ0 требует-
ся сформулировать еще одно соотношение. Это соотношение можно задать
путем нормирования скоростей перемещений, а именно принять, например:

X(ki)
5

(
yµ

)
= ±1, yµ ∈ [

y0, yN
]
. (2.6)

Условия сопряжения состояний ki, ki+1 при y = yi без пластического шар-
нира записываются в виде [4]:[

X(ki)
j

]
(yi) = 0; G(ki,ki+1)

(
�X(ki), yi

)
= 0

(
i = 1,N − 1; j = 1, 6

)
, (2.7)

где
[
f
]
(x∗)— скачок функции f (x) в точке x = x∗.

Последнее соотношение (2.7) получено путем исключения величин t2 и
m2 из соотношений Fki

(
�t, yi

)
= 0, Fki+1

(
�t, yi

)
= 0 и

[
ε̇02

χ̇2

]
(xi) ≡

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ ∂Fki+1

(
�t, y

)/
∂t2

∂Fki+1

(
�t, y

)/
∂m2

−
∂Fki

(
�t, y

)/
∂t2

∂Fki

(
�t, y

)/
∂m2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (yi) = 0.

Если сопряжение состояний характеризуется скачкообразным изменени-
ем обобщенных напряжений (компонент t2,m2 вектора �t) [2], то последнее
соотношение (2.7) записывается в виде [7]:

X(ki)
5 (yi) = 0.

При реализации в сечении y = yi пластического шарнира условия сопря-
жения [5] принимают вид [7]:[

X(ki)
j

]
(yi) = 0

(
j = 1, 3, 5

)
; G(n)

(ki,ki+1)

(
�X(ki), yi

)
= 0; (2.8)

Fn

(
X(ki)

1 , X
(ki)
3 , yi

)
= 0;

dFn

(
X(ki)

1 , X
(ki)
3 , y

)
dy

(yi) = 0
(
n = 1, l

)
.

Пластический шарнир представляется как предельное положение уз-
кой зоны, в пределах которой величины u̇, v̇ претерпевают быстрое из-

менение, а величины
du̇
dy

и
dv̇
dy

велики по сравнению со всеми производ-

ными низших порядков и lim
y→yi

(ε̇01) → ∞; lim
y→yi

(χ̇1) → ∞ (2.3). При y =

= yi вектор скоростей деформаций ортогонален гиперповерхности типа
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(2.2) (n = 1, l) и, следовательно (2.4), существует предел lim
y→yi

(
ε̇01

χ̇01

)
=

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ ∂Fn

(
�t, y

)/
∂t1

∂Fn

(
�t, y

)/
∂m1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (yi)
(
n = 1, l

)
[5]. Откуда, согласно второму правилу Лопи-

таля, получим

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ [ε̇02][
χ̇2

] − ∂Fn

(
�t, y

)/
∂t1

∂Fn

(
�t, y

)/
∂m1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (yi) = 0. Учитывая, что в сечении y =

= yi реализуется ребро поверхности текучести, образованное пересечением
гиперповерхностей с номерами ki, ki+1, n, при помощи последнего соотно-
шения и равенств Fki

(
�t, yi

)
= 0; Fki+1

(
�t, yi

)
= 0 получим пятое условие (2.8).

В случае, когда пластическое течение реализуется во всем пролете обо-
лочки, краевые условия можно записать в виде [4–5,8]:

y0 = ȳ0; yN = ȳN ; Aα �X
(ki) (yα) = �Dα (yα = y0; yα = yN) , (2.9)

где Aα, �Dα —квадратные матрицы и векторы размерности шесть и
rang (Aα) = 3.

Если на одном из краев при y = y0 (y = yN) реализуется пластический
шарнир [7], то краевые условия в этом сечении записываются следующим
образом:

X(kβ)
5 (yα) = 0; Fn

(
X(kβ)

1 , X(kβ)
3 , yα

)
= 0; (2.10)⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ϕ8 X(kβ)
5 − ϕ7 X(kβ)

4

X(kβ)
6

−
∂Fn

(
�X(kβ), y

)/
∂X(kβ)

1

∂Fn

(
�X(kβ), y

)/
∂X(kβ)

3

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (yα) = 0,

где yα = ȳα (α = 0 ,N); β =

{
1 при α = 0;
N при α = N

(
n = 1, l

)
;

ϕ7 =
ϕ4

ϕ5
; ϕ8 = ϕ7

ϕ3

ϕ1
.

В сечениях y = yi сопряжения жестких и пластических областей реали-
зуется пластический шарнир. В таких сечениях выполняются соотношения
(2.10), где нужно положить α = i, β = i. Кроме этого, в этих сечениях долж-
но выполняться условие равенства нулю приращения гиперповерхности с
номером n = 1, l [2, 7]:

dFn

(
X(ki)

1 , X
(ki)
3 , y

)
dy

(yi) = 0
(
n = 1, l

)
. (2.11)

Таким образом, сформулированы (2.5)–(2.11) все необходимые соотноше-
ния для решения задачи предельного равновесия жесткопластических обо-
лочек. Особенность этой многоточечной краевой задачи для систем обык-
новенных нелинейных дифференциальных уравнений заключается в том,
что заранее не известны ни область определения задачи y ∈ [

ȳ0, ȳN
]
, ни по-

следовательность состояний (выполняющихся уравнений) ki (i = 1,N). Неиз-
вестными являются также границы сопряжения yi (i = 1,N − 1) различных
состояний.
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3. Приведение уравнений к ”стандартной” форме

Для решения многоточечных краевых задач разработан ряд методов
[9], но поскольку в рассматриваемом случае неизвестными являются гра-
ницы определения задачи, каждого из состояний и их число, то прямое
применение этих методов для данной задачи крайне затруднительно. Вы-
числение границ сопряжения различных состояний и области пластичности
можно решить посредством увеличения порядка системы дифференциаль-
ных уравнений, например, путем сведения многоточечной краевой задачи
(2.5)–(2.11) к ”стандартной” форме [10]. Для этого запишем уравнения (2.5)
в виде:

d�Y (ki)

dξ
= �R(ki)

(
�Y (ki), ξ, λ0

)
; ξ ∈ [0, 1] , (3.1)

где
�Y (ki) =

((
�X(ki)

)T
, yi

)T
;

�R(ki)
(
�Y (ki), ξ, λ0

)
= j (yi − yi−1)

((
�Z

(ki)
)T
, 0

)T
;

y =

{
yi−1 + ξ (yi − yi−1) , если i = 1, 3, 5, ...
yi − ξ (yi − yi−1) , если i = 2, 4, 6, ...

;

j =

{
1, если i = 1, 3, 5, ...
−1, если i = 2, 4, 6, ...

.

Краевые условия для систем уравнений (3.1) определяются при помо-
щи условий сопряжения (2.7)–(2.8), соотношения (2.6) и краевых условий
(2.9)–(2.10):

�Ξ(1)
(
�Y (ki), �Y (ki+1), λ0, 0

)
= 0 (i = 2, 4, 6, ...) ;

�Ξ(2)
(
�Y (ki), �Y (ki+1), λ0, 1

)
= 0 (i = 1, 3, 5, ...) ;

�Ξ( j) =
(
Ξ

( j)
1 , ...,Ξ

( j)
7

)T
( j = 1, 2) ;

(3.2)

�Σ(0)
(
�Y(kµ), 0

)
= 0; �Σ(1)

(
�Y (k1), λ0, 0

)
= 0; �Σ(2)

(
�Y (kN ), λ0, ζ

)
= 0,

где ζ =
{

0, если N = 2, 4, 6, ...
1, если N = 1, 3, 5, ...

; �Σ( j) =
(
Σ

( j)
1 ,Σ

( j)
2 ,Σ

( j)
3 ,Σ

( j)
4

)T
( j = 1, 2) .

Пусть в пластической области реализуется некоторая последователь-
ность состояний ki,

(
i = 1,N

)
, тогда системы уравнений (3.1) можно объ-

единить в единую систему нелинейных дифференциальных уравнений (7×
×N+2) порядка:

d�X
dξ
= �Z

(
�X, ξ

)
, ξ ∈ [0, 1] , (3.3)

где
�X =

((
�Y (k1)

)T
, ...,

(
�Y (kN )

)T
, y0, λ0

)T
;

�Z
(
�X, ξ

)
=

((
�R(k1)

)T
, ...,

(
�R(kN )

)T
, 0, 0

)T
.

Соответствующие (7×N+2) краевые условия (3.2) запишем в форме:

�Θ1

(
�X, 0

)
= 0; �Θ2

(
�X, 1

)
= 0, (3.4)
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где �Θk, (k = 1, 2) — векторы длины n1, n2 соответственно и n1 + n2 =

= (7 × N + 2).
Таким образом, независимо от места расположения пластической об-

ласти, числа состояний задача о несущей способности осесимметрических
оболочек сводится к решению двухточечной краевой задачи для системы
нелинейных дифференциальных уравнений (3.3)–(3.4). Численное решение
этой задачи при известной последовательности состояний ki

(
i = 1,N

)
мож-

но проводить при помощи метода коллокаций [10].

4. Алгоритм вычисления последовательности
состояний

Для вычисления последовательности ki

(
i = 1,N

)
рассмотрим дерево за-

дач, в вершинах которого расположим ”решения”, полученные при всевоз-
можных комбинациях пластических состояний. В корень этого дерева поме-
стим решение, полученное на основе приближенной поверхности текучести,
образованной пересечением только части гиперповерхностей (2.2), напри-
мер:

Fn (t1,m1, y) = 0; Fk (t2,m2, y) = 0 (n = 1, l; k = l + 1, l + 2).

При использовании такого набора гиперповерхностей решение и после-
довательность режимов ki

(
i = 1, l + 2

)
можно вычислить аналогично [11].

На последующих уровнях дерева в вершины поместим решения с уточ-
ненной поверхностью текучести, где уточнение будем проводить, последо-
вательно добавляя ранее не учтенные гиперповерхности (на уровне τ будем
добавлять гиперповерхность с номером Υτ = τ+ l+2, τ ∈ [0, L]). Число уров-
ней в построенном таким образом дереве равно L − l − 2. Решение задачи,
соответствующее вершине с порядковым номером α уровня τ, являющейся
”потомком” вершины уровня τ−1 с номером β, определяется путем числен-
ного решения краевой задачи (3.3)–(3.4) при заданной последовательности
K(τ,β)

(α) =

〈
k(τ,β)

(α),1 , ..., k
(τ,β)
(α),Jα

〉
,

(
k(τ,β)

(α),i ∈ [l + 1, l + 2 + τ] ; Jα = Nτ,α
)
состояний. До-

пустим, что при переходе на следующий уровень дерева с номером τ в
пределах определения каждого из состояний k(τ−1,β−1)

(β), j гиперповерхность Υτ
может выполняться θ+1 раз. Тогда общее число вершин, исходящих их вер-
шины уровня τ-1 с номером β, равно 2θNτ−1,β , а число вершин с η = 0

(
θNτ−1,β

)
реализациями состояния Υτ в пластической области равно Cη

(θNτ−1,β)
.

Таким образом, при известном решении, соответствующем корню, стро-
ится дерево, включающее всевозможные комбинации реализаций пластиче-
ских состояний. Решение, соответствующее каждой из вершины уровня τ =
= 1 (L − l − 2) , определяется посредством интегрирования краевой задачи
(3.3)–(3.4). Каждое из этих решений характеризуется значением предель-
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ного параметра нагрузки λ(τ)
0 и последовательностью координат сопряжения

различных состояний y(τ)
i

(
i = 0,Nτ,α

)
.

Из всех соответствующих дереву решений истинное должно соответство-
вать конечной вершине (листу) τ = L − l − 2. Поскольку переход на следу-
ющий уровень дерева задач характеризуется уточнением поверхности те-
кучести, то в соответствии с теоремами предельного равновесия [1–3] для
истинной последовательности состояний должны выполняться неравенства:

λ
(τ−1)
0 � λ

(τ)
0 ; (4.1)

y(τ)
i−1 < y(τ)

i

(
i = 1,Nτ,α

)
; (4.2)

Fn

(
�t, y

)
� 0

(
y ∈

[
y(τ)

0 , y
(τ)
Nτ,α

]
; n = 1, l + 2 + τ

)
. (4.3)

Таким образом, правило построения дерева задач сформулировано и за-
даны условия, которым должно удовлетворять решение.

Задача такого типа из области ”искусственного интеллекта” [12] строит-
ся методом проб и ошибок. Как правило, процесс проб и ошибок представ-
ляется как поисковый процесс, который постепенно строит, просматривает
и обрезает дерево подзадач. Обычно такие задачи наиболее естественно опи-
сываются с помощью рекурсии [12]. В рассматриваемом случае алгоритм
поиска требуемой вершины на дереве задач можно построить методом с
отходом назад [12]. Этот рекурсивный алгоритм можно сформулировать
следующим образом:
АЛГОРИТМ I.
Шаг I.1. Зададим нумерацию гиперповерхностей Υ.
Шаг I.2. При помощи метода [11] построим решение,

соответствующее корню дерева.
Шаг I.3. <Обход дерева>.
АЛГОРИТМ <ОБХОД ДЕРЕВА>.
Шаг 1. Перенумеруем потомки рассматриваемой вершины.
Шаг 2. Выбираем следующую возможную вершину

из списка очередных.
Шаг 3. Решаем задачу (3.3)–(3.4).
Шаг 4. IF <Условия (4.1)–(4.3) выполняются> THEN

Записываем решение;
IF <Вершина не конечная> THEN <ОБХОД ДЕРЕВА>;
IF<Неудача> THEN Стираем предыдущее решение
END FI; END FI; END FI.

Шаг 5. IF <Выбор вершины был неудачным> AND
<Возможно дальнейшее движение по дереву> THEN
GOTO <Шаг 2> END FI.

END <АЛГОРИТМ ОБХОД ДЕРЕВА>.
END <АЛГОРИТМ I>.
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Следует отметить, что поскольку ширина дерева задач растет по экс-
поненциальному закону, то сложность алгоритма I описывается суперэкс-
понентой [13]. Обычно в подобных ситуациях при организации поискового
процесса дерево решений обрезают, используя различные методы [14]. Для
данной задачи можно организовать поисковый процесс методом ветвей и
границ, если в качестве характеристик множества решений использовать
верхние или нижние оценки для параметра нагружения. Такие оценки в
принципе можно построить на основе кинематических и статических тео-
рем [1–3], но эти задачи сами являются достаточно трудоемкими [4, 5].
Другой способ прохода по дереву решений можно организовать на основе
условий (4.1)–(4.3).

Пусть построено решение, соответствующее вершине α уровня τ, с по-
следовательностью состояний K(τ,β)

(α) . Проведем анализ распределений обоб-
щенных напряжений и выявим области и порядок расположения режимов
(пластических состояний), где выполняются условия FΥτ+1

(
�t, y

)
> 0. В соот-

ветствии с полученной последовательностью состояний K(τ+1,α)

(µ) выберем вер-
шину τ+1 уровня с порядковым номером µ. Если решение задачи (3.3)–(3.4)
для вновь выбранной вершины удовлетворяет условиям (4.1)–(4.3), то про-
должаем процесс дальше. В противном случае переопределяем вершину с
номером µ, а соответствующие ветви дерева решений обрезаются. Замену
вершины µ будем проводить по следующему правилу: если нарушаются
условия (4.1), то переходим к вершине уровня τ+1 c последовательностью
K(τ+1,α)

(µ) = K(τ,β)
(α) ; если условия (4.2) или (4.3) не выполняются, то в соответ-

ствии с условиями (4.1)–(4.3) производим корректировку последовательно-
сти состояний.

Алгоритм I поиска решения c учетом изложенного преобразуется к сле-
дующему виду:
АЛГОРИТМ II.
Шаг II.1. Зададим нумерацию гиперповерхностей Υ.
Шаг II.2. При помощи метода [11] построим решение,

соответствующее корню дерева.
Шаг II.3. <ПРОХОД ПО ДЕРЕВУ>.
АЛГОРИТМ <ПРОХОД ПО ДЕРЕВУ>.
Шаг 1. Перенумеруем потомки рассматриваемой вершины.
Шаг 2. В соответствии с условиями (4.3) и

распределением напряжений
выбираем возможную вершину следующего уровня.

Шаг 3. Решаем задачу (3.3)–(3.4).
Шаг 4. IF <Условия (4.1)–(4.3) выполняются> THEN

Записываем решение;
IF <Вершина не конечная> THEN
<ПРОХОД ПО ДЕРЕВУ>;
IF<Неудача> THEN Обрезаем ветвь;
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Стираем предыдущее решение
END FI; END FI; END FI.

Шаг 5. IF <Условия (4.2) или (4.3) не выполняются> AND
<Возможно дальнейшее движение по дереву> THEN
В соответствии с условиями (4.3) и (4.3)
выбираем вершину уровня τ;
GOTO <Шаг 3> END FI.

Шаг 6. IF <Условия (4.1) не выполняются> AND
<Возможно дальнейшее движение по дереву> THEN
τ = τ + 1; Запоминаем номер τ;
GOTO <Шаг 2> END FI.

END ПРОХОД ПО ДЕРЕВУ.
Шаг II.4. Из номеров гиперповерхностей τ

построим новую последовательность Υ.
Шаг II.5. IF <Υ � ∅> THEN

GOTO <Шаг II.3> ELSE STOP END FI.
END АЛГОРИТМ II.

Алгоритм I позволяет определить последовательность состояний, а соот-
ветствующее решение задачи (3.3)–(3.4) даст искомое значение предельного
параметра нагрузки λ0. Отметим еще, что для многослойных (число слоев
составляет трехзначное число) оболочек мощность множества возможных
пластических состояний пропорциональна числу слоев материала. Посколь-
ку для таких конструкций высота дерева задач достаточно велика, то обыч-
но его обрезают, используя различные эвристические соображения [12], и
тем самым количество вычислений сводят к разумным пределам.

Применительно к задачам предельного равновесия оболочек такое обре-
зание дерева подзадач производилось неявно [4–6], например, при решении
задач часто принимают [4–6], что поверхность текучести образована только
частью гиперповерхностей (2.2). Это равносильно эвристическому алгорит-
му, где вводится ограничение на высоту дерева задач. Можно построить
другие подобные алгоритмы, где дерево подзадач обрезается на основе раз-
личных условий или предположений, например, в качестве такого условия
можно принять

∣∣∣λτ − λη∣∣∣ � ε, где λτ, λη —предельные параметры, определен-
ные при учете τ+l+2 и η+l+2 гиперповерхностей. Величины ε, min(τ) и η−τ
задаются для каждой задачи.

5. Результаты расчетов

В качестве примера рассматривались многослойные армированные обо-
лочки, форма образующей которых описывается следующими соотношени-
ями (рис. 1):

R2

α
+

y2

β
= 1; α = R2

0;
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β =
4 (ȳN − ȳ0)2(
1 − (R∗/R0)2

) ;

l
R0
= 0.3;

2H
R0
= 0.03;

R0 = R (ȳ0) ; R∗ = R (ȳN) .

Рис. 1. Сечение оболочки

Во всех слоях постоянной толщины армирующие волокна уложены
вдоль меридиана и в тангенциальном направлении, где интенсивность осе-
вого армирования ω1 определяется из условия постоянства сечения воло-
кон. Суммарная интенсивность в каждом сечении определяется из условия

max
y∈[ȳ0,ȳN]

(ω1 + ω2) (y) = 0.6; ω2 = const. Условие пластичности материала обо-

лочек в каждом сечении описывается шестиугольником [15] (материал свя-
зующего подчиняется условию пластичности Треска с пределом текучести
σ0; предел текучести одномерных армирующих волокон равен 102 σ0).

Рис. 2. Зависимость λ∗ от ω2 при различных значениях параметра ρ: 1 — зависи-
мости для консольных оболочек, 2 — для оболочек с защемленными краями
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На рис. 2 приведены зависимости параметра нагружения λ∗ = λ0l/(2σ0H)
от интенсивности тангенциального армирования ω2 при различных значе-
ниях геометрического параметра ρ = (1 − R∗/R0), полученного при помощи
алгоритма II, где кривые помечены индексом ”1” в случае консольных обо-
лочек (при y = ȳ0 имеет место жесткое защемление и при y = ȳN —край
не загружен) и индексов ”2” для оболочек с защемленными краями. На
рис. 2 сплошными линиями приведены зависимости при реализации пла-
стического состояния во всем пролете оболочки, штриховыми— в некоторой
ее части и штрихпунктирными зависимости, когда пластическое состояние
реализуется только в одном сечении.

В результате численных экспериментов при решении задачи (3.3)–(3.4) с
использованием состояний, соответствующих только сторонам условия пла-
стичности, методом коллокаций была отмечена быстрая сходимость, а при
подключении пластических режимов, соответствующих вершинам [15], необ-
ходимое число итераций существенно увеличивается. Кроме этого, было от-
мечено, что отличие точного значения предельного параметра λ0 от при-
ближенного, полученного при использовании только гиперповерхностей, от-
вечающих сторонам условия пластичности, не превосходит 7%.
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