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МЕТОДЫ ТЕОРИИ ФУНКЦИЙ КОМПЛЕКСНОГО
ПЕРЕМЕННОГО В МЕХАНИКЕ РАСТУЩИХ ТЕЛ1

c© 2004 А.В.Манжиров,2 М.Н.Михин3

В работе исследованы плоская задача и задача кручения для рас-
тущих вязкоупругих стареющих тел. Даны постановки этих задач.
Предложены методы их решения с использованием подходов, разви-
тых на основе теории функций комплексного переменного.

1. Плоская задача механики растущих тел

Пусть вязкоупругое однородное стареющее тело занимает плоскую мно-
госвязанную область Π0 с границей L0 и до момента загружения τ0 сво-
бодно от напряжений. От момента загружения до момента наращивания
τ1 на участке границе Lσ ⊂ L0 на тело действует самоуравновешенная на-
грузка, а участок границы L∗, к которому предполагается добавлять новый
материал, не загружается.

В момент времени τ1 � τ0 начинается непрерывное наращивание тела
элементами, изготовленными одновременно с ним. В процессе роста тело
занимает область Π (t) с границей L (t), которая состоит из двух участков:
L (t) = Lσ ∪ L∗ (t), где L∗ (t)— граница или кривая роста, к которой в рас-
сматриваемый момент времени осуществляется приток материала, при этом
L∗ (t) = L∗ при τ < τ1; Lσ(t)— граница, на которой задана нагрузка.

Будем считать, что граница роста L∗ (t) не загружается в процессе нара-
щивания. В этом случае задаваемый на ней полный тензор напряжений со-
гласован с нулевыми внешними силами. Будем также считать, что момент
приложения нагрузки к приращиваемым элементам τ0 (x1, x2) совпадает с
моментом их присоединения к растущему телу τ∗ (x1, x2).

В момент τ2 � τ1 наращивание пластины прекращается, и с этого момен-
та оно занимает область Π1 = Π (τ2), ограниченную контуром L1 = L(τ2) =
= Lσ(τ2) ∪ L∗(τ2).
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Для определенности рассмотрим случай плоского напряженного состо-
яния. Будем далее рассматривать достаточно медленные процессы такие,
что в уравнениях равновесия можно пренебречь инерционными членами.
Объемные силы положим равными нулю.

Краевая задача для основного (исходного) вязкоупругого однородного
стареющего тела на интервале времени [τ0, τ1] представляет собой тради-
ционную задачу теории вязкоупругости.

Таким образом, имеем уравнения равновесия

∂σ11

∂x1
+
∂σ12

∂x2
= 0,

∂σ12

∂x1
+
∂σ22

∂x2
= 0; (1.1)

краевое условие на границе Lσ

n1σ11 + n2σ12 = p1, n1σ12 + n2σ2y = p2, (1.2)

где n1, n2 —компоненты единичного вектора нормали; p1, p2 —компоненты
вектора поверхностных сил;
краевое условие на границе L∗

n1σ11 + n2σ12 = 0, n1σ12 + n2σ2y = 0; (1.3)

соотношения Коши

ε12 =
1
2

(
∂u1

∂x2
+
∂u2

∂x1

)
, ε11 =

∂u1

∂x1
, ε22 =

∂u2

∂x2
; (1.4)

уравнения состояния

σ11 = 2G (I + N (τ0, t)) 2

(
2K

K + 1
ε11 +

K − 1
K + 1

ε22

)
,

σ12 = 2G (I + N (τ0, t)) ε12,

σ22 = 2G (I + N (τ0, t))

(
K − 1
K + 1

ε11 +
2K

K + 1
ε22

)
,

(I − L (τ0, t)) = (I + N (τ0, t))
−1 , 2G =

E
1 + v

, K =
1

1 − 2v
,

L (τ0, t) f (t) =

t∫
τ0

f (t) K1 (t, τ)dτ,

K1 (t, τ) = G (τ)
∂

∂τ

[
G−1 (t) + ω (t, τ)

]
,

(1.5)

где σi j = σi j(x1, x2, t)—компоненты тензора напряжений, εi j = εi j(x1, x2, t)—
компоненты тензора деформации, ui = ui(x1, x2, t)—компоненты вектора пе-
ремещений (i, j = 1, 2), E = E(t) и G = G (t)—модули упругомгновенной
деформации при растяжении и сдвиге, ω(t, τ)—мера ползучести при сдви-
ге, K1(t, τ)—ядро ползучести при сдвиге, коэффициенты Пуассона упруго-
мгновенной деформации и деформации ползучести совпадают и равны v,
I — тождественный оператор. Выше, в ряде очевидных случаев аргументы
опущены. Будем опускать их и далее, воспроизводя лишь в случаях, когда
их отсутствие может затруднить понимание.
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Полагая
σ0 = (I − L (τ0, t)) σG−1,

преобразуем краевую задачу (1.1)–(1.4) к удобному для исследования виду
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1,
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0
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2 ,

(x1, x2) ∈ L∗ : n1σ
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0
12 = 0, n1σ

0
12 + n2σ

0
22 = 0 ,
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)
, ε11 =

∂u1

∂x1
, ε22 =
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∂x2
,

σ0
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(
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ε11 +
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K + 1
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)
,

σ0
22 = 2G

(
K − 1
K + 1

ε11 +
2K

K + 1
ε22

)
,

σ0
12 = 2Gε12.

(1.6)

В краевой задаче (1.6) время входит параметрически, и она математи-
чески эквивалентна краевой задаче теории упругости с некоторым пара-
метром t.

Решив (1.6), восстановим истинные напряжения по формуле

σi j(x1, x2, t) = G(t)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣σi j(x1, x2, t) +

t∫
τ0

σ0
i j(x1, x2, t)R1(t, τ)dτ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , (1.7)

где R1(t, τ)—резольвента ядра K1(t, τ).
Заметим, что для решения (1.6) могут быть использованы эффективные

в плоской теории упругости методы теории функций комплексного перемен-
ного, к которым мы обратимся далее.

Рассмотрим теперь непосредственно процесс наращивания деформируе-
мого тела на интервале времени t ∈ [τ1, τ2]. Для растущего тела имеем [1–4]:
уравнения равновесия

∂σ11

∂x1
+
∂σ12

∂x2
= 0,

∂σ12

∂x1
+
∂σ22

∂x2
= 0; (1.8)

краевое условие на неподвижной части границы Lσ (t)

n1σ11 + n2σ12 = p1, n1σ12 + n2σ2y = p2; (1.9)

начально-краевое условие на границе роста L∗ (t), где задается полный тен-
зор напряжений

σi j(x1, x2, t) = σ
∗
i j(x1, x2)

(
t = τ∗ (x1, x2)

)
, (1.10)

который согласован с нулевыми внешними силами, т.е.

n1σ
∗
11 + n2σ

∗
12 = 0, n1σ

∗
12 + n2σ

∗
22 = 0; (1.11)
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соотношения между скоростями деформации и перемещений

D11 =
∂v1

∂x1
, D22 =

∂v2

∂x2
, D12 =

1
2

(
∂v1
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∂v2

∂x1

)
,

v1 =
∂u1

∂t
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∂u2

∂t
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∂εi j

∂t
;

(1.12)

уравнения состояния в форме

σ11 = 2G (I + N (τ0, t))

(
2K

K + 1
ε11 +

K − 1
K + 1

ε22

)
,

σ12 = 2G (I + N (τ0, t)) ε12,

σ22 = 2G (I + N (τ0, t))

(
K − 1
K + 1

ε11 +
2K

K + 1
ε22

)
,

(1.13)

τ0(x1, x2) =

{
τ0, (x1, x2) ∈ Π0,

τ∗(x, y), (x1, x2) ∈ Π (t) \Π0.
(1.14)

Соотношения (1.8)–(1.14) представляют собой начально-краевую за-
дачу для непрерывно растущего тела, операторы (I + N (τ0 (x1, x2) , t)) и
(I − L (τ0 (x1, x2) , t)) определяются из уравнения (1.5) заменой τ0 на τ0(x1, x2).

Отличительными особенностями начально-краевой задачи для наращи-
ваемого тела (1.8)–(1.14), выводящими ее за рамки классических задач ме-
ханики деформируемого твердого тела, являются специфическое начально-
краевое условие на поверхности роста; нарушение условия совместности
деформаций в области, занимаемой дополнительным телом, и выполнение
лишь его аналога и аналога соотношений Коши в скоростях соответствую-
щих величин (это обстоятельство позволяет учитывать тот факт, что при-
ращиваемые элементы до момента присоединения к основному телу могут
подвергаться деформирующим воздействиям независимо от процессов, про-
текающих в самом теле); зависимость определяющих соотношений от функ-
ции τ0(x, y), которая может иметь разрывы первого рода.

Представим уравнение границы роста L∗ (t) при t = τ1 (L∗ (τ1) = L∗) в ви-
де τ∗ (x1, x2) τ−1

1 −1 = 0, где τ∗ (x1, x2) τ−1
1 −1 < 0 при (x1, x2) ∈ Π0 и τ∗ (x1, x2) τ−1

1 −
− 1 � 0 при (x1, x2) ∈ Π (t) \Π0. Будем считать, что τ∗ (x1, x2)—достаточно
гладкая функция и ∇τ∗ (x1, x2) � 0 при τ∗ (x1, x2) τ−1

1 − 1 = 0. Введем характе-
ристическую функцию h

(
τ∗ (x1, x2) τ−1

1 − 1
)
, равную единице в случае, когда

ее аргумент больше либо равен нулю, и равную нулю при отрицательном
аргументе [5]. Теперь оператор (I − L (τ0 (x1, x2) , t)) запишем в виде

(I − L (τ0 (x1, x2) , t)) f (t) =
(
I − L

(
τ0 (x1, x2) , t

))
f (t)−

−
[
1 − h

(
τ∗ (x1, x2) τ−1

1 − 1
)]

Lt (τ0, τ1) f (t) ,

Lt (τ0, τ1) f (t) =
τ1∫
τ0

f (τ) K1 (t, τ) dτ,

τ0 (x1, x2) = τ1 + h
(
τ∗ (x1, x2) τ−1

1 − 1
)

(τ∗ (x1, x2) − τ1) .

(1.15)

Подействуем оператором (1.15) на соотношения (1.8)–(1.14), содержащие
напряжения σ12, σ11 и σ22, предварительно разделив на G. Учитывая обо-
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значения σ0 = (I − L(τ0, t))σG−1, будем иметь
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)
, σ0
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(1.16)

Дифференцируя по t уравнения равновесия, граничное условие на Lσ (t)
и уравнения состояния из (1.16), а также действуя оператором дивергенции
на начально-краевое условие, краевую задачу для растущего тела приведем
к виду
∂S 11

∂x1
+
∂S 12

∂x2
= 0,

∂S 12

∂x1
+
∂S 22

∂x2
= 0,
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∂x1
+
∂σ∗12

∂x2

)
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×G−1 (
τ∗ (x1, x2)
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,
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∂x1
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∂σ∗22
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)
×
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,
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(
2K
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D11 +
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)
,
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(
K − 1
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2K

K + 1
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)
,

S 12 = 2D12, S i j =
∂σ0

i j

∂t
,

(1.17)

где оператор R определяется выражением

R f (x1, x2, t) =
1

G(t)
∂ f (x1, x2, t)

∂t
+

t∫
τ0(x1,x2)

∂ f (x1, x2, t)
∂τ

∂ω(t, τ)
∂t

∂τ+

+ f (x1, x2, τ0(x1, x2))
∂ω(t, τ0(x1, x2))

∂t
.
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Краевая задача (1.17) совпадает по форме с краевой задачей теории
упругости с параметром t. Ее решение может быть построено любым эф-
фективным в теории упругости аналитическим или численным методом. Ре-
шение исходной начально-краевой задачи наращивания вязкоупругого ста-
реющего тела (1.8)–(1.14) при t ∈ [τ1, τ2] можно восстановить затем по фор-
мулам

σi j(x1, x2, t) = G(t)

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
σi j(x1, x2, τ0(x1, x2))

G(τ0(x1, x2))

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣1 +
t∫

τ0(x1,x2)

R(t, τ)dτ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ +

+

t∫
τ0(x1,x2)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣S i j(x1, x2, τ) +

τ∫
τ0(x1,x2)

S i j(x1, x2, ζ)dζ R(t, τ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ dτ

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ ,

ui(x1, x2, t) = ui(x1, x2, τ0(x1, x2)) +

t∫
τ0(x1,x2)

vi(x1, x2, τ)dτ.

(1.18)

Основные соотношения задачи для тела, наращивание которого прекра-
щено, имеют вид (1.8)–(1.14), где отсутствует условие на границе роста.
Она приводится к виду (1.17), причем формулы, по которым восстанавлива-
ются истинные характеристики напряженно-деформированного состояния,
сохраняют вид (1.18).

Изложение основной, оригинальной части метода решения плоской за-
дачи для растущего тела завершено. Краевые задачи для всех основных
этапов эволюции тела приведены к краевым задачам, совпадающим по фор-
ме с краевыми задачами теории упругости с некоторым параметром. Для
исследования последних применим методы теории функций комплексного
переменного.

Поскольку краевые задачи на всех этапах математически совершенно
идентичны (см., например, (1.6) и (1.17)), рассмотрим только краевую за-
дачу (1.17). Для ее решения выразим напряжения через функцию Эри
U (x1, x2, t) [6]:

S 11 =
∂2U

∂x2
2

, S 22 =
∂2U

∂x2
1

, S 12 =
∂2U
∂x1∂x2

, (1.19)

которая удовлетворяет дифференциальному уравнению

∆∆U =
∂4U

∂x4
1

+ 2
∂4U

∂x2
1∂x2

2

+
∂4U

∂x4
2

= 0,

т.е. является бигармонической функцией.
Как известно, любую бигармоническую функцию можно представить с

помощью аналитических функций комплексного переменного [6]:

U =
1
2

(
zϕ1 (z, t) + zϕ1 (z, t) + χ1 (z, t) + χ1 (z, t)

)
. (1.20)

Тогда комплексное представление величин S i j имеет вид

S 11 + S 22 = 4Re
(
ϕ1 (z, t)

)′ , S 22 − S 11 + 2iS 12 = 2
(
zϕ′′1 (z, t) + ψ′ (z, t)

)
, (1.21)
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ψ (z, t) = χ′1 (z, t) ,

где штрихом обозначено дифференцирование по z.
Для величин vi комплексное представление запишем в форме

2 (v1 + iv2) =
5K + 1
3K − 1

ϕ1 (z, t) − zϕ1 (z, t) − ψ (z, t). (1.22)

Таким образом, S i j и vi выражаются через две аналитические функции
комплексного переменного.

Краевое условие можно представить в виде

ϕ1 (z, t) + zϕ′1 (z, t) + ψ (z, t) = f ,

где f = i (T1 + T2), причем T1 и T2 — заданные на контуре функции.
В случае бесконечной области Π (t), ограниченной простым замкнутым

контуром L (t) (например, бесконечная плоскость с отверстием), справедли-
вы формулы

ϕ1(z, t) = −T1 + iT2

2π
K − 1

8K
ln z + Γz + ϕ1,0(z, t),

ψ1(z, t) = −T1 + iT2

2π
5K + 1

8K
ln z + Γ′z + ψ1,0(z, t),

(1.23)

где Γ и Γ′ —комплексные постоянные, определяющие распределения на-
пряжений на бесконечности и вращение на бесконечности, ϕ1 , 0(z, t) и
ψ1 , 0(z, t)—функции, аналитические в области |z| � R, включая бесконечно
удаленную точку.

Во многих приложениях необходимо иметь выражения искомых функ-
ций в ортогональной системе координат, которая определяется с помощью
конформного отображения z = ω(ζ, t) (ζ = ρ eiθ). В этом случае будем иметь

S ρρ(ζ, t) + S θρ(ζ, t) = 4Re
(
ϕ1 (ζ, t)

)′ ,
S θρ(ζ, t) − S ρρ(ζ, t) + 2iS θρ(ζ, t) =

=
2ζ2

p2ω′(ζ, t)

[
ω(ζ, t)ϕ′′1 (ζ, t) + ω′(ζ, t)ψ′ (ζ, t)

]
,

2(vρ(ζ, t) + ivθ(ζ, t)) =

=
ζω′(ζ, t)
|ω′(ζ, t)|

⎡⎢⎢⎢⎢⎣5K + 1
3K − 1

ϕ(ζ, t) − ω(ζ, t)

ω′(ζ, t)
ϕ′(ζ, t) − ψ(ζ, t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .
(1.24)

Поскольку во многих задачах рассматриваемая область отображается
на единичный круг (или на плоскость с выброшенным единичным кругом),
то приведем следующие полезные формулы:

ϕ(ζ, t) = ϕ1(z, t) = −T1 + iT2

2π
3K − 1

8K
ln ζ +

Γc(t)
ζ
+ ϕ0(ζ, t),

ψ(ζ, t) = ψ1(z, t) = −T1 − iT2

2π
5K + 1

8K
ln ζ +

Γ′c(t)
ζ
+ ψ0(ζ, t),

(1.25)

где ϕ0(ζ, t) и ψ0(ζ, t)—функции, аналитические внутри и непрерывные
вплоть до границы круга. Функции ϕ0(ζ, t) и ψ0(ζ, t) удовлетворяют тем
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же уравнениям, что и функции ϕ(ζ, t) и ψ(ζ, t), если везде функцию f за-
менить функцией

f0 = f − T1 + iT2

2π
ln σ − Γc(t)

σ
− ω(σ, t)

ω′(σ, t)

(
T1 − iT2

2π
3K − 1

8K
σ − Γc(t)σ2

)
− Γ′c(t)σ.

Таким образом, отыскав две гармонические функции по краевым усло-
виям, можно найти искомые функции S i j и vi, и затем по формулам (1.18)
восстановить истинные значения напряжений и перемещений в растущем
теле.

Решение каждой конкретной задачи наращивания деформируемых тел
представляет собой самостоятельную и трудоемкую проблему. Однако уже
сейчас по виду полученных математических соотношений можно предска-
зать такие органические присущие растущим телам явления, как возникно-
вение остаточных напряжений после снятия нагрузок, появление в наращи-
ваемом теле поверхностей разрыва напряжений, зависимость напряженно-
деформированного состояния вязкоупругих тел от скорости и способа их
наращивания. В качестве примера возможных приложений теории отметим
задачи о зарастании различных отверстий в пластинах.

2. Кручение растущих тел

Рассмотрим однородное вязкоупругое стареющее тело, изготовленное в
нулевой момент времени, занимающее некоторую цилиндрическую область
Π0. В момент приложения нагрузки τ0 к торцам цилиндрического тела при-
кладываются усилия, статически эквивалентные паре с моментом M(t). Бо-
ковая поверхность тела Π0 свободна от напряжений. В момент времени
τ1 � τ0 начинается непрерывное наращивание тела элементами, изготовлен-
ными одновременно с ним. При этом новые приращиваемые элементы не
напряжены. Обозначим через L (t) границу поперечного сечения Ω(t), ко-
торая изменяется с течением времени, при этом L (τ0) = L0 и Ω(τ0) = Ω0.
Будем считать, что момент приложения нагрузки к приращиваемым эле-
ментам τ0(x1, x2) совпадает с моментом их присоединения к растущему телу
τ ∗ (x1, x2). В момент τ2 � τ1 наращивание тела прекращается, и с этого мо-
мента оно занимает область Π1 = Π (τ2) с поперечным сечением Ω1 = Ω1(τ2),
имеющим границу L1 = L(τ2). Заметим, что всюду далее рассматриваются
достаточно медленные процессы, такие, что в уравнениях равновесия мож-
но пренебречь инерционными членами.

Рассмотрим напряженно-деформированное состояние вязкоупругого ста-
реющего тела на интервале времени t ∈ [τ0, τ1]. Имеем следующую краевую
задачу (см., например, [1–3]):
уравнения равновесия

∂σ13

∂x3
= 0,

∂σ23

∂x1
= 0,

∂σ13

∂x1
+
∂σ23

∂x2
= 0; (2.1)
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соотношения Коши

ε11 =
∂u1

∂x1
= 0, ε22 =

∂u2

∂x2
= 0, ε33 =

∂u3

∂x3
= 0,

ε12 =
1
2

(
∂u2

∂x1
+
∂u1

∂x2

)
= 0, ε13 =

1
2

(
∂u1

∂x3
+
∂u3

∂x1

)
,

ε23 =
1
2

(
∂u2

∂x3
+
∂u3

∂x2

)
;

(2.2)

краевое условие на боковой поверхности

(x1, x2) ∈ L0 : σ13n1 + σ23n2 = 0; (2.3)

уравнения состояния:
σ13 = 2G(I + N(τ0, t))ε13, σ23 = 2G(I + N(τ0, t))ε23,

(I + N(τ0, t))
−1 = (I − L(τ0, t)), L(τ0, t) f (t) =

t∫
τ0

f (τ)K1(t, τ)dτ,

K1(t, τ) = G(τ)
∂

∂τ

[
G−1(τ) + ω(t, τ)

]
.

(2.4)

Кроме того, должны выполняться условия равновесия торцевых сечений∫∫
Ω

σ13dx1dx2 =

∫∫
Ω

σ23dx1dx2 = 0, (2.5)

M (t) =
∫∫
Ω

(x1σ23 − x2σ13)dx1dx2. (2.6)

Преобразуем краевую задачу для основного тела. Для этого выражения
(2.1)–(2.6), содержащие напряжения σ13, σ23, разделим на G и подействуем
на них оператором (I − L(τ0, t)). Тогда будем иметь

∂σ0
13

∂x3
= 0,

∂σ0
23

∂x1
= 0,

∂σ0
13

∂x1
+
∂σ0

23

∂x2
= 0,

ε11 =
∂u1

∂x1
= 0, ε22 =

∂u2

∂x2
= 0, ε33 =

∂u3

∂x3
= 0,

ε12 =
1
2

(
∂u2

∂x1
+
∂u1

∂x2

)
= 0, ε13 =

1
2

(
∂u1

∂x3
+
∂u3

∂x1

)
,

ε23 =
1
2

(
∂u2

∂x3
+
∂u3

∂x2

)
;

(x1, x2) ∈ L0 : σ0
13n1 + σ

0
23n2 = 0,

σ0
13 = 2ε13, σ

0
23 = 2ε23,

(2.7)

причем σ0
i j и σi j связаны соотношением

σ0
i j = (I − L(τ0, t))σi jG

−1, (2.8)

В краевую задачу (2.7) в отличие от задачи (2.1)–(2.4) время входит па-
раметрически, и она математически эквивалентна краевой задаче теории
упругости с некоторым параметром t.
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Для компонент перемещений положим [6, 7]:

u1 = −θ (t) x2x3 , u2 = θ (t) x3x1, u3 = θ(t)ϕ(x1, x2, τ0), (2.9)

где ϕ (x1, x2, τ0)—некоторая функция от переменных x1 и x2, подлежащая
определению. Она называется функцией кручения и характеризует искрив-
ление поперечных сечений. А θ (t) является углом закручивания (круткой).
Таким образом, получим

σ0
13 = θ

(
∂ϕ

∂x1
− x2

)
, σ0

23 = θ

(
∂ϕ

∂x2
+ x1

)
. (2.10)

Функция кручения ϕ (x1, x2, τ0) является гармонической функцией в области
Ω0. Она должна удовлетворять краевому условию

(x1, x2) ∈ L0 :
∂ϕ

∂n
= x2n1 − x1n2.

Таким образом, решение задачи кручения при помощи функции круче-
ния ϕ (x1, x2, τ0) сведено к определению в области поперечного сечения Ω0

гармонической функции ϕ (x1, x2, τ0) по заданному значению ее нормальной
производной на контуре L0 (задача Неймана).

Учитывая, что

x1σ
0
23 − x2σ

0
13 = θ (t)

(
x2

1 + x2
2 + x1

∂ϕ

∂x2
− x2

∂ϕ

∂x1

)
,

соотношение (2.6) примет вид:

M0 (t) = θ (t) D, D =
∫∫
Ω0

(
x2

1 + x2
2 + x1

∂ϕ

∂x2
− x2

∂ϕ

∂x1

)
dx1dx2, (2.11)

где коэффициент пропорциональности D называется жесткостью при кру-
чении. Он зависит только от формы сечения.

Рассмотрим два возможных варианта постановки задачи:
1) задан момент M(t), а требуется определить напряжения σi j, переме-

щения ui и крутку θ(t),
2) задана крутка θ(t), а требуется определить σi j, ui и момент M(t).
Решение для первого варианта постановки можно построить следующим

образом:
— по краевому условию определим функцию ϕ(x1, x2, τ0),
— по формулам (2.11) найдем θ(t),
— по формулам (2.9) и (2.10) найдем ui и σ0

i j,
— наконец, истинные напряжения σi j восстановим по формуле

σi j(x, t) = G(t)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣σ0
i j(x, t) +

t∫
τ0

σ0
i j(x, τ)R1(t, τ)dτ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , (2.12)

где R1 (t, τ)—резольвента ядра K1(t, τ).
Для второго варианта постановки:
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— определим ϕ(x1, x2, τ0),

— найдем ui и σ0
i j по формулам (2.9) и (2.10),

— восстановим σi j при помощи (2.12),

— определим M(t) на основании (2.6).

Иногда удобно исследовать задачу для основного тела в скоростях со-
ответствующих величин, что обусловлено использованием информации об
этих скоростях для решения задачи на этапе наращивания. Не останав-
ливаясь подробно на этом вопросе, приведем лишь основные соотношения
задачи для основного тела в скоростях. Для этого продифференцируем по
t (здесь и всюду далее будем понимать дифференцирование в смысле обоб-
щенных функций) соотношения (2.7). Тогда будем иметь

∂S 13

∂x3
= 0,

∂S 23

∂x1
= 0,

∂S 13

∂x1
+
∂S 23

∂x2
= 0,

D11 =
∂v1

∂x1
= 0, D22 =

∂v2

∂x2
= 0, D33 =

∂v3

∂x3
= 0,

D12 =
1
2

(
∂v2

∂x1
+
∂v1

∂x2

)
= 0, D13 =

1
2

(
∂v1

∂x3
+
∂v3

∂x1

)
,

D23 =
1
2

(
∂v2

∂x3
+
∂v3

∂x2

)
;

(x1, x2) ∈ L0 : S 13n1 + S 23n2 = 0,

S 13 = 2ε13, S 23 = 2ε23,

S i j =
∂σ0

i j

∂t
, vi =

∂ui

∂t
, Di j =

∂εi j

∂t
.

(2.13)

Для величин v1 и S i j справедливы формулы

v1 = −θ̇ (t) x2x3 , v2 = θ̇ (t) x3x1, v3 = θ̇(t)ϕ(x1, x2, τ0), (2.14)

S 13 = θ̇ (t)

(
∂ϕ

∂x1
− x2

)
, S 23 = θ̇ (t)

(
∂ϕ

∂x2
+ x1

)
,

где точка обозначает дифференцирование по t. Будем использовать это обо-
значение в дальнейшем.

Продифференцированное соотношение (2.11) примет вид

Ṁ0 (t) = θ̇ (t) D, Ṁ0 (t) =
Ṁ (t)
G (t)

+

+

t∫
τ0

∂M (t)
∂τ

∂ω (t, τ)
∂t

dτ + M (τ0)
∂ω (t, τ0)
∂t

.
(2.15)

Истинные напряжения, перемещения и крутка в исходном теле могут быть
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восстановлены по формулам:

σi j(x1, x2, t) = G(t)

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
σi j(x1, x2, τ0)

G(τ0)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣1 +
t∫

τ0

R(t, τ)dτ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ +

+

t∫
τ0

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣S i j(x1, x2, τ) +

τ∫
τ0

S i j(x1, x2, ζ)dζRi j(t, τ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦dτ

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ ,
u(x1, x2, t) = u(x1, x2, τ0) +

t∫
τ0

v(x1, x2, τ)dτ ,

θ(t) = θ(τ0) +

t∫
τ0

θ̇(τ) dτ.

(2.16)

Легко видеть, что для решения краевой задачи в скоростях (2.13)–(2.15)
может быть использован рассмотренный выше метод, а оба варианта по-
становки задачи могут быть решены аналогично предыдущему с учетом
формул (2.16).

Рассмотрим теперь непосредственно процесс непрерывного наращивае-
мого деформируемого тела t ∈ [τ1, τ2]. Для растущего тела имеем [1–4, 8]:

∂σ13

∂x1
+
∂σ23

∂x2
= 0,

D13 =
1
2

(
∂v1

∂x3
+
∂v3

∂x1

)
, D23 =

1
2

(
∂v2

∂x3
+
∂v3

∂x2

)
,

(x1, x2) ∈ L(t) : σ13 = 2G(I + N(τ0(x1, x2), t))ε13,

σ23 = 2G(I + N(τ0(x1, x2), t))ε23,

σ13 = σ
∗
13 = 0, σ23 = σ

∗
23 = 0 (t = τ∗(x1, x2) ,

Di j =
∂εi j

∂t
, vi =

∂ui

∂t
,

(2.17)

τ0(x1, x2) =

{
τ0, (x1, x2) ∈ Ω0,

τ∗(x1, x2), (x1, x2) ∈ Ω(t)\Ω0,
(2.18)

где оператор (I − L (τ0 (x1, x2) , t)) и обратный к нему (I + N (τ0 (x1, x2) , t))
определяется из (2.4) заменой τ0 на τ0 (x1, x2); σ∗13 (x1, x2) = σ13 (x1, x2,

τ∗(x1, x2)) и σ∗23 (x1, x2) = σ23 (x1, x2, τ
∗(x1, x2))—компоненты задаваемого на

L (t) полного тензора напряжений, удовлетворяющих условию

(x1, x2) ∈ L (t) : σ∗13 (x1, x2) n1 + σ
∗
23 (x1, x2) n2 = 0. (2.19)

Заметим, что исследуемый процесс наращивания новыми элементами в об-
щем случае приводит к определяющим соотношениям, содержащим раз-
рывы на поверхности раздела основного и дополнительных тел. Поэто-
му применим подход, являющийся эффективным в задачах данного клас-
са [5]. Для этого представим уравнение растущей границы L (t) при t =
= τ1 в виде τ∗ (x1, x2) τ−1

1 − 1 = 0, где τ∗ (x1, x2) τ−1
1 − 1 < 0 при
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(x1, x2) ∈ L0 и τ∗ (x1, x2) τ−1
1 − 1 � 0 при (x1, x2) ∈ L (t) \L0. Будем счи-

тать, что τ∗ (x1, x2)—достаточно гладкая функция, такая, что ∇τ∗ (x1, x2) �
� 0 при τ∗ (x1, x2) τ−1

1 − 1 = 0. Введем характеристическую функцию
h
(
τ∗ (x1, x2) τ−1

1 − 1
)
, равную единице в случае, когда ее аргумент больше ли-

бо равен нулю, и равную нулю при отрицательном аргументе [5]. Теперь
оператор (I − L (τ0 (x1, x2) , t)) запишем в виде

(I − L (τ0 (x1, x2) , t)) f (t) =
(
I − L

(
τ0 (x1, x2) , t

))
f (t)−

−
[
1 − h

(
τ∗ (x1, x2) τ−1

1 − 1
)]

Lt (τ0, τ1) f (t) ,

Lt (τ0, τ1) f (t) =

τ1∫
τ0

f (τ) K1 (t, τ) dτ,

τ0 (x1, x2) = τ1 + h
(
τ∗ (x1, x2) τ−1

1 − 1
) (
τ∗ (x1, x2) − τ1

)
.

(2.20)

Подействуем оператором (2.20) на соотношения (2.17), содержащие напря-
жения σ13, σ23, предварительно разделив на G. Учитывая обозначения

σ0 = (I − L(τ0, t))σG−1,

будем иметь

∂σ0
13

∂x1
+
∂σ0

23

∂x2
= 0,

D13 =
1
2

(
∂v1

∂x3
+
∂v3

∂x1

)
, D23 =

1
2

(
∂v2

∂x3
+
∂v3

∂x2

)
,

σ0
13 = 2ε13, σ

0
23 = 2ε23,

(x1, x2) ∈ L(t) : σ0
13 = σ

0∗
13 = σ

∗
13G−1 = 0,

σ0
23 = σ

0∗
23 = σ

∗
23G−1 = 0, σ∗13n1 + σ

∗
23n2 = 0.

(2.21)

Преобразуем начально-краевую задачу (2.21) к краевой задаче относитель-
но скоростей деформации, скоростей перемещений и скоростей операторных
напряжений. Для этого продифференцируем по t уравнение равновесия и
уравнения состояния. Для вывода граничного условия на L (t) подейству-
ем оператором дивергенции на начально-краевое условие на поверхности
роста.

В итоге получим следующую краевую задачу:
∂S 13

∂x1
+
∂S 23

∂x2
= 0,

D13 =
1
2

(
∂v3

∂x1
+
∂v1

∂x3

)
, D23 =

1
2

(
∂v3

∂x2
+
∂v2

∂x3

)
,

(x1, x2) ∈ L(t) : n1S 13 + n2S 23 = 0,

S 13 = 2D13, S 23 = 2D23, S i j =
∂σi j

∂t
.

(2.22)

Для величин S i j и vi справедливы формулы, получаемые из (2.14) за-
меной аргумента τ0 функции ϕ на t:

v1 = −θ̇ (t) x2x3 , v2 = θ̇ (t) x3x1, v3 = θ̇(t)ϕ(x1, x2, t). (2.23)
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S 13 = θ̇ (t)

(
∂ϕ

∂x1
− x2

)
, S 23 = θ̇ (t)

(
∂ϕ

∂x2
+ x1

)
.

Функция ϕ(x1, x2, t) является гармонической в области Ω(t) и удовлетворяет
краевому условию

(x1, x2) ∈ L(t) :
∂ϕ

∂n
= x2n1 − x1n2.

Крутящий момент для растущего тела выражается формулой

M (t) =
∫∫
Ω(t)

(x1σ23 − x2σ13)dx1dx2. (2.24)

Можно показать, что при условии отсутствия натяга приращиваемых
элементов

Ṁ0 (t) =
∫∫
Ω(t)

(x1S 23 − x2S 13)dx1dx2, (2.25)

где sn — скорость движения поверхности по нормали.
Очевидно, что с учетом (2.23) и (2.25)

Ṁ0 (t) = θ̇ (t) D(t), D(t) =
∫∫
Ω(t)

(x2
1 + x2

2 + x1
∂ϕ

∂x2
− x2

∂ϕ

∂x1
)dx1dx2, (2.26)

где D(t)—переменная жесткость растущего тела при кручении, ϕ(x1, x2, t)—
искомая гармоническая функция (см. также (2.15)).

На этапе роста скручиваемого тела также возможны два указанных ра-
нее варианта постановки задачи.

Для решения первого варианта постановки задачи (когда задан крутя-
щий моментM(t)) следует:

— по краевому условию найти ϕ(x1, x2, t),
— по формулам (2.26) найти скорость крутки,
— затем найти величины vi и S i j по формулам (2.23),
— восстановить истинные напряжения, перемещения и крутку по следу-

ющим формулам:

σi j(x1, x2, t) = G(t)

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
σi j(x1, x2, τ0(x1, x2))

G(τ0(x1, x2))

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣1 +
t∫

τ0(x1,x2)

R(t, τ)dτ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ +

+

t∫
τ0(x1,x2)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣S i j(x1, x2, τ) +

τ∫
τ0(x1,x2)

S i j(x1, x2, ζ)dζR(t, τ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ dτ

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ ,

ui(x1, x2, t) = ui(x1, x2, τ0(x1, x2)) +

t∫
τ0(x1,x2)

vi(x1, x2, τ)dτ,

θ(t) = θ̇ +

t∫
τ0(x1,x2)

θ(τ)dτ.

(2.27)
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Для решения второго варианта постановки задачи (когда задана крутка
θ(t)) необходимо:

— найти ϕ(x1, x2, t),
— определить vi и S i j по формулам (2.23),
— восстановить ui и σi j по формулам (2.27),
— найти величину момента по формуле (2.24).
Таким образом, задача кручения растущего тела на этапе его непрерыв-

ного наращивания исследована.
Рассмотрим теперь этап кручения тела после остановки роста. Пусть

в момент времени τ2 наращивание тела прекращается. В этот момент оно
занимает область Π1 с поперечным сечением Ω1, ограниченным контуром
L1. В этом случае получаем задачу, аналогичную (2.13). В данном случае
для величин vi и S i j применимы формулы (2.14), в которых необходимо
заменить τ0 на τ2. Напряжения, перемещения и крутка в этом случае отыс-
киваются по формулам (2.27).

На этом завершено изложение основной части метода решения задачи
кручения наращиваемого вязкоупругого стареющего тела. В итоге неклас-
сические краевые задачи приведены к известным краевым задачам, содер-
жащим некоторый параметр. По найденным решениям последних полно-
стью восстанавливается напряженно-деформированное состояние тела при
помощи представленных формул расшифровки (2.27).

Для решения классических краевых задач с параметром применим ме-
тоды теории функций комплексного переменного.

Введем в рассмотрение сопряженную с ϕ (x1, x2, t) гармоническую функ-
цию ψ (x1, x2, t), связанную с ней условиями Коши—Римана [5]:

∂ϕ

∂x1
=
∂ψ

∂x2
,
∂ϕ

∂x2
= − ∂ψ
∂x1
.

Граничное условие для функции ψ (x1, x2, t) примет вид

(x1, x2) ∈ L(t) : ψ =
x2

1 + x2
2

2
+C (t) ,

где C(t)—некоторая функция, которую можно приравнять к нулю.
Таким образом, задачу кручения можно считать решенной, если мы су-

меем отобразить конформно область Ω(t) на круг [6]. В этом случае, есте-
ственно, область Ω(t) должна быть односвязной.

Пусть z = x1+ ix2 = ω (ζ, t)—конформное отображение области Ω на круг
|ζ| < 1, окружность обозначим γ.

Определим комплексную функцию кручения

F (z, t) = ϕ + iψ, (2.28)

где ϕ—функция кручения, а ψ— сопряженная с ней функция. Если функ-
ция F(z, t) будет выражена через ζ, т.е. F (z, t) = f (ζ, t), то f (ζ) будет функ-
цией, голоморфной внутри γ.
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Действительная часть ψ функции

−i f (ζ, t) = ψ − iϕ (2.29)

будет удовлетворять на γ граничному условию ψ =
(
x2

1 + x2
2

)
/2. Обозначая

через σ = eiρ точки на контуре, получим, что на γ имеем

ψ =
ω (σ, t)ω (σ, t)

2
. (2.30)

Теперь найдем голоморфную внутри γ функцию по граничным значе-
ниям ее действительной части [6]:

f (ζ, t) =
1

2π

∫
γ

ω (σ, t)ω (σ, t)
σ − ζ dσ +C1 (t), (2.31)

где C1 (t)—произвольная функция.
Используя (2.31) (см., например, [6]), мы можем определить как функ-

цию ψ (x1, x2, t), которая является действительной частьюфункции −i f (ζ, t),
так и функцию ϕ (x1, x2, t), которая является мнимой частью функции
−i f (ζ, t).

Таким образом, по найденной гармонической функции можно опреде-
лить при помощи (2.6), (2.9)–(2.12) и (2.23)–(2.27) напряжения, перемеще-
ния и крутку (или момент) растущего призматического тела в любой мо-
мент времени.

Выводы
— В работе развита теория плоских задач и задач кручения механики

растущих тел.
— Рассмотрены возникающие классические и неклассические начально-

краевые задачи механики деформируемого твердого тела.
— Предложены методы решения таких задач, основанные на приведе-

нии неклассических задач наращивания вязкоупругих стареющих тел
к задачам теории упругости с некоторым параметром, использовании
теории аналитических функций для решения последних и восстанов-
лении истинных характеристик напряженно-деформированного состо-
яния тел при помощи полученных формул расшифровки.

— Полученные результаты могут служить основой для решения многих
важных прикладных задач механики растущих тел.
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