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О ГРУППОВЫХ СВОЙСТВАХ НЕЛИНЕЙНЫХ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ

ПРОИЗВОДНЫХ, ВСЕ РЕШЕНИЯ КОТОРЫХ
ЯВЛЯЮТСЯ ФУНКЦИОНАЛЬНО-ИНВАРИАНТНЫМИ1

c© 2004 О.Ф.Меньших2

Исследуются группы точечных преобразований для квазилинейных
дифференциальных уравнений в частных производных второго поряд-
ка, все гладкие решения которых являются функционально-инвари-
антными. Коэффициенты инфинитезимальных операторов этих урав-
нений всегда зависят от нескольких произвольных функций. Полу-
чен критерий, позволяющий выделить уравнение с указанными свой-
ствами. Построены классы таких уравнений с двумя и тремя неза-
висимыми переменными. Вычислены группы преобразований несколь-
ких конкретных уравнений. Среди них отметим уравнение, получен-
ное Г.Монжем и описывающее некоторый класс линейчатых поверх-
ностей, а также известное в физике уравнение Борна—Инфельда, за-
писанное в неявной форме.

1. Введение

1. Работа посвящена изучению групповых свойств специальных квази-
линейных дифференциальных уравнений в частных производных второго
порядка.

Предварительно необходимо привести известные факты о функцио-
нально-инвариантных решениях (ф.-и. решениях) линейных уравнений вто-
рого порядка.

Рассмотрим линейное уравнение второго порядка
n∑

i, j=1

(ai j(x)ui j + ai(x)ui) = 0, (1.1)

где x = (x1, x2, . . . , xn) : ai j(x) ∈ C2(D) : ai(x) ∈ C1(D), D—некоторая область
n-мерного евклидова пространства, ui =

∂u
∂xi
, ui j =

∂2U
∂xi∂x j

, (i, j = 1, . . . , n).

1Представлена доктором физико-математических наук Л.М.Берковичем.
2Меньших Олег Федорович, кафедра высшей математики Самарского государствен-

ного аэрокосмического университета, 443086, Россия, г. Самара, Московское шоссе, 34.
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Определение 1.1 [1, 2, 3]. Функция u(x) ∈ C2(D) называется ф.-и. ре-
шением уравнения (1.1), если F(u) является решением уравнения (1.1) при
произвольной функции F, имеющей непрерывные производные до второго
порядка включительно.

Если u(x)—ф.-и. решение уравнения (1.1), то оно удовлетворяет также
и уравнению характеристик

n∑
i, j=1

(ai j(x)uiu j) = 0. (1.2)

Для волнового уравнения

utt = uxx + uyy (1.3)

В.И.Смирновым и С.Л.Соболевым [1, 2] была получена формула

x + b(u)y +
√

1 + b2(u)t + ϕ(u) = 0, (1.4)

где b(u) и ϕ(u)—произвольные функции, которая содержит все ф.-и. реше-
ния уравнения (1.3). Формула (1.4) нашла широкое применение при реше-
нии задач о распространении колебаний в различных средах [2, 4].

Ф.-и. решения в случае линейных уравнений изучались также во многих
других работах (см. обзор [3]).
2. Некоторые специальные квазилинейные уравнения второго порядка

также могут иметь ф.-и. решения.
Рассмотрим класс квазилинейных уравнений вида

L(u) = utt −
n∑

i, j=1

Ai jui j − 2
n∑

i=1

A0iuti = 0, (1.5)

где

ui j =
∂2u
∂xi∂x j

, uti =
∂2u
∂t∂xi

(i = 1 . . . n).

Предположим, что коэффициенты Ai j, Aoi являются однородными функ-
циями нулевой степени относительно первых производных функции u. Точ-
но так же, как и в линейном случае, если уравнение (1.5) допускает ф.-и.
решение, то такое решение u(x, t) удовлетворяет и уравнению, аналогично-
му (1.2):

(u2
t ) =

n∑
i, j=1

(Ai juiu j + 2A0iutui). (1.6)

Здесь возможны два случая. В первом случае уравнение (1.6) тожде-
ственно в нуль не обращается и определяет связь между первыми произ-
водными функции u. Если система (1.5), (1.6) оказывается совместной, то
ф.-и. решения уравнения (1.5) будут вкладываться в класс так называемых
бегущих волн уравнения (1.5) или решений с дифференциальными связя-
ми [5, 6].

В работах [7, 8] находились ф.-и. решения уравнения (1.5) в некото-
рых частных случаях. Во втором случае уравнение (1.6) удовлетворяется
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тождественно. Это будет иметь место при весьма специальном ”устройстве”
коэффициентов Ai j, Ati (i, j = 1...n).

Во втором случае любое решение уравнения (1.5) будет ф.-и. решением.
3. Приведем здесь два важных для дальнейшего изложения примера.

Известное в физике уравнение Борна—Инфельда [9, 10, 11] можно записать
в такой форме

utt − uxx + (ux)2utt − 2uxutuxt + (ut)
2uxx = 0. (1.7)

В работе [9] было обнаружено, что уравнение (1.7) имеет точные ф.-и.
решения

u = Φ1(x − t), u = Φ2(x + t), (1.8)
где Φi —произвольные функции (i = 1, 2).

Нелинейное уравнение (1.7) допускает решения (1.8) ввиду того, что
”нелинейная часть” уравнения (1.7), т.е. уравнение

(ux)2utt − 2uxutuxt + (ut)
2uxx = 0 (1.9)

удовлетворяется, если в него подставить решение

u = ψ(x + at),

где ψ—произвольная функция, a—произвольная постоянная.
Нетрудно проверить, что любое гладкое решение уравнения (1.9) будет

ф.-и. решением.
Замечание 1. Уравнение (1.9), которое обычно записывается в форме

(uy)2uxx − 2uxuyuxy + (ux)2uyy = 0, (1.10)

было выведено Г.Монжем [12] и описывает все линейчатые поверхности,
образованные движением прямой линии параллельно плоскости XoY. Оно
допускает два промежуточных интеграла [13, c. 62] и широкую группу Ли—
Беклунда [14]. Уравнение Борна—Инфельда в случае трех независимых пе-
ременных [9, 15, 16] можно также записать в форме, аналогичной записи
уравнения (1.7)

utt − uxx − uyy + (u2
x + u2

y)utt − 2utuxuxt − 2utuyuty + (1.11)
+(u2

t − u2
y)uxx + 2uxuyuxy + (u2

t − u2
x)uyy = 0.

Непосредственной проверкой устанавливается, что все решения уравнения

(u2
x + u2

y)utt − 2utuxuxt − 2utuyuty + (u2
t − u2

y)uxx + (1.12)
+2uxuyuxy + (u2

t − u2
x)uyy = 0,

т.е. ”нелинейной части” уравнения (1.11), являются ф.-и. решениями.
Это обстоятельство является объяснением такого результата: все ф.-и.

решения уравнения (1.11) описываются формулой Смирнова—Соболе-
ва (1.4) [15, 16].
Замечание 2. Можно показать, что если искать решение уравнения

Борна—Инфельда (1.7) в неявной форме v(t, x, u) = 0, то функция v(t1, x1, u1)
будет удовлетворять уравнению (1.12) (t1 = t; x1 = x; u1 = u).
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4. В данной статье будем рассматривать групповые свойства некото-
рых квазилинейных уравнений вида (1.5), для которых соответствующее
уравнение (1.6) обращается в тождество. В частности, рассмотрим группы
точечных преобразований, которые допускаются уравнениями (1.9) и (1.12).

2. Формулировка основных результатов работы

1. Ограничимся рассмотрением класса квазилинейных уравнений (1.5),
коэффициенты которых являются однородными функциями нулевой степе-
ни относительно ui, ut, (i = 1 . . . n). Введем следующее
Определение 2.1. Будем говорить, что все решения u = u(x, t) класса

C2 уравнения (1.5) являются ф.-и. решениями, если оператор L(u) в (1.5)
удовлетворяет условию

L [F(u)] = 0↔ L [u] = 0 (2.1)

при любой функции F [u] класса C2.
Условие (2.1) эквивалентно тому, что здесь уравнение (1.6) тождествен-

но удовлетворяется. Другими словами, в отличие от линейного случая,
здесь произвольная функция от любого решения уравнения (1.5) снова бу-
дет решением. Справедлива следующая
Теорема 1. Пусть уравнение (1.5) инвариантно относительно подгруп-

пы точечных преобразований с оператором

L∞ = ψ(u)
∂

∂u
, (2.2)

где ψ(u)—достаточно гладкая произвольная функция.
Тогда все гладкие решения уравнения (1.5) являются ф.-и. решениями.
Смысл символа L∞ поясняется ниже.
2. В случае двух независимых переменных можно записать единое пред-

ставление уравнений (1.5).
Справедлива
Теорема 2. Для того чтобы все гладкие решения уравнения (1.5) в

случае двух независимых переменных были бы ф.-и. решениями, это урав-
нение должно иметь следующую структуру:

H(u) = utt + 2B(θ)utx −
[
2θB(θ) + θ2

]
uxx = 0, (2.3)

где B(θ)—произвольная функция, θ = ut
ux
, ux � 0.

Приведем примеры уравнений (2.3); некоторые из них будут записаны
в несколько иной эквивалентной форме.
Пример 1.

B(θ) = −θ.
Этот пример соответствует уравнению (1.9).
Пример 2 [8].

B(θ) = 0.
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Здесь получим уравнение вида

u2
xutt − u2

t uxx = 0. (2.4)

Пример 3 [17, c. 304].

B(θ) = −θ
2
.

Получим уравнение
uxutt − uxutx = 0, (2.5)

которое имеет общее решение

u = ϕ(x + ψ(t)). (2.6)

Формула (2.6) означает, что уравнение (2.5) может описывать распро-
странение волн произвольной формы, которые распространяются вдоль оси
OX с произвольной скоростью.
Пример 4.

B(θ) = exp(θ).

Здесь придем к следующему модельному уравнению

utt + 2 exp(θ)utx −
[
θ2 + 2θ exp(θ)

]
uxx = 0. (2.7)

3. Для вычисления группы G локальных преобразований, допускаемой
уравнениями (2.3), искомый оператор запишем в виде [18–22]

X = ξ
∂

∂x
+ τ
∂

∂t
+ ϕ
∂

∂u
, (2.8)

где искомые функции ξ, τ,ϕ зависят от x, t, u.
Справедливо следующее утверждение:
Теорема 3. Для уравнения (1.9) функции ξ, τ,ϕ имеют следующее пред-

ставление:
ξ = xtψ1(u) + x2ψ2(u) + xψ3(u) + tψ4(u) + ψ5(u),
τ = xtψ2(u) + t2ψ1(u) + xψ6(u) + tψ7(u) + ψ8(u),
ϕ = ψ9(u),

(2.9)

где ψi(u)—произвольные функции i = (1 . . . 9).
Замечание 3. Таким образом, уравнение (1.9) так же, как и весь класс

уравнений (2.3), допускает бесконечномерную алгебру Ли точечных преоб-
разований (см. ниже). Поэтому оператор (2.2) снабжен индексом ∞.
4. Справедлива
Теорема 4. Уравнение (2.3) при произвольной функции B(θ) допускает

бесконечномерную алгебру Ли [18], преобразований L3 ⊕ L∞. Ее конечная
часть порождается базисными операторами

X1 =
∂

∂x
; X2 =

∂

∂t
; X3 = x

∂

∂x
+ t
∂

∂t
. (2.10)

Бесконечномерной части L∞ допускаемой алгебры соответствует оператор
(2.2).
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5. Приведем результаты вычислений функций ξ, τ,ϕ для примеров 2,
3, 4.
Пример 2.

ξ = ax + c2, τ = c3t + c4; ϕ = ψ(u). (2.11)

Пример 3.
ξ = ψ1(x); τ = c1t + ψ2(x) + ψ3(u);
ϕ = ψ4(u),

(2.12)

где ψ1(x),ψ2(x),ψ3(u)—произвольные функции.
Пример 4. Здесь групповые свойства уравнения (2.7) описываются тео-

ремой (4). В формулах (2.11), (2.12) ψ(u) и ψ4(u)—произвольные функции.
6. В случае трех независимых переменных уравнение (1.5) будем рас-

сматривать в форме

utt =

2∑
i, j=1

Ai j(G1,G2)ui j + 2
2∑

i=1

A0i(G1,G2)uti, (2.13)

где G1 =
u1
ut

; G2 =
u2
ut

(
ut � 0; ui =

∂u
∂xi
, ut =

∂u
∂t

)
(i = 1, 2).

Аналогом теоремы (2) здесь является следующее утверждение
Теорема 5. Для того чтобы все гладкие решения уравнения (2.13) были

бы ф.-и. решениями, коэффициенты Ai j, A0i должны быть связаны услови-
ем:

2∑
i, j=1

Ai j(G1,G2)GiG j + 2
2∑

i=1

A0i(G1,G2)Gi = 1. (2.14)

Нетрудно проверить, что для уравнения (1.12) условие (2.14) будет вы-
полняться.
7. Оператор X для уравнения (1.12) запишем в виде

X = ξ1
∂

∂x
+ η1

∂

∂y
+ τ1
∂

∂t
, (2.15)

где ξ1, η1, τ1 зависят от t, x, y, u.
Групповые свойства уравнения (1.12) определяются следующей теоре-

мой.
Теорема 6. Координаты оператора (2.15) для уравнения (1.12) опреде-

ляются формулами:

ξ = ψ1(u)x + ψ2(u)y + ψ3(u)t + ψ4;
η = −ψ2(u)x + ψ1(u)y + ψ5(u)t + ψ6u;
τ = ψ3(u)x + ψ5(u)y + ψ1(u)t + ψ7(u);
ϕ = ψ8(u),

(2.16)

где ψi(u)— 8 произвольных функций.
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3. Краткое доказательство полученных результатов

Доказательство теоремы 1.
Пусть уравнение (1.5) допускает бесконечную подгруппу группы G то-

чечных преобразований с оператором (2.2). Для каждой функции ψ(u) мож-
но построить однопараметрическую группу, преобразования которой полу-
чаются интегрированием уравнения Ли [21, с. 8]

∂u′

∂α
= ψ(u′), u′|α=0 = u. (3.1)

В силу теоремы Коши получим локальное единственное решение задачи
(3.1)

u′ = F(u,α). (3.2)

Здесь каждой гладкой функции ψ(u) будет соответствовать функция F(u,α)
с параметром α, причем F(u, 0) = u.

Таким образом, уравнение (1.5) при наличии оператора (2.2) будет ин-
вариантным относительно точечного преобразования

x′i = x; t′ = t; u′ = F(u,α). (3.3)

А это означает, что для любого решения уравнения (1.5) будет выполняться
свойство (2.1), в котором можно заменить F(u) на F(u,α).
2. Доказательство теоремы 2.
В случае двух независимых переменных условие (1.6) будет таким

(ut)
2 = A11(θ)(ux)2 + 2A01(θ)utux, (3.4)

где θ = ut
ux
.

Обозначая B(θ) = A01(θ), исключая из (3.4) A11(θ) и подставляя значение
A11(θ) в соответствующее уравнение (1.5), придем к уравнению (2.3).
3. Доказательство теорем 3 и 4.
В настоящее время алгоритм нахождения групп точечных преобразова-

ний для различных дифференциальных уравнений достаточно хорошо раз-
работан [19–22], однако даже для сравнительно простых дифференциаль-
ных уравнений в частных производных, которые рассматриваются в насто-
ящей статье, необходимо преодолеть большие вычислительные трудности.

Поэтому в данной статье ввиду недостатка места не будем приводить
вычисления, а только кратко остановимся на основных моментах указан-
ного алгоритма.

Оператор (2.8) необходимо два раза продолжить [19–22], что приводит
к новому оператору

X2 = X + Φx ∂

∂p
+ Φt ∂

∂g
+ Φxx ∂

∂uxx
+ Φxt ∂

∂uxt
+ Φtt ∂

∂utt
,

(p = ux; g = ut)
(3.5)

коэффициенты которого вычисляются по хорошо известным форму-
лам [19–22].
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Критерий инвариантности, например, уравнения (2.3) относительно
группы точечных преобразований имеет вид:

X2(H)|H=0 = 0. (3.6)

Подставляя в (3.6) формулы для коэффициентов оператора (3.5) и пе-
реходя на многообразие H = 0, получим соотношение вида

�1uxx + 2�2uxt + �3 = 0. (3.7)

Коэффициенты �i не зависят от uxx, uxt, поэтому после ”расщепле-
ния” (3.7) придем к системе трех уравнений

�i = 0 (i = 1, 2, 3). (3.8)

Для уравнения (1.9) и для других уравнений, которые здесь будем рас-
сматривать, соотношения (3.8) являются многочленами невысокой степени
с коэффициентами, зависящими от производных функций ξ, τ,ϕ первого
и второго порядков. Поэтому необходимо расщепить соотношения (3.8) по
p, g, что приводит к искомой системе дифференциальных уравнений в част-
ных производных относительно ξ, τ,ϕ. Важно отметить, что указанная си-
стема уравнений является, как правило, сильно переопределенной, линей-
ной, однородной и совместной [18–21].

Приведем здесь так называемую определяющую систему [18–21] для
уравнения (1.9)

ϕx = 0; ϕt = 0; ϕxx = 0; ϕxt = 0; ϕtt = 0;
ξtt = 0; τxx = 0; ξxx − 2τxt = 0; htt − 2ξxt = 0.

(3.9)

Из (3.9) видно, что функция ϕ не зависит от t, x и, значит, является про-
извольной функцией от u. Это является характерным моментом для всех
рассматриваемых здесь уравнений. Интегрируя переопределенную систему
(3.9), придем к формулам (2.9).

При доказательстве теоремы (4) необходимо в соотношениях (3.9) при-
равнять к нулю все коэффициенты при B(θ), B2(θ), B′(θ). В результате вы-
числений определяющая система для уравнения (2.3) при произвольной
функции B(θ) будет следующей:

ϕx = 0; ϕt = 0; ϕtt = 0; ϕtx = 0; ϕxx = 0,
τx = 0; τu = 0; ξu = 0; ξt = 0; τt − ξx = 0.

(3.10)

Общее решение этой системы будет зависеть от одной произвольной функ-
ции и трех постоянных, что приводит к формулам (2.2), (2.10).
4. На подробностях получения формул (2.11), (2.12) останавливаться не

будем.
5. Доказательство теоремы (5) проводится аналогично доказательству

теоремы (2).
6. Теорема (6) доказывается совершенно аналогично теоремам (3) и (4),

поскольку алгоритм вычисления точечных групп преобразований ”работа-
ет” для произвольных систем дифференциальных уравнений. Заметим толь-
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ко, что здесь вычисления более громоздкие, чем в случае уравнений с дву-
мя независимыми переменными.

Определяющая система здесь гораздо более сложная и ее приводить не
будем.

Заключение

Итак, можно сделать вывод, что каждое уравнение (1.5), все гладкие
решения которого являются ф.-и. решениями, инвариантно относительно
группы точечных преобразований, связанной с оператором (2.2). Можно
показать, что если дано уравнение типа (1.5), коэффициенты которого за-
висят только от первых производных функции u, то требование инвариант-
ности этого уравнения относительно группы преобразований с оператором
(2.2) приводит к определенной однородности коэффициентов Ai j, A0i анало-
гично уравнению (2.13) при n = 2.

Когда статья была закончена, Л.М.Беркович сообщил мне о работе [23,
с. 139, 446], в которой без доказательства было приведено описание всего
класса нелинейных уравнений 2-го порядка с двумя независимыми пере-
менными, все решения которых являются функционально-инвариантными.
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ON GROUP PROPERTIES OF SECOND-ORDER PARTIAL
DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH FUNCTIONALLY

INVARIANT SOLUTIONS3
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Point transformation groups technique is applied to the second-order
quasilinear partial differential equations with their all functionally invari-
ant smooth solutions. Infinitesimal operators of these equations are always
depend on arbitrary functions. A criterion for separating the equations
with the above characteristics are found. The two classes of such equa-
tions with two and three independent variables are obtained. Transforma-
tion groups are calculated for a number of particular equations, two of
them being of special intrest: the equation obtained by G.Monge describ-
ing a class of ruled surfaces, and the implicit form of the Born-Infeld
equation wich is well-known in physics.
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