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ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ МАТЕМАТИКА

УДК 519.6

О СХОДИМОСТИ АЛГОРИТМОВ АДАПТАЦИИ ДЛЯ
МОДЕЛЬНОЙ СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННОЙ

КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ

c© 2003 И.А. Блатов,1 Л.М. Исаева2

Алгоритмам построения подвижных адаптивных сеток, автомати-
чески подстраивающимся к особенностям решения задачи, посвящена
обширная литература [1]. Однако, насколько нам известно, в лите-
ратуре отсутствует строгое математическое обоснование сходимости
таких алгоритмов к предельным разбиениям, на которых оценка по-
грешности при заданном количестве узлов будет оптимальной или
близкой к оптимальной. В настоящей работе приводятся строгое ма-
тематическое обоснование сходимости алгоритма адаптации для мо-
дельной сингулярно возмущенной задачи.

1. Обозначения

В этой работе будем использовать следующую терминологию. [r] обо-
значает целую часть вещественного числа r. Пусть ∆ : − 1 = t−p < t−p+1 <

< . . . < tp = 1— некоторое разбиение отрезка [−1, 1]. Через N1, i(t) будем
обозначать нормированные на единицу в C[−1, 1] сплайны первой степени
на разбиении ∆ с носителем на интервале (ti, ti+2), а через S (∆, 1, 1)—
пространство линейных сплайнов дефекта 1 на сетке ∆. Всюду ε означает
малый положительный параметр. Через C, C1, C2 . . . будем обозначать по-
ложительные константы, не зависящие от ε и разбиения ∆. Будем писать
f (ε, ∆) = O∗(g(ε, ∆)), если C1| f (ε, ∆)| 6 g(ε, ∆) 6 C2| f (ε, ∆)|. ‖ A ‖2 обозначает
спектральную норму квадратной матрицы A.

2. Постановка краевой задачи

Рассмотрим на отрезке [−1, 1] сингулярно возмущенную задачу

Lx ≡ −ε2ẍ + c(t)x = f (t), c(t) > c0 > 0, (2.1)
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x(−1) = x(1) = 0. (2.2)

Здесь x ∈ D, где D — область определения оператора L, а функции c(t) и
f (t) из класса C2[−1, 1].

Эта задача имеет особенности типа пограничного слоя в окрестности
точек ±1, и справедливо [2] асимптотическое разложение

x(t) = f (t)/c(t) −C1e
−c(−1)

t + 1
ε −C2e

c(1)
t − 1
ε + O(e

−
1
ε ).

.

Определение 1. Зафиксируем некоторую константу C > 0. Границей
пограничного слоя мы будем называть такое число a(C), что при t ∈ [−a, a]
имеет место оценка

max




max

t∈[−a, a]
e
c(1)

t − 1
ε , max

t∈[−a, a]
e
−c(−1)

t + 1
ε




6

C

m2
,

где C не зависит от t, ε ∈ (0, 1].
Определение 2. Число ã(C) = inf a(C) будем называть точной границей

погранслоя.

Легко убедиться, что границей пограничного слоя для задачи (2.1)–(2.2)
будет число a(C) = 1− 2

c0
ε | ln m |, причем справедливо равенство a(C) = ã(C)+

+ O(ε), где c0 = min{c(−1), c(1)}. Величина a(C) близка к ã(C).
Мы будем предполагать, что нам известно расположение погранслоев,

но неизвестна их точная граница. Поэтому будем рассматривать адаптаци-
онные алгоритмы, позволяющие определить эту границу.

3. Дискретизация краевой задачи (2.1)–(2.2)

Выберем разбиение отрезка [−1, 1] в соответствии с известной мето-
дикой Шишкина [7]. Сетка Шишкина ∆ представляет собой комбинацию
густого и редкого разбиений отрезка и определяется формулой

ti =






a
i
m
, i = 0, 1, ... m,

a + (1− a)
i − m

k∗ − m
, i = m + 1, m + 2, ... k∗.

(3.1)

t−i = −ti, i = 0, 1, ... k∗, (3.2)

где k∗ = m +

[

2
p0

m| ln m|
]

+ 1, a = 1− 2
p0
ε ln m, m ∈ N, p0 = c0.

Построенное разбиение будем называть сеткой Шишкина с парамет-
ром p0.

Точка a = 1− 2
p0
ε ln m, p0 = c0 зависит от константы c0 из уравнения (2.1).

Будем предполагать, что эта константа нам неизвестна и поставим задачу
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построения такого алгоритма, который, начиная с некоторого приближен-
ного значения для этой константы, позволит получить значение, обеспечи-
вающее нахождение приближенного решения с порядком O(h2) независимо

от ∀ε, h, таких, что ε ∈ (0, ε0], h ∈ (0, h0],
ε ln m

h
6 γ.

Введем пространства

E = {xm = xm(t) ∈ S (∆, 1, 1), xm(−1) = xm(1) = 0} , F = LE,

где S (∆, 1, 1)— пространство линейных сплайнов дефекта 1 на сетке Шиш-
кина ∆, определяемые равенствами (3.1)–(3.2). Размерность пространств E
и F равна 2k∗ − 1.

Для нахождения приближенного решения задачи (2.1)–(2.2) будем ис-
пользовать метод конечных элементов Галеркина, суть которого состоит в
отыскании xm(t) ∈ E такой, что для любой функции y(t) ∈ E имеет место

(Lxm, y) = ( f , y), (3.3)

где скалярное произведение понимается в смысле L2[−1, 1].

4. Алгоритм адаптации сетки

I. Задается некоторое значение p0 > p0 = c0 и для него строится со-
ответствующая сетка Шишкина по правилу (3.1)–(3.2), где a = a0 =

= 1− 2
p0
ε ln m. В результате решения задачи (3.3) на сетке (3.1)–(3.2)

получается приближенное решение xm, p0(t). Полагаем k = 0. Фиксиру-
ем C1 > 0.

II. Задается следующее значение pk+1
= pk − τk, где τk — выбирается так,

чтобы |ak − ak+1| = C1ε ln ln m. Здесь ak = tm, pk (t), ak+1 = tm, pk+1 — грани-
цы между густым и редким разбиениями сетки Шишкина (3.1)–(3.2)
соответственно при p = pk и p = pk+1. В результате решения задачи
(3.3) при p = pk+1 получается приближенное решение xm, pk+1(t).

III. Ищем величину µk = ‖xm, pk+1(t) − xm, pk(t)‖C[ak+1, ak] .

IV. Если k = 0, тогда k := k+1 и происходит переход к пункту 2, иначе —
переход к пункту 5.

V. Если µk > ln m/m2, тогда k := k + 1 и происходит переход к пункту 2,
иначе — конец алгоритма.

Обоснование сходимости алгоритма дано в теореме 10.1.

5. Галеркинский проектор

Определение 3. Оператор P : D(L)→ E называется галеркинским про-

ектором, если Px = xm, где x — точное решение задачи (2.1)–(2.2), xm —
решение задачи (3.3).
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Как было показано в [3], галеркинский проектор P можно представить
в виде

Px =
k∗−1∑

j=−k∗+1

F(λ j, x)N1, j−1(t), (5.1)

где F(λ j, x) = ε2(λ′j, x′)+ (λ j, c(t)x); N1, i(t), i = −k∗, k∗ − 2— совокупность нор-
мированных на единицу в C[−1, 1] сплайнов из пространства E с носителем
(ti, ti+2); {λ j(t)}, j = −k∗ + 1, k∗ − 1— совокупность функций из S (∆, 1, 1), об-
разующих биортогональный к {N1, i(t)} базис в смысле формы F.

Имеем
F(N1, i, λ j) = δi, j−1. (5.2)

Следует заметить, что функции {λ j(t)} нумеруются по вершине узла, а
соответствующие им сплайны {N1, j−1(t)}— по самой левой узловой точке их
носителя (t j−1, t j+1).

Задача (2.1)–(2.2) имеет две особые точки, в окрестности которых про-
изводная решения резко изменяется. Это точки t±m = ±a.

Пусть

α(t) =






h + tm − t, t ∈ [0, tm],

h +min
{ t − tm
ε
, 1

}

, t ∈ [tm, 1];
(5.3)

α(−t) = α(t), (5.4)

весовая функция, малая в окрестности этих точек и растущая при удале-
нии от них. Введем весовую норму по формуле

‖α(t)x(t)‖C[−1, 1] = ‖x(t)‖α. (5.5)

Тогда, несмотря на то, что мы не можем хорошо приблизить x(t) лома-
ной в ‖ · ‖C[−1, 1] из-за особенностей, весовая норма подавит их и в ‖ · ‖α
приближение будет хорошим.

Будем говорить, что семейство галеркинских проекторов P = P(ε, m)
обладает свойством локальности, если

‖ P ‖α6 C. (5.6)

Если предположить, что оценка (5.6) справедлива, тогда на отрезке
[ak+1, 1] приближенное решение xm, pk+1(t) будет мало отличаться от точного
решения x(t), несмотря на то, что на близких отрезках они отличаются
сильно. В результате на [ak+1, 1] будет иметь место приближенная формула

‖xm, pk+1(t) − xm, pk (t)‖C[ak+1, 1] ≈ ‖x(t) − xm, pk (t)‖C[ak+1, 1]. (5.7)

Она характеризует близость текущей сетки к оптимальной. Приближенное
равенство (5.6) будет улучшаться при приближении текущей сетки к опти-
мальной и ухудшаться при удалении от нее, что является обоснованием
сходимости алгоритма адаптации.

В данной работе нашей целью является доказательство локальности га-
леркинской проекции приближенного решения xm(t) задачи (3.3), т.е. оцен-
ки (5.6), и теоремы о сходимости алгоритма адаптации.
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Основной конструкцией при доказательстве (5.6) служит биортогональ-
ный базис λi(t) в тестовом пространстве F. Представление галеркинского
проектора (5.1) через базис из B-сплайнов и биортогональный к нему в
L2[−1, 1] базис в тестовом пространстве позволит доказать равномерную
по ε и m ограниченность весовых норм галеркинских проекторов и тем
самым получить основной результат.

Определение 4. Будем называть дискретным решением однородной за-
дачи, соответствующей задаче (2.1)–(2.2), на отрезке [ti, t j] такую функ-
цию ui(t) ∈ S (∆, 1, 1), что

F(N1, k, ui) = 0, i 6 k 6 j − 2. (5.8)

Будем искать ядра биортогональных функционалов λi(t) в виде

λi(t) = α̃i

{

u1
i (t), t 6 ti,

u2
i (t), t > ti,

(5.9)

где функции u1
i (t) и u2

i (t) являются дискретными решениями соответственно
на [−1, ti] и [ti, 1], α̃i — множитель, обеспечивающий склейку функций u1

i (t)
и u2

i (t) в точке t = ti.
В дальнейшем для краткости биортогональными функционалами будем

называть их ядра λi(t), µi(t) и.т.д.

Дискретные решения как и биортогональные функционалы нумеруются
по вершине узла.

Для построения биортогональных функционалов λi(t) сначала постро-
им вспомогательные ”локальные функционалы” µi(t) в погранслоях и на
(−a, a).

6. Построение локальных функционалов в интервале (−a, a)

Будем искать функцию µ1
i (t) ∈ S (∆, 1, 1), t ∈ [t−m, tm], −m 6 i 6 m,

такую, что

F(N1, j, µ
1
i ) = 0, −m − 1 6 j 6 m − 1, (6.1)

где F(N1, j, µ
1
i ) = ε2(N′1, j, µ

1
i
′
) + (N1, j, c(t)µ1

i ), в виде

µ1
i (t) =

m−1∑

k=−m−1

γkN1, k(t). (6.2)

Здесь γk, k = −m − 1, m − 1— неизвестные коэффициенты, подлежащие
определению; интегралы при вычислении F(u, v) берутся по t−m, tm.

Из условия биортогональности в смысле формы F (6.1) имеем:

m−1∑

k=−m−1

γkF(N1, j, N1, k) = δi−1, j, −m − 1 6 j 6 m − 1. (6.3)

Формула (6.3) есть СЛАУ относительно γ−m−1, γ−m, ... γm−1. Матрица
этой системы есть матрица Грама A = {asl}m−1

s, l=−m−1 относительно скалярного
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произведения [u, v] = F(u, v). Тогда (6.3) можно записать в векторно-мат-
ричной форме

Aγ = b,

где γ = (γ−m−1, γi+1, ... γm−1)t, b = (b−m−1, b−m, ... bm−1)t, A = {asl}m−1
s, l=−m−1.

Очевидно, что матрица A трехдиагональна, т.е. asl = 0 при |s − l| > 1,
а вектор b имеет только одну компоненту bi−1 = 1, отличную от нуля.

Лемма 6.1. Найдется такая константа C > 0, не зависящая от i, m,
что при εm 6 1 справедливы оценки:

‖ A−1 ‖26 Cm. (6.4)

Замечание. Нормировкой базисных функций на единицу в L2[−1, 1]
мы можем заменить оценку (6.4) на оценку

‖ A−1 ‖26 C. (6.5)

Лемма 6.2. Для нормированных на единицу в L2[−1, 1] функций Ñ1, i(t)
справедливы оценки:

|F(Ñ1, i, Ñ1, j)| 6 C3. (6.6)

Теорема 6.1 [4]. Для любой константы C4 > 0 найдутся такие кон-
станты C5 > 0, q ∈ (0, 1), что если трехдиагональная матрица A такова,
что max

{

‖ A ‖2, ‖ A−1 ‖2
}

6 C4, тогда элементы матрицы A−1
= {arev

s, l}
m−1
s, l=−m−1

удовлетворяют оценкам

|arev
s, l| 6 C5q|s−l|, s, l = −m − 1, m − 1. (6.7)

Из формул (6.5), (6.6) и теоремы Демко получаем:

|arev
s, l| 6 C5mq|s−l|, s, l = i, m − 2. (6.8)

Используя оценки (6.8) для системы (6.3), имеем:





γ−m−1

γ−m
...

γm−1





= A−1b =





arev
−m−1, i
arev
−m, i
...

arev
m−1, i





⇒

⇒ |γi+k | = |arev
i+k, i||F(Ñ1, i, Ñ1, i−1)| 6 C7q|k|.

Итак, доказана оценка

|γi+k | 6 C7q|k|. (6.9)

Из (6.9) и формулы (6.2) с учетом равенства Ñ1, i = O∗(m1/2)N1, i выте-
кает оценка биортогонального функционала µ1

i (t) при t ∈ [ti+k, ti+k+1], k =

= 0, m − i − 1:

|µ1
i (t)| = O∗(m1/2)|γi+k−1Ñ1, i+k−1(t) + γi+kÑ1, i+k(t)| 6 mC7q|k|−1. (6.10)
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7. Построение локальных функционалов
в пограничных слоях

Будем обозначать через κ1, 2
±i (t), i = m, k∗ − 1 дискретные решения, по-

строенные в пограничных слоях. При этом
κ1

i (t), i = m + 1, k∗ − 1— дискретное решение при t ∈ [a, ti];
κ1
−i(t), i = −k∗ + 1, −m − 1— дискретное решение при t ∈ [t−i, −a];
κ2

i (t), i = m, k∗ − 1— дискретное решение при t ∈ [ti, 1];
κ2
−i(t), i = −k∗ + 1, −m — дискретное решение при t ∈ [−1, t−i].

Тогда локальный функционал в погранслое строится в виде

µi(t) =

{

κ1
i (t), t ∈ [a, ti];
κ2

i (t), t ∈ [ti, 1],
i = m, k∗ − 1,

µi(t) =

{

κ2
i (t), t ∈ [−1, ti],
κ1

i (t), t ∈ [ti, −a],
i = −k∗ + 1, −m.

Для определенности рассмотрим построение биортогонального функцио-
нала в правом погранслое на отрезке [a, 1] (на отрезке [−1, −a] построение
проводится аналогично).

Пусть

Gε(t, ti) =

{

vε, i(t), t ∈ [tm, ti]
wε, i(t), t ∈ [ti, 1]

, i = m, k∗ − 1 (7.1)

является функцией Грина краевой задачи для уравнения (2.1) на отрезке
[a, 1] с условиями u(a) = u(1) = 0. Тогда Gε(t, ti), i = m + 1, k∗ − 1 удовле-
творяет однородным условиям на отрезке [a, 1]

vε, i(a) = wε, i(1) = 0. (7.2)

Здесь vε, i(t) и wε, i(t) — соответственно левая и правая срезки функции Гри-
на. Определим

νi(t) =

{

ṽε, i(t), t ∈ [tm, ti],
w̃ε, i(t), t ∈ [ti, 1]

как кусочно-линейный интерполянт функции Грина при i = m + 1, k∗ − 1,
где ṽε, i(t) и w̃ε, i(t) — кусочно-линейные интерполянты функций vε, i(t) и
wε, i(t). При i = m определим νi(t) как кусочно-линейный интерполянт ωε, m,
удовлетворяющего условию (7.2).

Будем искать биортогональный функционал µi(t) в виде

µi(t) =
k∗−1∑

k=m

αk, iνk(t), m 6 i 6 k∗ − 1, t ∈ [tm, 1], (7.3)

причем
F(N1, j, λi) = δi−1, j. (7.4)

Из условия биортогональности в смысле формы F (7.4) имеем СЛАУ

k∗−1∑

k=m

αk, iF(N1, j, νk(t)) = δi−1, j, m − 1 6 j 6 k∗ − 2, m 6 i 6 k∗ − 1. (7.5)
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Из условия ti+1 − ti = O∗
(
ε

m

)

и оценок кусочно-линейной интерполяции
можно получить

∣
∣
∣F(N1, j, νk(t))

∣
∣
∣ =






O

(

1
m2

)

, j < k − 1,

1+ O

(

1
m

)

, j = k − 1,

O

(

1
m3

)

, j > k − 1.

(7.6)

Тогда СЛАУ (7.5) имеет вид




1+ O

(

1
m

)

O

(

1

m3

)

· · · O

(

1

m3

)

O

(

1

m2

)

1+ O

(

1
m

)

· · · O

(

1

m3

)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

O

(

1

m2

)

O

(

1

m2

)

· · · 1+ O

(

1
m

)









αm, i

αm+1, i

· · ·
αk∗−1, i





=

=





0
· · ·
0
1
0
· · ·
0





← i − 1 (7.7)

для каждого конкретного i = m, k∗ − 1, т.е. таких систем будет k∗ − m.
Введем обозначения





αm, i

αm+1, i
...

αk∗−1, i





= αi,





1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...
...
...
...

0 0 · · · 1





= Ii,





O
(

1
m

)

O
(

1
m3

)

· · · O
(

1
m3

)

O
(

1
m2

)

O
(

1
m

)

· · · O
(

1
m3

)

...
...

...
...

O
(

1
m2

)

O
(

1
m2

)

· · · O
(

1
m

)





= Ei, i − 1→





0
...

0
1
0
...

0





= ei

и перепишем k∗ − m систем (7.7) в векторно-матричном виде

(Ii + Ei)αi = ei, i = m, k∗ − 1, (7.8)

где ‖ Ei ‖∞6
C
m .



66 И.А.Блатов, Л.М.Исаева

Оценим элементы вектора αi = {αk, i}, i = m, k∗ − 1, k = m, k∗ − 1.

αi = (Ii + Ei)
−1ei =




Ii +

∞∑

j=1

E j
i (−1)j




ei.

Так как

∥
∥
∥
∥
∥
∥

∞∑

j=1
E j

i

∥
∥
∥
∥
∥
∥

6
∞∑

j=1
‖ Ei ‖ j6

∞∑

j=1

(
C
m

) j
=

C/m
1−C/m = O

(
1
m

)

, то получаем, что

αk, i =






1+ O
(

1
m

)

, k = i,

O
(

1
m

)

, k , i.
(7.9)

Итак, локальные биортогональные функционалы в правом погранслое
имеют вид

µi(t) =
k∗−1∑

k=m

αk, iνk(t) =

(

1+ O

(

1
m

))

νi(t) +
k∗−1∑

k=m, k,i

αk, iνk(t), m 6 i 6 k∗ − 1, t ∈ [tm, 1],

где αk, i удовлетворяют оценкам (7.9).

8. Построение биортогональных функционалов

Искомые функционалы λi(t) построим путем коррекции функционалов,
построенных в предыдущих пунктах. Вначале построим корретирующие
функционалы λ±m(t).

Положим

λ̃m(t) =






αµm(t), t ∈ [tm, 1],
µ1

m(t), t ∈ [t−m, t, m],
0, t ∈ [−1, t−m],

(8.1)

где µm(t), µ1
m(t) — локальные биортогональные функционалы, построенные

в предыдущих пунктах, а множитель α выбирается так, чтобы функция
(8.1) была непрерывна при t = tm.

В частности, из оценок предыдущих пунктов имеем

µm(a) = O∗
(

1
ε

)

, µ1
m(a) = O(m), α = O(εm). (8.2)

Из условий (8.1), (8.2), определения µm(t), µ1
m(t) и условия εm =

= O((ln m)−1) имеем

F(N1, m−1, λ̃m) = 1+ O((ln m)−1). (8.3)

Определим функционал λ̂m(t) по формуле

λ̂m(t) = ∆1λ̃m(t), (8.4)

где нормирующий множитель ∆1 подбирается из условия

F(N1, m−1, λ̂m) = 1,

то есть, согласно (8.3)
∆1 = 1+ O∗(εm). (8.5)
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Функционал λ̂−m(t) определим по формуле

λ̂−m(t) = λ̂m(−t). (8.6)

Из определения λ̂±m и оценок п. 6 следует, что

F(N1, k, λ̂m) =






1, k = m − 1,
0, k , m − 1, −m − 1,
O(mq−m), k = −m − 1;

F(N1, k, λ̂−m) =






1, k = −m − 1,
0, k , m − 1, −m − 1,
O(mq−m), k = m − 1.

(8.7)

Определим, наконец, λ±m по формулам

λm(t) = αmλ̂m(t) + α−mλ̂−m(t), λ−m)(t) = βmλ̂m(t) + β−mλ̂−m(t), (8.8)

где константы α±m, β±m определяются из условий (7.4) при i = ±m. Из (8.7)
имеем

αm = 1+ O(mqm), α−m = O(mqm), βm = O(mqm), β−m = 1+ O(mqm). (8.9)

Остальные функционалы λi(t) определим формулами

λi(t) = µ̃i(t) − F(N1, −m−1, µ̃−m−1)λ−m(t) − F(N1, m−1, µ̃m−1)λm(t),

i = −k∗ + 1, k∗ − 1, i , ±m, (8.10)

где µ̃i(t) — частичные биортогональные функционалы из предыдущих пунк-
тов, продолженные нулем на [−1, 1] с [a, 1] или [−1, −a].

9. Локальность галеркинского проектора

Как было показано в [3], галеркинский проектор можно представить в
виде (5.1). В весовой норме (5.3)–(5.4) для него имеет место оценка

‖ Px ‖α=
∥
∥
∥
∥
∥
∥

k∗−1∑

j=−k∗+1
F(λ j(t), x(t))N1, j−1(t)α(t)

∥
∥
∥
∥
∥
∥

C[−1, 1]

6

6 max
t−k∗6t6t−k∗+1

| α(t) | · |F(λ−k∗+1(t), x(t))|+

+ max
−k∗+16 j6k∗−2

max
t j6t6t j+1

| α(t) | ·
(∣
∣
∣F(λ j(t), x(t))

∣
∣
∣ +

∣
∣
∣F(λ j+1(t), x(t))

∣
∣
∣

)

+

+ max
tk∗−16t6tk∗

| α(t) | · |F(λk∗−1(t), x(t))| .

Если мы докажем, что

max
t j6t6t j+1

| α(t) |
(∣
∣
∣F(λ j(t), x(t))

∣
∣
∣ +

∣
∣
∣F(λ j+1(t), x(t))

∣
∣
∣

)

6

6 C max
−16t61

| α(t)x(t) | = C ‖ x ‖α, j = −k∗, k∗ − 1,

то тогда будет справедлива оценка

‖ Px(t) ‖α6 C ‖ x(t) ‖α,
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или

‖ P ‖α6 C. (9.1)

Оценка (9.1) является обоснованием локальности галеркинского проектора
(5.1).

Предположим, что при j = −k∗, k∗ − 1

max
t∈[t j, t j+1]

| α(t) |= O∗
(

min
t∈[t j, t j+1]

| α(t) |
)

, (9.2)

max
t∈[t j, t j+1]

| α(t) |= O∗
(

max
t∈[t j±1, t j±1+1]

| α(t) |
)

, (9.3)

α(t) > 0.

При допущениях (9.2)–(9.3) для доказательства (9.1) достаточно уста-
новить оценку

∣
∣
∣F(λ j(t), x(t))

∣
∣
∣

∣
∣
∣α(t j)

∣
∣
∣ 6 C ‖ x(t) ‖α . (9.4)

Прибавим и отнимем в левой части (9.4) от функции x(t) кусочно-линей-
ный интерполянт

xI(t) =
k∗−2∑

i=−k∗
ϕiN1, i(t).

Получим
∣
∣
∣F(λ j(t), x(t))

∣
∣
∣

∣
∣
∣α(t j)

∣
∣
∣ =

∣
∣
∣F(λ j(t), x − xI) + F(λ j(t), xI)

∣
∣
∣

∣
∣
∣α(t j)

∣
∣
∣ =

=

∣
∣
∣F(λ j(t), x − xI) + x(t j)

∣
∣
∣ α(t j) 6 α(t j)

∣
∣
∣F(λ j(t), x − xI)

∣
∣
∣ +C1 ‖ x ‖α,

так как

F(λ j(t), xI) = F

(

λ j(t),
k∗−2∑

i=−k∗
ϕiN1, i(t)

)

=

k∗−2∑

i=−k∗
ϕi

δi, j−1
︷           ︸︸           ︷

F(λ j, N1, i(t)) =

= ϕ j−1F(λ j, N1, j−1) = ϕ j−1 = xI(t j) = x(t j).

Тогда вместо (9.4) достаточно доказать
∣
∣
∣F(λ j, x − xI)

∣
∣
∣ α(t j) 6 C ‖ x ‖α . (9.5)

Рассматривая отдельно три случая, когда j = m, 0 6 j 6 m − 1, m +
+ 1 6 j 6 k∗ − 1, и пользуясь свойствами биортогональных функционалов,
построенных в предыдущих пунктах, и оценками кусочно-линейной интер-
поляции, можно получить, что оценки (9.5) имеют место в первых двух
случаях, а в последнем случае присутствует дополнительный множитель
ln m, который растет не очень быстро. Таким образом, имеет место тео-
рема о ”почти” локальности галеркинского проектора.

Теорема 9.1. Пусть весовая функция задана равенствами (5.3)–(5.4).
Тогда справедлива оценка

‖ P ‖α6 C ln m, (9.6)

где C не зависит от ε, m.
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10. Обоснование сходимости алгоритма адаптации сетки
(I)–(V) раздела 4.

Теорема 10.1. Найдутся такие константы ε0 > 0, m0 ∈ N, γ > 0,
C > 0, C1 > 0, C2 > 0, что для любых ε ∈ (0, ε0], m > m0 : ε | ln m |6 γ

m
алгоритм (I)–(V) раздела 4 закончит работу при k < C2 ln m/ ln ln m, причем
для решения x(k)

m на сетке, определяемой параметром pk, будет справед-
лива оценка:

‖x(k)
m − x‖C[−1, 1] 6

C ln m

m2
. (10.1)

Доказательство теоремы 10.1.
I этап. Алгоритм (I)–(V), суть которого состоит в процессе подбора

параметра pk, где k — число итераций, продолжает свою работу до тех
пор, пока будет иметь место оценка

‖xm, pk+1(t) − xm, pk (t)‖C[ak+1, ak] > ln m/m2. (10.2)

На первом этапе будем заниматься изучением вопроса, достаточно ли кри-
терия (10.2) для достижения точной границы пограничного слоя ã.

Оценим величину разности между точным и приближенным решениями
в равномерной норме для разбиения с границей ak.

‖Px − x‖C[ak+1, ak] 6 ‖P(x − x̃)‖C[0, ak] + ‖x − x̃‖C[ak+1, ak] , (10.3)

где x̃ ∈ E — наилучшее приближение точного решения на заданном отрезке.
В силу определения наилучшего приближения, вида асимптотики точного
решения (п.2), погрешности кусочно-линейной аппроксимации, невозможно-
сти приблизить погранслойные экспоненты линейной функцией на отрезке
длины h с относительной погрешностью лучше, чем O(minh2/ε2) = O(1),
имеем

‖x − x̃‖C[ak+1, ak] = O∗
(

ec0(ak − 1)ε−1
+

1

m2

)

.

Пользуясь свойством ”почти” локальности галеркинского проектора и оцен-
кой наилучшего равномерного приближения, аналогичным образом полу-
чаем оценку

‖P(x − x̃)‖C[ak+1, ak] 6 C4

(

ec0(ak − 1)ε−1
+

1

m2

)

ln m

и (10.3) примет вид

O∗
(

ec0(ak − 1)ε−1
+

1
m2

)

6‖ Px − x ‖C[ak+1, ak]6

6 O∗
(

ec0(ak − 1)ε−1
+

1
m2

)

ln m. (10.4)

Аналогичным образом можно получить оценку для границы погранслоя
ak+1

O∗
(

ec0(ak−1 − 1)ε−1
+

1

m2

)

6‖ Px − x ‖C[ak+1, ak]6
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6 O∗
(

ec0(ak−1 − 1)ε−1
+

1
m2

)

ln m. (10.5)

При реализации алгоритма (I)–(V) раздела 4. граница густого и редкого
разбиений отрезка [0, 1] сдвигается влево на величину порядка O(ε ln ln m).
При этом происходит улучшение аппроксимации приближенного решения

на величину O∗
(

ec0(ak − 1)ε−1)

−O∗
(

ec0(ak − 1)ε−1)

ln m = O∗
(

ec0(ak − 1)ε−1)

, ес-

ли только C1c0 > 1 в окрестности точной границы погранслоя. Это движе-
ние будет продолжаться до тех пор, пока для некоторых C5, C6 > 0

C5ec0(ak − 1)ε−1
>

C6 ln m

m2
,

т.е.

c0
ak − 1
ε

> ln
C5

C6
− ln(C1m2/ ln m),

ak > 1+
ε

c0

(

ln
C5

C6
− ln C5 − 2 lnm + ln ln m

)

,

ak > 1− 2ε
c0

ln m
︸       ︷︷       ︸

ã

+
ε

c0
(ln C7 − ln ln m),

ak > ã + O(ε ln ln m).

Итак, мы дойдем до точной границы погранслоя с точностью

O(ε) ln ln m, а количество итераций в алгоритме будет порядка O

(

ε ln m
ε ln ln m

)

=

= O(ln m).
II этап. Здесь изучается вопрос о том, не переходим ли мы точную

границу пограничного слоя при уменьшении pk.
Предположим, что переход за точную границу пограничного слоя про-

изошел. Тогда имеем

ec0c0(ak − 1)ε−1
<

C5

m2
.

Но тогда пространство E содержит аппроксимацию точного решения по-

рядка O

(

1
m2

)

. В силу квазиоптимальности метода Галеркина для рассмат-

риваемой задачи [3] норма разности в п. III рассматриваемого алгоритма
будет величиной такого же порядка, и уже на следующем шаге алгоритм
закончит свою работу. Теорема доказана.

11. Доказательства и вспомогательные результаты

Доказательство леммы 6.1. Поскольку система {N1, k} линейно неза-
висима, то матрица A есть симметричная положительно определенная мат-
рица. Действительно, рассмотрим квадратичную форму этой матрицы

(Aγ, γ) =
m−2∑

s=i

(
m−2∑

k=i
askγk

)

γs =
m−2∑

s=i

m−2∑

k=i
F(N1, s, N1, k)γkγs =

= F

(
m−2∑

s=i
γsN1, s,

m−2∑

k=i
γkN1, k

)

= F

(
m−2∑

s=i
γsN1, s,

m−2∑

s=i
γsN1, s

)

=

[
m−2∑

s=i
γsN1, s

]2

,
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где [u]2
= F(u, u).

Докажем, что




m−2∑

s=i

γsN1, s





2

>
C1

m

m−2∑

s=i

|γs|2, (11.1)

где C1 > 0 не зависит от i, m, γ.
Имеем:
[
m−2∑

s=i
γsN1, s

]2

= ε2
(

m−2∑

s=i
γsN′1, s,

m−2∑

s=i
γsN′1, s

)

+

(

c(t)
m−2∑

s=i
γsN1, s,

m−2∑

s=i
γsN1, s

)

>

>

(

c(t)
m−2∑

s=i
γsN1, s,

m−2∑

s=i
γsN1, s

)

=

m−1∑

ν=i

tν+1∫

tν

c(t)

(
m−2∑

s=i
γsN1, s

)2

dt =

=

m−1∑

ν=i

tν+1∫

tν

c(t)(γν−1N1, ν−1 + γνN1, ν)2dt >

>
m−1∑

ν=i

tν+1∫

tν

c(t)(γ2
ν−1N2

1, ν−1(t) + γ2νN
2
1, ν(t))dt >

ah
3

m−1∑

ν=i
min

tν6t6tν+1
c(t)(γ2

ν−1 + γ
2
ν) >

>
2ah
3 min

ti6t6tm
c(t)

m−2∑

ν=i
|γν|2 = C1

m

m−2∑

ν=i
|γν|2,

где C1 ни от чего не зависит. Оценка (11.1) доказана.
Получили, что

|(Aγ, γ)| > C1

m

m−2∑

ν=i

|γν|2.

Отсюда очевидно, что
‖ A−1 ‖26 C2m.

Полагая C = C2, получаем утверждение леммы.
Доказательство леммы 6.2. Нормированные на единицу в L2[−1, 1]

базисные функции N1, i(t) имеют вид:

N1, i(t) = O∗
(√

m
)






t−ti
ah , t ∈ [ti, ti+1),
ti+2−t

ah , t ∈ [ti+1, ti+2),
0, t < [ti, ti+2);

N′1, i(t) = O∗
(√

m
)






1
ah , t ∈ [ti, ti+1),
− 1

ah , t ∈ [ti+1, ti+2),
0, t < [ti, ti+2).

(11.2)

Тогда

|F(N1, i, N1, j)| = |ε2(N′1, i, N′1, j) + (c(t)N1, i, N1, j)| 6
6 ε2 ‖ N′1, i ‖2‖ N′1, j ‖2 + max

t∈suppN1, i
⋂

suppN1, j

c(t) =

=

√

ε2(N′1, i, N′1, i)
√

ε2(N′1, j, N′1, j) + max
t∈suppN1, i

⋂

suppN1, j

c(t). (11.3)

Так как

ε2(N′1, i, N′1, i) = ε
2O∗(m)

ti+2∫

ti

dt

a2h2
= O∗

(

ε2m2
)

,
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max
t∈suppN1, i

⋂

suppN1, j

c(t) = O(1),

то оценка (11.3) примет вид

|F(N1, i, N1, j)| = O∗
(

ε2m2
)

+ O(1) = O(1)

в силу условия εm 6 1. Лемма доказана.
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ON CONVERGENCE OF ALGORITHMS OF ADAPTATION
FOR MODELLING A SINGULARLY PERTURBED

BOUNDARY VALUE PROBLEM
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The wide range of literary sources is dedicated to algorithms of con-
struction of mobile adaptive grids automatically fine-tuned to features of
the solution of a problem [1]. However, to our knowledge, in the liter-
ature there are no rigorous mathematical proofs of convergence of such
algorithms to limiting splittings, on which one the estimation of error
at a given number of clusters would be optimum or close to optimum.
In the present study the rigorous mathematical proofs of convergence
of algorithm of adaptation for modelling singular perturbed problem are
given.
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