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В работе предлагается схема экспериментального определе-
ния параметров внутреннего трения вязкоупругого стареющего
материала. В ходе эксперимента определяется динамическая ре-
акция вращающегося изгибаемого стержня при действии неста-
ционарного нагружения, изменяющегося по заданному закону.
Построена математическая модель эксперимента в двух поста-
новках: технической терии вязкоупругого стержня (в рамках
гипотез Бернулли), с учетом инерции поворота сечений, и уточ-
ненной теории С.П. Тимошенко, с учетом деформаций сдвига.
Произведен анализ спектральных свойств соответствующих опе-
раторных пучков и построены спектральные разложения пере-
мещений оси стержня из инвариантного вязкоупругого материа-
ла и из стареющего материала в предположении, что параметр
внутреннего трения изменяется во времени линейно.

Введение

Исследование динамической реакции стареющих вязкоупругих
сред представляет как теоретический, так и прикладной интерес.
К задачам подобного типа следует отнести моделирование нестаци-
онарных колебаний быстростареющих гелей, используемых в нефте-
добыче, динамики растущих тел [1] и геотектонических процессов в
мантии земли [2]. Особенность указанного класса задач состоит в том,
что скорость изменения вязкоупругих параметров материала соизме-
рима со скоростью распространения звуковых волн в нем, и прин-
цип ”замораживания”, приводящий к разделению времени на ”быст-
рое” и ”медленное”, не может быть применен [3].

1 Представлена доктором физико-математических наук, профессором Ю.Н. Ра-
даевым.

2 Лычёв Сергей Александрович, кафедра механики сплошных сред Самарско-
го государственного университета, 443011, Самара, ул. Акад. Павлова, 1.
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В ряде случаев удается проинтегрировать уравнения движения,
сначала действуя на них интегральным преобразованием по простран-
ственной координате, а затем решая начальную задачу с переменны-
ми коэффициентами в пространстве изображений. Такой ход решения
позволяет получать замкнутые представления и для нестареющего ма-
териала, поскольку при этом исключается процедура обращения пре-
образования Лапласа, выполняемая, как правило, численно [4, 5].

В настоящей статье осуществлены техническая и уточненная по-
становки, а также построены замкнутые решения нестационарных на-
чально-краевых задач для вращающегося вязкоупругого стержня из
инвариантного и стареющего материала, специализированные для про-
ведения эксперимента по определению параметров внутреннего тре-
ния. Описание принципиальной схемы эксперимента приведено в раз-
деле 1. В разделах 2,3 осуществлены постановки задачи, учитываю-
щие а) инерцию вращения сечений (поправка Рэлея) и б) деформа-
цию сдвига (теория Тимошенко). Спектральному анализу несамосо-
пряженных операторных пучков, порождаемых этими постановками,
посвящены разделы 4, 5. В разделе 6 построены представления ре-
шений для инвариантного материала в форме спектральных разло-
жений для наиболее общих — упругих способов закрепления стержня,
а в разделе 7 — для стареющего материала Фойгта в предположении,
что параметр внутреннего трения изменяется линейно.

1. Экспериментальная установка

Один из эффективных способов определения вязкоупругих пара-
метров — экспериментальное определение динамической реакции вра-
щающегося стержня [6]. Вращение позволяет ”отделить” параметры
вязкости, поскольку при такой ”механической” поляризации возника-
ют перемещения в плоскости, перпендикулярной плоскости действия
нагрузки, что связано со специфичным для вязкоупругих сред отста-
ванием по фазе деформаций от напряжений.

Принципиальные схемы возможных экпериментальных установок
приведены на рис. 1. В схеме рис. 1,а вращающийся стержень из
немагнитного вязкоупругого материала шарнирно закреплен с двух
концов, на схеме рис 1,б он жестко закреплен во вращающемся па-
троне с одного конца. Техническая реализация схемы рис. 1,б проще,
однако, как будет показано ниже, теоретические представления изме-
ряемых величин, соответствующих схеме рис. 1,а, имеют удобную для
вычислений замкнутую форму.
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Рис. 1. Схема эксперимента Рис. 2. Расчетная схема

Поясним схему измерений. Электродвигатель M осуществляет вра-
щение стержня с постоянной угловой скоростью ω, нестационарное
поперечное нагружение f (t) осуществляется электромагнитом U, воз-
действующим на легкую магнитную вставку A. На обмотку электро-
магнита подаются импульсы заданной формы и частоты. Посредством
импульсной лазерной интерферометрии определяются перемещения
стержня в плоскости, перпендикулярной плоскости действия внешней
нагрузки.

Для идентификации параметров материала желательно распола-
гать математической моделью эксперимента, позволяющей получить
аналитические представления для динамической реакции. Наиболее
точной является модель цилиндра в постановке теории вязкоупруго-
сти с неинвариантным во времени ядром наследственности. Определе-
ние перемещений в такой трехмерной постановке представляет слож-
ную в теоретическом плане задачу, решение которой, даже при отсут-
ствии вращения и старения материала, получено лишь для частных
случаев краевых условий [7, 8].

Значительно проще постановка соответствующей задачи в рамках
асимптотических теорий в предположении, что поперечные размеры
стержня значительно меньше его длины. Так, в работе [9] исследо-
вались поперечные колебания вращающегося стержня из материала
Фойгта в постановке технической теории стержней. Следует отметить,
что даже в этом случае, несмотря на элементарную постановку, по-
строение аналитических решений сопряжено со значительными труд-
ностями, связанными с существенной несамосопряженностью получае-
мых начально-краевых задач3. Вместе с тем техническая постановка

3Здесь уместно напомнить о физической причине несамосопряженности — как
уже отмечалось, вращение механически ”поляризует” задачу.



98 С.А. Лычёв

является весьма грубым приближением для исследования нестацио-
нарной динамики, а соответствующие уравнения движения не явля-
ются волновыми. В связи с этим представляют интерес модели ”про-
межуточного” уровня, основанные на уточненной (волновой) теории
стержней.

2. Уравнения движения в технической постановке

Рассмотрим стержень длиой L и постоянным круглым сечением
с площадью A и моментом инерции I, который вращается с угловой
скоростью ω (рис. 2). Стержень изготовлен из изотропного вязкоупру-
гого материала с модулем упругости E, коэффициентом Пуассона µ

и плотностью ρ.

Введем две системы координат — неподвижную и вращающуюся
вместе со стержнем. Неподвижные оси обозначим через x1 = x, x2 =
�y, x3 = z, подвижные через x̂1 = x̂, x̂2 = ŷ, x̂3 = ẑ. Ориентация осей
указана на рис. 2. Координаты x̂i и xi связаны зависимостью
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Здесь Ω— фаза поворота стержня. В дальнейшем проекции на по-
движные оси будем обозначать символами с крышкой.

В соответствии с кинематическими гипотезами технической теории
[10] принимаем, что проекции перемещений точек стержня Û1, Û2, Û3

на подвижные оси изменяются по законам

Û1 = Û = û − ŷ v̂x − ẑ ŵx, Û2 = V̂ = v̂, Û3 = Ŵ = ŵ, (2.2)

где û1 = û, û2 = v̂, û3 = ŵ — перемещения точек оси симметрии стержня.
При этом компоненты тензора деформаций ε̂i j могут быть записаны
следующим образом:
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Здесь и в дальнейшем индексы x и t означают дифференцирование
по соответствующей переменной.

Энергия упругого деформирования Π изотропного стержня опреде-
ляется через модуль Юнга E и коэффициент Пуассона µ согласно [11]

Π =
E

2(1+ µ)

(
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µ

1− 2µ
ε̂2

ll

)

, (2.4)
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которая после подстановки соотношений (2.3) и интегрирования по
площади сечения принимает вид 4
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�

2

L
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Aû2
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xx + Iŵ2
xx

)

dx,
�
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. (2.5)

Кинетическая энергия вращающегося стержня T включает в себя ги-
роскопические слагаемые:
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После интегрирования по площади сечения приходим к такому выра-
жению
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Диссипация механической энергии, вызываемая внутренним трением,
определяется через диссипативную функцию Рэлея
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Заметим, что в рамках кинематических гипотез технической теории
(2.2) функция Рэлея зависит от единственного параметра η.

Работа потенциальных внешних сил, приложенных к оси стержня,
и реактивных усилий в опорах может быть представлена следующим
образом:
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где α0,L, β0,L, γ0,L — упругие характеристики опор, X̂, Ŷ , Ẑ — проекции
внешней нагрузки на вращающиеся оси.

Для вывода уравнений движения и краевых условий воспользу-
емся уравнениями Лагранжа [12], которые в принятых обозначениях

4Используемый здесь модуль растяжения �не совпадает с E, что связано с
невыполнением при произвольном значении коэффициента Пуассона µ статиче-
ских гипотез технической теории.
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имеют вид
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Выполняя интегрирование по частям, приходим к уравнениям движе-
ния во вращающейся системе координат
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Наконец, переходя к проекциям на неподвижные оси, действуя на
систему уравнений (2.9) преобразованием S−1LS (через L обозначен
матричный дифференциальный оператор, соответствующий системе
(2.9), а S — преобразование (2.1)), получаем уравнения движения в
неподвижной системе координат
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Первое уравнение (2.10) соответствует продольным колебаниям,
которые не связаны с изгибными, и для настоящего исследования
не представляет интереса. Уравнения изгибных колебаний запишем
в операторной форме:
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В соотношениях (2.11) использованы обозначения для жесткости
стержня B = A
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, коэффициента внутреннего трения k = η/

�
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ционных характеристик сечения
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ускорение вращения стержня обозначены через ω = Ωt, ε = Ωtt.
Область определения операторов

�
0, . . .
�

3 задается оператором �

�u=
(

[�q(0)u
]







T
x=0

[�q(L)u
]







T
x=L

[�m(0)u
]







T
x=0

[�m(L)u
]







T
x=L

)T
,

�q(0, L) =

(

B Bkω
−Bkω B

)

∂3

∂x3
+

(

Bk 0
0 Bk

)

∂4

∂x3∂t
±

(

β0,L 0
0 β0,L

)

,

�m(0, L) =

(

B Bkω
−Bkω B

)

∂2

∂x2
+

(

Bk 0
0 Bk

)

∂3

∂x2∂t
∓
(

γ0,L 0
0 γ0,L

)

. (2.12)

Если не учитывать инерцию вращения сечений, положив
�
= 0, то

из соотношений (2.11)—(2.12) получаются известные уравнения [9].
Отметим два частных типа краевых условий, соответствующих схе-

мам экспериментов: шарнирное закрепление (схема а, α0,L → ∞, β0,L =
�0)

u






x=0 =
∂2

∂x2
u






x=0 = 0, u






x=L =
∂2

∂x2
u






x=L = 0, (2.13)

консольное защемление (схема б, α0, β0→ ∞, αL = βL = 0)

u






x=0 =
∂

∂x
u






x=0 = 0,
∂2

∂x2
u






x=L =
∂3

∂x3
u






x=L = 0. (2.14)

Дифференциальные уравнения (2.11), краевые условия (2.12) или
(2.13), (2.14) совместно с начальными условиями

u






t=0 = u0,
∂

∂t
u






t=0 = v0 (2.15)

определяют математическую формулировку задачи в постановке тех-
нической теории.

3. Уравнения движения в постановке Тимошенко

Кинематические гипотезы, принимаемые в теории стержней с ко-
нечной сдвиговой жесткостью (теория Тимошенко), определяют пере-
мещения

Û1 = Û = û − ŷ ϕ̂ − ẑ ψ̂, Û2 = V̂ = v̂, Û3 = Ŵ = ŵ (3.1)

через пять функций: три из них (û, v̂, ŵ) соответствуют перемещениям
точек оси симметрии стержня, а две (ϕ̂, ψ̂) — углам поворота сечений.
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При этом компоненты тензора деформаций ε̂i j принимают вид

ε̂i j =





















ûx − ŷ ϕ̂x − ẑ ψ̂x
1
2(ϕ̂ − v̂x) 1

2(ψ̂ − ŵx)
1
2(ϕ̂ − v̂x) 0 0
1
2(ψ̂ − ŵx) 0 0





















, (3.2)

а энергия упругого деформирования Π после подстановки (3.2) в (2.4)
и последующего интегрирования по площади сечения формулируется
следующим образом:

Π =
1
2

L
∫

0

[�(
Iϕ̂2

x + Iψ̂2
x + Aû2

x

)

+�A(

(ϕ̂ − v̂x)
2
+ (ψ̂ − ŵx)

2)
]

dx, (3.3)

где �= k′
E

2(1+ µ)
, k′ =

2
3

— коэффициент поперечного сдвига, учиты-

вающий неравномерность распределения касательных напряжений по
сечению стержня [13]. Заметим, что представление (3.3) зависит, в
отличие от (2.5), от двух упругих характеристик

�
и �, имеющих

смысл модулей растяжения и сдвига.

Кинетическая энергия T определяется выражением, аналогичным
(2.6):

T =
ρ

2

L
∫

0

[

I(ϕ̂2
t + ψ̂

2
t ) + A

(

Ω
2
t (v̂

2
+ ŵ2) + 2Ωt(v̂ŵt − ŵv̂t) + u2

t + v̂2
t + ŵ2

t

)]

dx.

Диссипативная функция зависит от двух параметров η и ξ:

R =
1
2

L
∫

0

∫

A

[

ξ
(

ε̇ik −
1
3
δikε̇ll

)2
+
η

2
ε̇2

ll

]

dA dx =

=
1
2

L
∫

0

[

(

η +
4
3
ξ
)(

Iϕ̂2
xt + Iψ̂2

xt + Aû2
xt

)

+ Aξ
(

(ϕ̂t − v̂xt)
2
+ (ψ̂t − ŵxt)

2)
]

dx.

Работа внешних и реактивных сил выражается формулой

�
=

1
2
[

α0û2
+ β0(v̂

2
+ ŵ2) + γ0(ϕ̂

2
+ ψ̂2)

]





x=0+

+
1
2
[

αLû2
+ βL(v̂2

+ ŵ2) + γL(ϕ̂2
+ ψ̂2)

]





x=L −
L

∫

0

(

X̂û + Ŷ v̂ + Ẑŵ
)

dx,

где, как и в (2.7), α0,L, β0,L, γ0,L — упругие характеристики опор,
X̂, Ŷ , Ẑ — проекции внешней нагрузки на вращающиеся оси.
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Из уравнений Лагранжа (2.8) вытекают уравнения движения в по-
движной системе координат

Aρûtt − A
�

ûxx − A(η +
4
3
ξ)ûxxt = X̂,

Aρv̂tt−A�̂vxx−AρΩ2
t v̂−AρΩttŵ−2AρΩtŵt+A�̂ϕx−Aξv̂xxt+Aξϕ̂xt= Ŷ ,

Aρŵtt−A�̂wxx−AρΩ2
t ŵ+AρΩttv̂+2AρΩtv̂t+A�̂ψx−Aξŵxxt+Aξψ̂xt= Ẑ,

Iρϕ̂tt − I
�
ϕ̂xx + A�̂ϕ + Aξϕ̂t − A�̂vx − Aξv̂xt − I(η +

4
3
ξ)ϕ̂xxt = 0,

Iρψ̂tt − I
�
ψ̂xx + A�̂ψ + Aξψ̂t − A�̂wx − Aξŵxt − I(η +

4
3
ξ)ψ̂xxt = 0

и соответствующие краевые условия

[

A
�

ûx + A(η +
2
3
ξ)ûxt ∓ α0,Lû

]





x=0,L = 0,
[

A�(v̂x − ϕ̂) + Aη(v̂xt − ϕ̂t) ∓ β0,Lv̂
]





x=0,L = 0,
[

A�(ŵx − ψ̂) + Aη(ŵxt − ψ̂t) ∓ β0,Lŵ
]





x=0,L = 0,
[

I
�
ϕ̂x + I(η +

4
3
ξ)ϕ̂xt ∓ γ0,Lv̂x

]





x=0,L = 0,

[

I
�
ψ̂x + I(η +

4
3
ξ)ψ̂xt ∓ γ0,Lŵx

]





x=0,L = 0.

Переходя к проекциям на неподвижные оси, получаем уравнения дви-
жения в неподвижной системе координат

Aρutt − A
�

uxx − A(η +
4
3
ξ)uxxt = X,

Aρvtt − A�vxx − AξΩtwxx + A�ϕx + AξΩtψx + Aξϕxt − Aξvxxt = Y,

Aρwtt − A�wxx + AξΩtvxx + A�ψx − AξΩtϕx + Aξψxt − Aξwxxt = Z,

Iρϕtt − I
�
ϕxx − I(η +

4
3
ξ)Ωtψxx + (A�− IρΩ2

t )ϕ + (AξΩt + IρΩtt)ψ+

+ Aξϕt − A�vx − AξΩtwx + 2IρΩtψt − Aξvxt − I(η +
4
3
ξ)ϕxxt = 0, (3.4)

Iρψtt − I
�
ψxx + I(η +

4
3
ξ)Ωtϕxx + (A�− IρΩ2

t )ψ − (AξΩt + IρΩtt)ϕ+

+ Aξψt − A�wx + AξΩtvx − 2IρΩtϕt − Aξwxt − I(η +
4
3
ξ)ψxxt = 0.

Как и в предыдущем разделе, опустим уравнение продольных ко-
лебаний, а уравнения изгибных колебаний запишем в операторной
форме:

�
0u +
�

1
∂

∂t
u +
�

2
∂2

∂t2
u = f, u =

(

v w ϕ ψ
)T
, f =

(

Y Z 0 0
)T
, (3.5)
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�
0 =































−G −Grω
Grω −G

�

� −B −Bkω
Bkω −B































∂2

∂x2
+

+































� G Grω
−Grω G

−G −Grω
Grω −G

�































∂

∂x
+





















� �

� G −
�
ω2 Grω +

�
ε

−Grω −
�
ε G −

�
ω2





















,

�
1 =































−Gr 0
0 −Gr

�

� −Bk 0
0 −Bk































∂2

∂x2
+































� Gr 0
0 Gr

−Gr 0
0 −Gr

�































∂

∂x
+

+





















� �

� Gr 2
�
ω

−2
�
ω Gr





















,
�

2 =































m 0
0 m

�

�
�

0
0
�































,
�
=

(

0 0
0 0

)

.

Здесь введены обозначения: G = A�, ω = Ωt, r =
ξ

�, B =
�

I, k =
η
�+

4ξ
3
�.

Область определения операторов
�

i задается оператором краевых
условий �, который в общем случае упругого закрепления может
быть записан таким образом

�u =
(

[�(0)u
]







T
x=0

[�(L)u
]







T
x=L

)T
, (3.6)

�(0, L)=































G Grω
−Grω G

�

� B Bkω
−Bkω B































∂

∂x
+































Gr 0
0 Gr

�

� Bk 0
0 Bk































∂2

∂x∂t
+

+





















� −Gr 0
0 −Gr

� �





















∂

∂t
+































∓β0,L 0
0 ∓β0,L

−G −Grω
Grω −G

� ∓γ0,L 0
0 ∓γ0,L































.

Для шарнирного закрепления, используемого в схеме эксперимента,
краевые условия формулируются в следующем виде:

[

(� �

� �

)

u +
(� �

� �

)

∂

∂x
u
]















x=0,L
= 0,

�
=

(

1 0
0 1

)

. (3.7)

Консольному закреплению соответствуют такие условия:

u
















x=0
= 0,

[

∂

∂x
u −

(� �

� �

)

u
]















x=L
= 0. (3.8)
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Итак, уравнения движения (3.4) и краевые условия (3.6) или (3.7),
(3.8), совместно с начальными условиями

u






t=0 = u0,
∂

∂t
u






t=0 = v0 (3.9)

являются формулировкой начально-краевой задачи в постановке тео-
рии Тимошенко.

4. Спектр и собственные функции пучка операторов

в технической постановке

На сегменте [0, L] введем гильбертово пространство �n
2 n-мерных

комплекснозначных вектор-функций со скалярным произведением

〈v,w〉 =
L

∫

0

vT w dx. (4.1)

Здесь w — вектор, комплексно сопряженный к w. Для модели в тех-
нической постановке n = 2, в постановке Тимошенко n = 4.

Уравнения движения стержня и краевые условия в постановке тех-
нической теории (2.11), (2.12) порождают пучок

�
λ =
�

0 + λ
�

1 + λ
2�

2 (4.2)

с областью определения Dλ, которая задается оператором �λ
�
λ = {u | u ∈�2

2 ∧�λu = 0}. (4.3)

Структура оператора �λ подобна (2.12) с заменой ∂

∂t на λ:

�qλ =�B
∂3

∂x3
±
�
β0,L, �mλ =�B

∂2

∂x2
∓
�
γ0,L
∂

∂x
, �=

(

1+λk kω
−kω 1+λk

)

.

Построим систему собственных вектор-функций пучка (4.2) (в си-
лу несамосопряженности пучка она не будет ортогональной) и биор-
тогональную к ней систему. Для этого в соответствии с [5, теорема 1],
построим сопряженный пучок

�∗
λ

в области
�∗
λ
:

�∗
λ =
�∗

0 + λ
�∗

1 + λ
2�

2,
�∗
= {u | u ∈�2

2 ∧�∗λu = 0}, (4.4)

�∗
0 =

(

B −Bkω
Bkω B

)

∂4

∂x4
+

(�
ω2
�
ε

−
�
ε
�
ω2

)

∂2

∂x2
,

�∗
1 =

(

Bk 0
0 Bk

)

∂4

∂x4
+

(

0 2
�
ω

−2
�
ω 0

)

∂2

∂x2
,

�∗qλ =�∗B
∂3

∂x3
±
�
β0,L, �∗mλ =�∗B

∂2

∂x2
∓
�
γ0,L
∂

∂x
, �∗=













1+λk −kω
kω 1+λk













.
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Отметим, что сопряженный пучок
�∗
λ

отличается от
�
λ лишь знаком

при ω, что соответствует смене направления вращения стержня. Та-
ким образом, два одинаковых вязкоупругих стержня, вращающиеся
с одинаковой круговой частотой во встречных направлениях, порож-
дают взаимно сопряженные пучки, а совокупность их собственных
функций образует биортогональную систему.

Рассмотрим две взаимно сопряженные обобщенные задачи на соб-
ственные значения

�
λk = 0, k ∈

�
;
�∗
λk
∗
= 0, k∗ ∈

�∗. (4.5)

Кососимметричная структура матричных коэффициентов операторов
�

i позволяет ввести преобразование �, приводящее пучок
�
λ к диа-

гональному виду

�d
λ = S −1�

λS , �=
(

1 i
i 1

)

, i =
√
−1. (4.6)

В результате вычислений получим (при ε = 0)

�d
λ =

(

B
(

1+ k(λ + iω)
)

0
0 B

(

1+ k(λ − iω)
)

)

d4

dx4
−

−
(�

(λ + iω)2 0
0

�
(λ − iω)2

)

d2

dx2
+

(

mλ2 0
0 mλ2

)

. (4.7)

При этом область определения пучка �d
λ

задается оператором �d
λ
=

��−1�λ�:

�d
qλ(0, L) = B

(

k(λ + iω) + 1 0
0 k(λ − iω) + 1

)

∂3

∂x3
± β0,L

�
,

�d
mλ(0, L) = B

(

k(λ + iω) + 1 0
0 k(λ − iω) + 1

)

∂2

∂x2
∓ γ0,L

�
. (4.8)

Поскольку спектры пучков �λ и �d
λ

совпадают, а их собственные
функции (k и y соответственно) связаны соотношением k = �y, преоб-
разование �позволяет вместо задач (4.5) для двумерных вектор-функ-
ций находить решения двух несвязанных скалярных задач, первую из
которых сформулируем относительно y1:

B
(

1+ k(λ + iω)
) d4

dx4
y1 −
�

(λ + iω)2 d2

dx2
y1 + mλ2y1 = 0,

B
[

k(λ + iω) + 1
] d2

dx2
y1







x=0,L ∓ γ0,L
d

dx
y1







x=0,L = 0,

B
[

k(λ + iω) + 1
] d3

dx3
y1







x=0,L ± β0,Ly1






x=0,L = 0; (4.9)
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а вторую — относительно y2:

B
(

1+ k(λ − iω)
) d4

dx4
y2 −
�

(λ − iω)2 d2

dx2
y2 + mλ2y2 = 0,

B
[

k(λ − iω) + 1
] d2

dx2
y2







x=0,L ∓ γ0,L
d
dx

y2






x=0,L = 0,

B
[

k(λ − iω) + 1
] d3

dx3
y2







x=0,L ± β0,Ly2






x=0,L = 0. (4.10)

Соответствующие задачи для сопряженного пучка получаются из вы-
ражений (4.9)—(4.10) заменой ω на −ω.

Остановимся подробнее на решении дифференциального уравне-
ния (4.9), представив его следующим образом:

y1 = C1eζ1x
+C2eζ2x

+C3eζ3x
+C4eζ4x. (4.11)

Здесь ζi — корни характеристического уравнения

B
(

1+ k(λ − iω)
)

ζ4 −
�

(λ − iω)2ζ2
+ mλ2

= 0, (4.12)

которые легко выписать в явном виде

ζ1,2,3,4=±

√

�
(λ+iω)2±

√�
2(λ+iω)4−4Bmλ2

(

k(λ+iω)+1
)

2B
(

k(λ + iω) + 1
) . (4.13)

В случаях кратных корней ζ1 = ζ2 и ζ3 = ζ4, возникающих при условии
�

2(λ + iω)4
= 4Bmλ2(k(λ + iω) + 1

)

в выражение (4.11) входят присоединенные решения xeζ1x и xeζ3x.
Собственные значения задачи (4.9) вычисляются как корни (вооб-

ще говоря, комплексные) трансцендентного уравнения, которое пред-
ставляет собой определитель системы однородных линейных уравне-
ний, получаемых в результате подстановки общего решения (4.11) в
краевые условия (4.9):
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

σζ2
1 − γ0ζ1 . . . σζ2

4 − γ0ζ4

σζ2
1eζ1L

+ γLζ1eζ1L . . . σζ2
4eζ4L

+ γLζ4eζ4L

σζ3
1 + β0 . . . σζ3

4 + β0

σζ3
1eζ1L − βLeζ1L . . . σζ3

4eζ4L − βLeζ4L

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0, σ = B
(

k(λ+iω) + 1
)

. (4.14)

В случае шарнирного закрепления уравнение (4.14) имеет вид

(

exp
[

L

√

2
�

(λ + iω)2 + ϑ

B(λ + iω) + 1

]

− 1
)

×

×
(

exp
[

L

√

2
�

(λ + iω)2 − ϑ
B(λ + iω) + 1

]

− 1
)

=0, (4.15)
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ϑ = 2
√

�
2(λ + iω)4 − 4Bmλ2

(

1+ k(λ + iω)
)

,

и не составляет труда найти его корни. Действительно, левая часть
(4.15) обращается в нуль, если для n = 1,2, . . .

√

2
�

(λ + iω)2 ± ϑ
B
(

k(λ + iω) + 1
) =

2nπi
L
, (4.16)

то есть значения λ должны принадлежать одной из двух последова-
тельностей

λ1,2
n = −

nπ
2L2(mL2 +

�
n2π2)

(

Bkn3π3
+ 2iL2
�
ωnπ±

±
√

4m
�
ω2L6−4BL2

(

(ikω+1)mL2+
�

n2π2
)

n2π2+B2k2n6π6
)

. (4.17)

Особая точка −iω−1/k подкоренного выражения (4.16) определяет
на комплексной плоскости точку сгущения для этих последовательно-
стей.

В случае консольного закрепления получить аналитические выра-
жения не удается и собственные значения приходится определять чис-
ленно как корни следующего трансцендентного уравнения

(e2ζ1L
+e2ζ2L)ζ1ζ2(ζ1+ζ2)

2−(1+e2(ζ1+ζ2)L)ζ1ζ2(ζ1−ζ2)
2−4e(ζ1+ζ2)L(ζ4

1+ζ
4
2)=0.

Как уже отмечалось, вторая задача (4.10) отличается лишь зна-
ком при ω. Повторяя приведенные выше построения, найдем корни
соответствующего характеристического уравнения

ζ5,6,7,8=±

√

�
(λ−iω)2±

√�
2(λ−iω)4−4Bmλ2

(

k(λ−iω)+1
)

2B
(

k(λ − iω) + 1
) . (4.18)

Собственные значения вычисляются как корни трансцендентного
уравнения при подстановке в (4.14) значений ζ5,6,7,8 вместо ζ1,2,3,4. В
случае шарнирного закрепления имеем:

λ3,4
n = −

nπ
2L2(mL2 +

�
n2π2)

(

Bkn3π3 − 2iL2
�
ωnπ±

±
√

4m
�
ω2L6−4BL2

(

(1−ikω)mL2+
�

n2π2
)

n2π2+B2k2n6π6
)

. (4.19)

Последовательностей λ3,4
n имеют точку сгущения iω − 1/k.

Таким образом, собственные значения первой задачи Штурма-Лиу-
вилля (4.5) вычисляются как два семейства корней трансцендентных
уравнений (4.14), которые, в случае шарнирного опирания, распада-
ются на 4 последовательности λ1,2

n , λ
3,4
n .
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Запишем выражение для собственных функций y1 задачи (4.9):

y1n = eζ1x −
(

eζ2x eζ3x eζ4x
)

×

×





















σζ2
2 − γ0ζ2 σζ2

3 − γ0ζ3 σζ2
4 + γ0ζ4

σζ2
2eζ2L

+ γLζ2eζ2L σζ2
3eζ3L

+ γLζ3eζ3L σζ2
4eζ4L

+ γLζ4eζ4L

σζ3
2 + β0 σζ3

3 + β0 σζ3
4 + β0





















−1

×

×





















σζ2
1 − γ0ζ1

σζ2
1eζ1L

+ γζ1eζ1L

σζ3
1 + β0





















, (4.20)

где ζ1, . . . , ζ4 вычисляются для λ = λ1,2
n . Собственные функции y2n за-

дачи (4.10) имеют аналогичное представление, нужно лишь заменить
ζ1,2,3,4 на ζ5,6,7,8. Учитывая, что собственные функции пучка

�
λ связа-

ны с найденными y1n, y2n соотношениями

k1n = S
(

y1n

0

)

=

(

y1n

iy1n

)

, k2n = S
(

0
y2n

)

=

(

iy2n

y2n

)

,

получим полную систему собственных функций пучка (4.2).
В случае шарнирного опирания

y1n = y2n = sin
nπx

L
,

k1n = k2n =

(

1
i

)

sin
nπx

L
, k3n = k4n =

(

i
1

)

sin
nπx

L
.

Так как сопряженная задача (вторая задача (4.5)) отличается от
исходной только знаком при ω, то собственные функции сопряженно-
го пучка вычисляются по формулам (4.13), (4.18), (4.20) c заменой в
них ω на −ω.

Между нормированными собственными функциями исходного
(en,En) и сопряженного операторов (e∗n,E

∗
n):

en = kn/
√

Nn, e∗n = k∗n/
√

Nn; En = kn/
√�

n, E∗n = k∗n/
√�

n, (4.21)

где Nn и
�

i - нормирующие множители:

Nn = 〈
�

1kn,k∗n〉 + 2λn〈
�

2kn,k∗n〉,
�

i = 〈
�

0kn,k∗n〉 − λ2
n〈
�

2kn,k∗n〉,

устанавливаются соотношения биортогональности, которые для квад-
ратичных операторных пучков могут быть записаны в виде [5]

〈
�

1en, e∗j〉 + (λn + λ j)〈
�

2en, e∗j〉 = δn j, (4.22)

〈
�

0En,E∗j〉 − λnλ j〈
�

2En,E∗j〉 = δn j. (4.23)

В развернутой записи для операторов технической теории соотноше-

ния (4.22) формулируются следующим образом (ki =

(

k1i k2i

)T
, ei =
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�

(

e1i e2i

)T
):

Nn =

L
∫

0

[(

Bk
d4

dx4
k1n − 2
�
ω

d2

dx2
k2n + 2λn(mk1n −

�d2

dx2
k1n)

)

k
∗
1n+

+

(

Bk
d4

dx4
k2n + 2
�
ω

d2

dx2
k1n + 2λn(mk2n −

�d2

dx2
k2n)

)

k
∗
2n

)]

dx;

L
∫

0

[(

Bk
d4

dx4
e1n − 2
�
ω

d2

dx2
e2n + (λn + λ j)(me1n −

�d2

dx2
e1n)

)

e∗1 j+

+

(

Bk
d4

dx4
e2n + 2
�
ω

d2

dx2
e1n + (λn + λ j)(me2n −

�d2

dx2
e2n)

)

e∗2 j

)]

dx = δn j.

Аналогичные соотношения выписываются для (4.23)
Отметим без доказательства некоторые важные свойства постро-

енной биортогональной системы. Поскольку дифференциальные опе-
раторы, порождающие пучок

�
λ (4.2), регулярны на сегменте [0, L],

а краевые условия (2.12) принадлежат регулярному типу в смысле
[14], то биортогональная система функций ei, e∗i (как и Ei,E∗i ) явля-
ется полной в �2

2 и образует биортогональный базис в смысле Рисса
[15]. Все это позволяет использовать систему ei, e∗i (или Ei,E∗i ) в каче-
стве биортогонального базиса в �2

2 и осуществлять по ней разложения
произвольных вектор-функций, интегрируемых с квадратом.

5. Спектр и собственные функции пучка операторов

в постановке теории Тимошенко

Уравнения движения и краевые условия (3.6), сформулированные
в постановке теории Тимошенко, порождают квадратичный пучок опе-
раторов

�
λ =
�

0 + λ
�

1 + λ
2�

2,
�
λ = {u|u ∈�4

2 ∧�λu = 0}. (5.1)

Здесь �λu =
(

[�λ(0)u
]







T
x=0

[�λ(L)u
]







T
x=L

)T
,

�λ(0, L) =































G(1+ λr) Grω
−Grω G(1+ λr)

�

� B(1+ λk) Bkω
−Bkω B(1+ λk)































∂

∂x
+

+































∓β0,L 0
0 ∓β0,L

−G(1+ λr) −Grω
Grω −G(1+ λr)

� ∓γ0,L 0
0 ∓γ0,L































.
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В соответствии с [5, теорема 1] построим сопряженный пучок

�∗
λ =
�∗

0 + λ
�∗

1 + λ
2�

2,
�∗
λ = {u|u ∈�4

2 ∧�∗λu = 0},

�∗
0 =































−G Grω
−Grω −G

�

� −B Bkω
−Bkω −B































∂2

∂x2
+

+































� G −Grω
Grω G

−G Grω
−Grω −G

�































∂

∂x
+





















� �

� G −
�
ω2 −Grω −

�
ε

Grω +
�
ε G −

�
ω2





















,

�∗
1=































−Gr 0
0 −Gr

�

� −Bk 0
0 −Bk































∂2

∂x2
+































� Gr 0
0 Gr

−Gr 0
0 −Gr

�































∂

∂x
+

+





















� �

� Gr −2
�
ω

2
�
ω Gr





















,

�λ(0, L)∗ =































G(1+ λr) −Grω
Grω G(1+ λr)

�

� B(1+ λk) −Bkω
Bkω B(1+ λk)































∂

∂x
+

+































∓β0,L 0
0 ∓β0,L

−G(1+ λr) Grω
−Grω −G(1+ λr)

� ∓γ0,L 0
0 ∓γ0,L































. (5.2)

Отметим, что, как и в рамках технической теории, сопряженный опе-
ратор отличается от исходного лишь знаком при ω.

Введем преобразование �, приводящее пучок к квазидиагонально-
му виду

�d
λ = S−1�

λS, �d
λ = S−1�λS, �=































1 i 0 0
i 1 0 0
0 0 1 i
0 0 i 1































. (5.3)

В результате преобразования получим две несвязанных задачи, пер-
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вая из которых при ε = 0 имеет вид:

−G(r(λ + iω) + 1)(
d

dx
y3 +

d2

dx2
y1) + mλ2y1 = 0,

G(r(λ+iω)+1)(y3+
d

dx
y1)−B(k(λ+iω)+1)

d2

dx2
y3+
�

(λ+iω)2y3=0,
[

G
(

r(λ + iω) + 1
)

(

∂

∂x
y1 − y3

)

∓ β0,Ly1

]















x=0,L
= 0,

[

B
(

k(λ + iω) + 1
) ∂

∂x
y3 ∓ γ0,Ly3

]















x=0,L
= 0, (5.4)

а вторая отличается лишь знаком при ω.

Решение дифференциального уравнения (5.4) представим следую-
щим образом:

(

y1

y3

)

=

4
∑

j=1

C j

(

Gζ j
(

r(λ + iω) + 1
)

mλ2 −Gζ2
j

(

r(λ + iω)
)

)

eζ j x, (5.5)

где ζ j — корни характеристического уравнения

G
(

r(λ + iω) + 1
)2
ζ2
+

(

mλ2 −Gζ2(r(λ + iω) + 1)
)

×
×

(
�

(λ + iω)2
+G(r(λ + iω) + 1)− Bζ2(k(λ + iω) + 1)

)

= 0,

которые могут быть выписаны явно:

ζ1,2,3,4=±
[

BG
(

k(λ+iω)+1
)(

r(λ+iω)+1
)

]−1/2[

h ±
(

h2−4BGmλ2(k(λ+

+ iω) + 1
)(

r(λ + iω) + 1
)(
�

(λ + iω)2
+G(r(λ + iω) + 1)

)

)1/2]1/2

,

h = Bmλ2(k(λ + iω) + 1
)

+G
�

(λ + iω)2(r(λ + iω) + 1
)

.

В результате подстановки решения (5.5) в краевые условия (5.4) при-
ходим к трансцендентному уравнению

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2ζ2
1τ−mλ2−β0ζ1 . . . 2ζ2

4τ−mλ2−β0ζ4
(

ζ2
1τ−mλ2

+βLζ1
)

eζ1L . . .
(

ζ2
4τ−mλ2

+βLζ4
)

eζ4L

σζ1−γ0 . . . σζ4−γ0
(

σζ1+γL
)

eζ1L . . .
(

σζ4+γL
)

eζ4L

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=0, τ = G
(

r(λ+iω)+1
)

, (5.6)

нулями которого являются собственные значения λ1
n. Соответствую-

щие им собственные вектор-функции могут быть определены по фор-
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муле:

(

y1n

y3n

)

=

(

ζ1τ

mλ2 − ζ2
1τ

)

eζ1x−

−
(

ζ2τeζ2x ζ3τeζ3x ζ4τeζ4x

(mλ2 − ζ2τ)eζ2x (mλ2 − ζ3τ)eζ3x (mλ2 − ζ4τ)eζ4x

)

×

×





















2ζ2
2τ − mλ2 − β0ζ2 . . . 2ζ2

4τ − mλ2 − β0ζ4
(

2ζ2
2τ − mλ2

+ βLζ2
)

eζ2L . . .
(

2ζ2
4τ − mλ2

+ βLζ4
)

eζ4L

σζ2 − γ0 . . . σζ4 − γ0





















−1

×

×





















2ζ2
1τ − mλ2 − β0ζ1

(

2ζ2
1τ − mλ2

+ βLζ1
)

eζ1L

σζ1 − γ0





















, (5.7)

где ζ1, . . . , ζ4 вычисляются для λ = λ1
n. Cобственные значения λ2

n и

собственные функции
(

y2n y4n

)T
для второй задачи находятся анало-

гично. Располагая выражениями для y1n, . . . y4n, построим cобственные
функции пучка (5.1)

k1
n = �































y1n

0
y3n

0































=































y1n

iy1n

y3n

iy3n































, k2
n = �































0
y2n

0
y4n































=































iy2n

y2n

y4n

iy4n































.

Нормирующие множители вычисляются следующим образом
(k1,2

n =

(

k1n k2n k3n k4n

)

):

Nn =

L
∫

0

[(

(

2λnm −Gr
∂2

∂x2

)

k1n +Gr
∂

∂x
k3n

)

k
∗
1n+

+

(

(

2λnm −Gr
∂2

∂x2

)

k2n +Gr
∂

∂x
k4n

)

k
∗
2n+

+

(

(

2λn

�
+Gr − Bk

∂2

∂x2

)

k3n −Gr
∂

∂x
k1n + 2
�
ωk4n

)

k
∗
3n+

+

(

(

2λn

�
+Gr − Bk

∂2

∂x2

)

k4n −Gr
∂

∂x
k2n − 2
�
ωk3n

)

k
∗
4n

]

dx.

Нормированная биортогональная система e1,2
n =

(

e1n e2n e3n e4n

)

удовлетворяет соотношениям биортогональности (4.22), (4.23), первое



114 С.А. Лычёв

из которых в подробной записи выглядит так:

L
∫

0

[(

(

(λn + λ j)m −Gr
∂2

∂x2

)

e1n +Gr
∂

∂x
e3n

)

e∗1 j+

+

(

(

(λn + λ j)m −Gr
∂2

∂x2

)

e2n +Gr
∂

∂x
e4n

)

e∗2 j+

+

(

(

(λn + λ j)
�
+Gr − Bk

∂2

∂x2

)

e3n −Gr
∂

∂x
e1n + 2
�
ωe4n

)

e∗3 j+

+

(

(

(λn + λ j)
�
+Gr − Bk

∂2

∂x2

)

e4n −Gr
∂

∂x
e2n − 2
�
ωe3n

)

e∗4 j

]

dx = δn j.

6. Динамическая реакция вращающегося стержня

Осуществим построение спектральных представлений для пере-
мещений вращающегося стержня с помощью несимметричных инте-
гральных преобразований [5]. Далее, в целях упрощения изложения,
мы полагаем, что спектр Λ пучка

�
λ содержит лишь простые соб-

ственные значения5. В этом случае прямое интегральное преобразо-
вание и формула обращения записываются следующим образом:

φ(λ) =�∗u(x) =























−λ−1
L
∫

0

�∗
0e∗
λ
,uT dx, λ ∈ Λ

0, λ < Λ

, (6.1)

u(x) =�φ(λ) =
∑

λ∈Λ

eλφ(λ), (6.2)

где ei, e∗i — элементы построенных выше биортонормированных бази-
сов.

Действуя на начально-краевую задачу (2.12) или (3.6) прямым ин-
тегральным преобразованием (6.1), приходим к задаче Коши в про-
странстве изображений [5]:

d
dt
φ − λφ =�∗F, (6.3)

где F =
(

X Y Z
)T

для технической постановки, F =
(

X Y Z 0 0
)T

для постановки Тимошенко, со следующими начальными условиями:

φ






t=0 =�∗
[�

1u0 +
�

2v0 + λ
�

2v0
]

. (6.4)

5В случае кратных корней частотных уравнений (4.14), (5.6) соответствующее
собственное значение имеет алгебраическую кратность больше единицы. Проце-
дура построения возникающих при этом цепочек собственных и присоединенных
векторов изложена в [5].



Нестационарные колебания стареющего вязкоупругого стержня 115

Применяя к решению задачи Коши (6.3), (6.4) формулу обращения
(6.2), получаем решение исходной начально-краевой задачи

y =�
[

exp(λt)
(

�∗�∗1u0 + λ�∗
�∗

2u0 +�∗
�∗

2v0

)

+

+

∫ t

0
exp

[

λ(t − τ)
]�∗F(τ) dτ

]

. (6.5)

Отметим, что при вычислении частичных сумм (6.5) важно соблю-
дать порядок суммирования в соответствии с расположением точек
сгущения собственных значений на комплексной плоскости [5]. Полно-
та и базисность (по Риссу) биортогональной системы ei, e∗i обеспечива-
ет среднеквадратичную сходимость разложений. Суммирование мето-
дом средних арифметических (методом Фейера) позволяет существен-
ным образом улучшить сходимость получаемых рядов.

7. Динамическая реакция стержня из стареющего

материала

Представления для перемещений (6.5) справедливы только для ин-
вариантного во времени материала. Если материал стержня стареет,
т. е. его реологические характеристики изменяются во времени, то
матричные коэффициенты операторов Ai оказываются зависимыми от
времени и разделение переменных посредством линеаризации пучка
становится невозможным [5]. Однако для некоторых специальных ти-
пов краевых условий удается построить замкнутые решения, если при-
менять интегральные преобразования не к исходной начально-крае-
вой задаче, а к задаче, которая предварительно ”диагонализируется”
�- преобразованием. Так, применяя преобразование �−1L�к начально-
краевой задаче (2.11), (2.13), получим два несвязанных уравнения от-

носительно новых переменных ṽ, w̃ (
(

ṽ w̃
)T
= �−1

(

v w
)T

):

B
(

k(
∂

∂t
+iω)+1

) ∂4

∂x4
ṽ−
�

( ∂2

∂t2
+iω
∂

∂t
−ω2) ∂

2

∂x2
ṽ+m

∂2

∂t2
ṽ=

1
2
(

Y−iZ
)

,

B
(

k(
∂

∂t
−iω)+1

) ∂4

∂x4
w̃−
�

( ∂2

∂t2
−iω
∂

∂t
−ω2) ∂

2

∂x2
w̃+m

∂2

∂t2
w̃=

1
2
(

Z−iY
)

(7.1)

с начальными условиями

ṽ






t=0 =
1
2
(

v − iw
)





t=0, w̃






t=0 =
1
2
(

iv − w
)





t=0,

d
dt

ṽ






t=0 =
1
2

d
dt

(

v − iw
)





t=0,
d
dt

w̃






t=0 =
1
2

d
dt

(

iv − w
)





t=0. (7.2)

Отметим, что здесь B и k — функции времени.
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Для краевых условий, соответствующих шарнирному закреплению

ṽ






x=0,L = 0,
∂2

∂x2
ṽ






x=0,L = 0, w̃






x=0,L = 0,
∂2

∂x2
w̃






x=0,L = 0, (7.3)

интегральное преобразование, диагонализирующее одновременно два
пространственных оператора ∂4

∂x4 ,
∂2

∂x2 , представляет собой конечное си-
нус-преобразование Фурье

φ(t)+n =
2
L

L
∫

0

sin
nπx

L
u(x, t) dx, φ(t)−n =

2
L

L
∫

0

sin
nπx

L
v(x, t) dx, (7.4)

в результате действия которого получим задачу в изображениях:

B
(

k(
∂

∂t
+iω)+1

)n4π4

L4
φ+n−
�

( ∂2

∂t2
+iω
∂

∂t
−ω2)n2π2

L2
φ+n+m

∂2

∂t2
φ+n =Φ1,

B
(

k(
∂

∂t
−iω)+1

)n4π4

L4
φ−n−
�

( ∂2

∂t2
−iω
∂

∂t
−ω2)n2π2

L2
φ−n+m

∂2

∂t2
φ−n =Φ2.

Здесь

Φ
+

n =
1
L

L
∫

0

sin
nπx

L
(

Y − iZ
)

dx, Φ−n =
1
L

L
∫

0

sin
nπx

L
(

Z − iY
)

dx. (7.5)

Таким образом, в результате действия преобразования Фурье получа-
ется система обыкновенных уравнений с переменными коэффициента-
ми.

Пусть жесткость стержня B не изменяется во времени, а коэффи-
циент внутреннего трения k изменяется по линейному закону: k = k0+
�

k1t. Тогда два линейно независимых решения однородного уравнения

B
(

k(
∂

∂t
+iω)+1

)n4π4

L4
φ+n0−
�

( ∂2

∂t2
+iω
∂

∂t
−ω2)n2π2

L2
φ+n0+m

∂2

∂t2
φ+n0=0

могут быть представлены в виде

φ+n01 = e−
b
2 t2−at+ d

b t
1F1

(b3 − cb2
+ adb − d2

2b3
;
1
2

;
(b(a + bt) − 2d)2

2b3

)

,

φ+n02 = e−
b
2 t2−at+ d

b tH −b3+cb2−adb+d2

b3

(b(a + bt) − 2d
√

2b3

)

,

где 1F1(·, ·, ·) — гипергеометрическая функция, Hν(·) — функция Эрми-
та,

a =
Bk0n2π2/L2 −

�
iω

mL2/(n2π2) − M
, b =

Bk1n2π2/L2

mL2/(n2π2) − M
,

c =
(Bk0iω + B)n2π2/L2

+
�
ω

mL2/(n2π2) − M
, d =

Bk1iωn2π2/L2

mL2/(n2π2) − M
.
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Рещения второго однородного уравнения φ−n01,φ
−
n02 представляются те-

ми же зависимостями с заменой ω на −ω. Располагая φ+,−n01,φ
+,−
n02, не

составляет труда построить решения φ+n ,φ
−
n соответствующих неодно-

родных уравнений, удовлетворяющих изображениям начальных усло-
вий (7.2).

Решения начально-краевых задач (7.1) — (7.3) теперь могут быть
представлены в форме разложения в ряд Фурье

ṽ =
∞
∑

n=1

sin
nπx

L
φn1, w̃ =

∞
∑

n=1

sin
nπx

L
φn2. (7.6)

Действуя теперь на (7.6) преобразованием �, получим представления
для перемещений стержня:

(

v
w

)

= �
(

ṽ
w̃

)

=

∞
∑

n=1

sin
nπx

L

(

φn1 + iφn2

φn2 + iφn1

)

. (7.7)

Отметим, что используемые здесь интегральные преобразования
позволяют полностью разделить переменные только для специальных
классов краевых условий, например, для шарнирного опирания. Уже
в случае консольного опирания полного отделения осуществить не
удается и после действия интегральных преобразований получаем бес-
конечную систему обыкновенных дифференциальных уравнений6.

8. Заключительные замечания

Предлагаемые в статье экспериментальные схемы определения рео-
логических характеристик основаны на измерениях перемещений вра-
щающегося стержня. Перемещения представляются в рамках теорети-
ческой модели в форме спектральных разложений (6.5), (7.7). Числен-
ные значения реологических параметров k и r могут быть вычислены
из сопоставления экспериментальных и теоретических представлений.
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NON-STATIONARY VIBRATION OF AGING

VISCOELASTIC ROD7

c
�

2003 S.A. Lychev8

In the present study an experimental technique for estimation
of internal friction in viscoelastic aging material is developed. In
the course of the experiment the dynamical reaction of rotating
bending rod caused by non-stationary loading is determined. The
mathematical model of the experiment is discussed in two variants:
refined technical theory of viscoelastic rod, taking account of the
inertia of section rotation; and Timoshenko theory, taking account
of the shear strain. The spectral analysis of corresponding pencils
generated by non-self-adjoined differential operators is given, the
spectral decompositions of displacements of rod, made from time
invariant viscoelastic and linear aging materials, are obtained.
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