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УДК 539.1

НЕСТАЦИОНАРНАЯ ДИНАМИЧЕСКАЯ

ЗАДАЧА ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

ДЛЯ КОНЕЧНОГО ЦИЛИНДРА1

c
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2003 Л.И. Фридман2

Проблема разработки методов динамических расчетов соору-

жений и машин — актуальнейшая задача современной науки.

Этой проблеме посвятил всю свою творческую жизнь Юрий

Эдуардович Сеницкий. Им и его учениками решен ряд слож-

ных задач динамики элементов сооружений и машин на основе

метода конечных интегральных преобразований. В настоящей

работе построено решение нестационарной задачи теории упру-

гости для конечного цилиндра родственным методом — разло-

жением в ряд по системам ортогональных функций.

Введение

Один из возможных методов решения нестационарных динамиче-
ских задач теории упругости — решение в рядах по собственным фор-
мам. В работах [1, 2] приводится реализация этого метода при постро-
ении решения нестационарной полярно-симметричной задачи для по-
лой сферы, для которой известно решение в квадратурах, получен-
ное методом ”бегущей волны”. Сопоставление вычислений, получен-
ных двумя методами, подтверждает хорошую сходимость метода раз-
ложения в ряд по собственным формам.

В отличие от полой сферы, когда известно точное решение зада-
чи о собственных формах, решение последней для тел любой другой
формы строится в рядах по ортогональным системам функций [3, 4].
Это обстоятельство существенно усложняет построение нестационар-
ной динамической задачи для конечного цилиндра. Однако появив-
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шиеся в последнее время системы компьютерной алгебры, например
”Mathematica 4.1”, упрощают как проведение сложных аналитических
преобразований при построении алгоритма, так и процесс вычисле-
ний.

В безразмерных криволинейных ортогональных координатах αi (i =
�1, 2, 3) уравнения динамической задачи теории упругости имеют вид
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(i = 1, 2, 3; j = 2, 3, 1; k = 3, 1, 2). (1)

Здесь ui — безразмерные компоненты перемещения; 2ωi — компоненты
вектора вращения; Hi — коэффициенты Ламе; ∆— относительное изме-
нение объема; t — безразмерное время, отнесённое к l c−1; l — характер-
ный линейный размер; c =

√

E ρ−1 — скорость звука; E — модуль упру-
гости; ρ— массовая плотность; c2

1 =
1−ν

(1+ν)(1−2ν) , c2
2 =

1
2(1+ν) — квадраты

безразмерных скоростей волн расширения и волн сдвига; ν— коэффи-
циент Пуассона.

Уравнения стационарной задачи (уравнения собственных форм)
могут быть получены из (1) и записаны в виде
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где m — индекс (номер) формы; λm — безразмерная частота.
Компоненты перемещения ui (i = 1, 2, 3) удовлетворяют условию

ортогональности$

V
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dV = 0, m , n. (3)

Здесь dV = H1H2H3 dα1dα2dα3 — элемент объeма.
Решение нестационарной задачи записывается в виде

ui =

∞
∑

m=1

uimϕm(t), (4)

где — ϕm(t) искомая функция времени.
Подстановка выражения (4) в систему (1), умножение уравнений

системы соответственно на uin dV, сложение их и интегрирование по
объему с учетом (2) и (3) дают
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где F1, F2, F3 — компоненты объемной силы, заданной как функция ко-
ординат и времени. Решение уравнения (5) при нулевых начальных
условиях (при t = 0, ui = 0, ∂ui

∂t = 0) имеет вид

ϕm(t) =
1
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t
∫

0

fm(τ) sin
[

λm(t − τ)
]

dτ. (8)

Если на граничной поверхности тела заданы компоненты поверх-
ностной нагрузки S i, то ее можно заменить объемной, действующей
в тонком слое, прилегающем к граничной поверхности Fi = S ih−1, где
h — толщина слоя по нормали к поверхности. В этом случае зависи-
мость (6) принимает вид
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1
h
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Vh
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)

dV. (9)

Переходя к пределу (h → 0, Vh → 0) и раскрывая неопределен-
ность, получим решение для поверхностной нагрузки.

1. Собственные формы и частоты

Стационарная динамическая задача теории упругости сводится к
трём уравнениям Гельмгольца относительно трех потенциалов переме-
щений [5]. В некоторых системах координат, включая прямоугольные,
цилиндрические и сферические, решения уравнений Гельмгольца ме-
тодом разделения переменных и специальным подбором параметров
разделения представляются в виде суммы трёх двойных разложений
по ортогональным функциям на координатных поверхностях в обла-
сти, занятой рассматриваемым каноническим телом, включая его гра-
ничные поверхности [3, 4].

В цилиндрических координатах r, ϕ, z для кругового цилиндра
r1
��

r
�

r2, 0
�

z
�

z0 условие периодичности по координате ϕ упро-
щает формы колебаний; потенциалы перемещений при этом представ-
ляются в виде одинарных разложений [7]. Перемещения записываются
в виде

Ur jm = ur jm cos(mϕ); Uϕ jm = uϕ jm sin(mϕ); Uz jm = uz jm cos(mϕ);
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2 ; λ jm — безразмерная частота, j — номер частоты при

фиксированном m; Im и Km — модифицированные функции Бесселя.
Если какая-либо из приведенных величин принимает мнимые значе-
ния, то соответствующие модифицированные функции Бесселя заме-
няются функциями Бесселя, а соответствующие экспоненты — триго-
нометрическими функциями.

В приведенных выше выражениях hk и wk(r) — соответственно соб-
ственное значение и собственная функция задачи Штурма—Лиувилля
для функции радиуса при разделении переменных в уравнении Гельм-
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гольца, т. е.
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где Jm и Ym — функции Бесселя.
Собственные значения hk являются корнями уравнения
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причем r1 и r2 — соответственно внутренний и внешний радиусы ци-
линдра.
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Собственные частоты и формы вычислялись для свободного ци-
линдра. Граничные условия после разложений функций r на плос-
ких границах z = 0 и z = z0 по wk(r) и функций z на цилиндрических
границах r = r1 и r = r2 по cos(µnz), sin(µnz) переходят в бесконеч-
ные последовательности линейных однородных алгебраических урав-
нений относительно последовательностей произвольных постоянных
A(0)

n , B(0)
n , A(1)

n , B(1)
n , A(2)

n , B(2)
n , C

(0)
k , D(0)

k . Условие разрешимости усеченной
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однородной системы дает частотное уравнение (частотный определи-
тель порядка 8N, где N — число удерживаемых слагаемых в разложе-
ниях). Среди корней частотного уравнения, кроме частот λ jm, встреча-
ются корни, равные ihkc1, ihkc2, iµnc1, iµnc2, где i — целое число. Введе-
ние в программу вычисления частот процедур, отсеивающих корни,
не являющиеся частотами, и проверка частот на резонанс позволи-
ли существенно расширить область достоверного вычисления частот,
чему в немалой степени способствуют вычислительные возможности
системы ”Mathematica 4.1”.

На рис. 1 приведена зависимость λ1m от z0, вычисленная на осно-
ве уравнений теории упругости (сплошные линии) и на основе теории
колебаний пластин (модель Тимошенко) (штриховые линии). Анало-
гичные зависимости в [6] ограничены огибающей нижних значений
корней, не являющихся частотами.

2. Нестационарная задача для цилиндра

На плоской границе z = 0 приложена нормальная к граничной по-
верхности уравновешенная нагрузка

p = p∗(t) cos(mϕ). (10)

Зависимость (9) принимает вид
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1

C jmh

r2
∫

r1

2π
∫

0

h
∫

0

puz jm drdϕdz, (11)

где

C jm =

r2
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2π
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0

h
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0

[

(

ur jm cos(mϕ)
)2
+
(

uϕ jm sin(mϕ)
)2
+
(

uz jm cos(mϕ)
)2
]

rdrdϕdz.

(12)
Здесь j — индекс (номер) формы колебаний при фиксированном m.

Функция f (t) принимает вид

f jm = A jm p∗(t),

где A jm — постоянная, полученная после интегрирования по координа-
там и вычисления пределов в (11) и (12).

Из зависимости (8) следует

ϕ jm(t) =
1
E

A jm
1
λ jm

t
∫

0

p∗(τ) sin
[

λ jm(t − τ)
]

dτ. (13)
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Компоненты перемещений нестационарной задачи

ur =

∞
∑

j=1

ur jmϕ jm(t) cos(mϕ); uϕ =
∞
∑

j=1

uϕ jmϕ jm(t) sin(mϕ);

uz =

∞
∑

j=1

uz jmϕ jm(t) cos(mϕ)

определяют напряженное состояние как функцию координат и вре-
мени.

Вычисления проводились для m = 2 и p∗(t) = p0 sin(πt/t0), что со-
ответствует импульсному нагружению. На рис. 2–5 приведены отно-
шения σz/p0 (σz — напряжение) как функции z на отрезке r = 0.3875,
ϕ = 0 в моменты времени, указанные на рисунках; при этом продол-
жительность импульса t0 = π/λ12. При вычислении собственных частот
и форм в соответствующих рядах удерживалось 10 слагаемых т. е. ча-
стотное уравнение представляет собой определитель 80 порядка. Вы-
числения в нестационарной задаче, результаты которых приведены на
рис. 2–4, проведены при суммировании 20 форм. Для сравнения на
рис. 5 приведены результаты вычислений по 5 формам колебаний.

На рис. 6–10 приведены отношения σz/p0 как функции времени t
при изменении нагрузки в соответствии с зависимостью (10) при m =
�2 и p∗(t) = p0 sin(ηλ12t), здесь η принято равным 1,15; (при η = 1
наступает резонанс с частотой первой формы). Напряжения вычисля-
лись в трёх точках r = 0.3875, ϕ = 0, z = 0, z = z0/2, z = z0 (рис. 6,7) и
в двух точках r = 0.3875, ϕ = 0, z = 0, z = 0.0625z0 (рис. 8,9), одна из
которых находится на граничной поверхности z = 0, а другая вблизи
первой z = 0.0625z0. Число id собственных форм, по которым прово-
дились вычисления (их результаты приведены на рис. 6,8,9), равно
20; на рис. 7 id = 10. Как из первой серии вычислений (рис. 2–5),
так и из второй серии вычислений (рис. 6–9) следует, что граничные
уловия при z = 0 и z = z0 σz = 0 удовлетворяются достаточно точно и
что напряжения σz резко возрастают вблизи граничной поверхности
(рис. 8,9).

Нестационарные движения могут вычисляться по 10–15 формам
колебаний. Все вычисления проведены для относительнных размеров
цилиндра: внутренний радиус r1 = 0.3, внешний радиус r2 = 1, длина
z0 = 2.
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NON-STATIONARY DYNAMICAL ELASTIC

PROBLEM FOR FINITE CYLINDER3

c
�

2003 L.I. Fridman4

In the present work the solution of non-stationary dynamical

elastic problem for finite cylinder is given. The solution is repre-

sented by convergent series over orthogonal functions.
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