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УДК 517.987.1

КРИТЕРИЙ КАФЬЕРО НА ОРТОМОДУЛЯРНОМ
ЧАСТИЧНО УПОРЯДОЧЕННОМ МНОЖЕСТВЕ1

c© 2002 Т.А. Срибная2

Критерий Кафьеро равномерной исчерпываемости доказан для случая, ко-
гда функции заданы на ортомодулярном частично упорядоченном множестве
и принимают значения в произвольном топологическом пространстве, не наде-
ленном никакими алгебраическими операциями.

Введение
Критерий равномерной исчерпываемости последовательности конечных обоб-

щенных мер, заданных на σ-кольце множеств, принадлежит Ф.Кафьеро [1]. В ра-
боте [2] этот критерий был доказан для семейства аддитивных функций, заданных
на σ-кольце множеств, со значениями в топологической абелевой группе, в работе
[3] — для последoвательности аддитивных функций, заданных на ортомодулярной
решетке, со значениями в равномерной полугруппе.
Одной из причин возросшего в настоящее время интереса к распространению

классических результатов теории меры на случай, когда функции заданы на ор-
томодулярной решетке, а в более общем случае на ортомодулярном частично упо-
рядоченном множестве (см., например, работы [4–6]), является применение таких
функций в квантовой механике.
Действительно, если математическое описание статистических моделей для клас-

сической механической системы может быть осуществлено в терминах вероятност-
ных пространств (Ω, A, P ), где Ω — некоторое множество элементарных событий,
A — булева σ-алгебра подмножеств множества Ω, P — вероятностная мера на A, то
в случае, когда речь идет о квантово-механической системе, такого математического
описания недостаточно. Квантово-механические утверждения не удается сформули-
ровать на булевой σ-алгебре подмножеств, более того, их не удается сформулировать
на абстрактной булевой aлгебре. Современная квантовая теория работает с функци-
ями, заданными на ортомодулярных частично упорядоченных множествах ([7, гл. 2,
§ 2, с. 112–118]; [8, гл. 1, § 2, c. 30]).
В предлагаемой работе рассматриваются функции, заданные на ортомодулярном

частично упорядоченном множестве, со значениями в произвольном топологическом
пространстве. Для семейства таких функций доказано обобщение критерия Кафьеро
равномерной исчерпываемости. Кроме этого, показано, что в случае, когда функции
принимают значения в хаусдорфовой равномерной полугруппе, справедлив еще один

1Представлена доктором физико-математических наук профессором С.В. Асташкиным.
2Срибная Татьяна Аркадьевна, кaфедрa функционального анализа и теории функций Сaмaр-

ского государственного университета, 443011, г.Сaмaрa, ул. Акад. Павлова, 1.
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критерий равномерной исчерпываемости, ранее доказанный В.М.Климкиным для
вещественнозначных функций множества [9, гл. 4.1, теорема 1.3].

1. Основные обозначения и определения
Пусть (L,�) — частично упорядоченное множество, D — его непустое подмно-

жество. Если супремум (соответственно, инфимум) множества D существует в L,
то обозначим его через ∨D (соответственно, ∧D). В частных случаях будем ис-
пользовать обозначения ∨{a, b} = a ∨ b; ∧{a, b} = a ∧ b; ∨{ai, i ∈ I} =

∨
i∈I

ai, где
a, b, ai ∈ L, I ⊂ N = {1, 2, 3, . . .}.

Ортомодулярным частично упорядоченным множеством будем называть ча-
стично упорядоченное множество L = (L,�,′ , 0, 1), удовлетворяющее следующим
условиям:
1) L содержит наименьший элемент 0 и наибольший элемент 1;
2) на L задана функция ′, называемая ортодополнением, действующая из L в L,

причем для любых a, b ∈ L справедливо:
(i) (a′)′ = a;
(ii) если a � b, то b′ � a′;
(iii) a ∧ a′ = 0;
(iv) если a � b′, то a ∨ b существует в L;
(v) если a � b, то b = a ∨ (a′ ∧ b).

Из этого определения следует, что 0′ = 1, 1′ = 0 и a ∨ a′ = 1 для любого a ∈ L.
Ортомодулярное частично упорядоченное множество, являющееся одновременно

решеткой, называется ортомодулярной решеткой.
Простейшим примером ортомодулярной решетки является булева алгебра.
Пусть H — гильбертово пространство, L(H) — система всех его подпро-

странств. Определим на L(H) ортодополнение, положив F ′ = H 
 F для любого
F ∈ L(H), где H 
 F — ортогональное дополнение подпространства F . Система
(L(H), ⊂, ′, {0}, H) представляет собой ортомодулярное частично упорядоченное
множество, но не является булевой алгеброй (не выполняется условие дистрибутив-
ности).
Пусть L — ортомодулярное частично упорядоченное множество. Рассмотрим би-

нарную операцию ⊥ на L : a ⊥ b, если a � b′ (или b � a′, что эквивалентно).
Очевидно, что операция ⊥ симметрична, и из условия a ⊥ a следует, что a = 0.
Непустое подмножество B множества L называют ортогональным, если для лю-

бых a, b ∈ B, a 	= b, справедливо a ⊥ b. Если B — конечное ортогональное подмно-
жество L, то из условия (iv) следует, что

∨
B существует в L.

Ортомодулярное частично упорядоченное множество L будем называть σ-
ортополным, если в L существует супремум любого счетного ортогонального под-
множества множества L.
Пусть L — ортомодулярное частично упорядоченное множество, (X, τ) — хау-

сдорфово топологическое пространство, x ∈ X — некоторая фиксированная точка,
H — фундаментальная система окрестностей точки x ∈ X .
Всюду в дальнейшем M = {µ}, µ : L → X , — некоторое семейство функций

такое, что µ(0) = x.
Будем говорить, что функции семействаM = {µ} равномерно квазитреугольные,

если для любой окрестности U ∈ H существует окрестность V ∈ H, V = V (U) такая,
что для любых ортогональных элементов a, b ∈ L и для любой функции µ ∈ M
справедливо:
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если µ(a) ∈ V, µ(b) ∈ V , то µ(a ∨ b) ∈ U ;
если µ(a) ∈ V, µ(a ∨ b) ∈ V , то µ(b) ∈ U .
Будем говорить, что функция µ : L → X, µ ∈ M, исчерпывающая, если для

любой ортогональной последовательности {en} ⊂ L

lim
n→∞µ(en) = x. (1.1)

Будем говорить, что функции семейства M = {µ}, µ : L → X, равномерно
исчерпывающие, если для любой ортогональной последовательности {en} ⊂ L соот-
ношение (1.1) выполняется равномерно относительно µ ∈ M.
Для любого элемента a ∈ L положим

µ̃(a) = {µ(b), b ∈ L, b � a}.

2. Критерии равномерной исчерпываемости
Лемма 1. Пусть L — σ-ортополное ортомодулярное частично упорядоченное

множество, X — хаусдорфово топологическое пространство, H — фундаментальная
система окрестностей точки x ∈ X . Пусть {µn}, µn : L → X , — последовательность
исчерпывающих функций. Для любой окрестности U ∈ H и любой ортогональной
последовательности {en} из L существует такая ортогональная подпоследователь-
ность {eki} ⊂ {ek}, что для любого номера m справедливо

µ̃km

( ∞∨
i=m+1

eki

) ⊂ U.

Доказательство. Пусть U ∈ H, а {en} — ортогональная последовательность из
L. Рассмотрим (Mk)k∈N — разбиение множества N = {1, 2, . . .} такое, что каждое
множество Mk, k = 1, 2, . . . , бесконечно.
Пусть

ak =
∨
i∈Mk

ei, k ∈ N.

Покажем, что {ak} — ортогональная последовательность из L. Пусть i 	= j. По
условию ek � ep

′ для любых k ∈ Mi и p ∈ Mj. Зафиксируем некоторый номер
p ∈Mj , тогда

∨
k∈Mi

ek � ep
′. Так как последнее соотношение справедливо для любого

p ∈Mj , то ∨
k∈Mi

ek �
∧
p∈Mj

ep
′ =
( ∨
p∈Mj

ep

)
′,

что означает ортогональность элементов ai и aj .
Так как функция µ1 : L → X — исчерпывающая, то существует номер k0 ∈ N

такой, что
µ̃1(ak0) ⊂ U.

Пусть ek1 ∈ {ei, i ∈ Mk0}, k1 > 1. К ортогональной последовательности {e1n} =
= {ei, i ∈Mk0} и функции µk1 применим предыдущее рассуждение. Получим орто-
гональную подпоследовательность {e2n} ⊂ {e1n}, для которой

µ̃k1

( ∞∨
n=1

e2n

)
⊂ U.
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Пусть ek2 ∈ {e2n}, k2 > k1. Продолжив процесс по индукции, построим подпосле-
довательность номеров {km} и элементов {ekm} ⊂ L, для которых

µ̃km

( ∞∨
n=1

em+1
n

)
⊂ U

и

µ̃km

( ∞∨
i=m+1

eki

)
⊂ U, m = 1, 2, . . .

Теорема 1. Пусть L — σ-ортополное ортомодулярное частично упорядоченное
множество, X — хаусдорфово топологическое пространство, x — некоторая фик-
сированная точка пространства X . Пусть M = {µ}, µ : L → X, µ(0) = x, —
семейство исчерпывающих равномерно квазитреугольных функций.
Для равномерной исчерпываемости функций семейства M = {µ}, µ : L → X ,

необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие:
(I) для любой окрестности U точки x ∈ X и для любой ортогональной последо-

вательности {en} ⊂ L существует элемент ek0 ∈ {en} такой, что множество функций
{µ ∈M : µ(ek0) 	∈ U}

конечно.
Доказательство. Достаточность. Предположим противное. Обозначим через

H фундаментальную систему окрестностей точки x ∈ X . По предположению суще-
ствуют окрестность U ∈ H, ортогональная последовательность {en} ⊂ L и последо-
вательность функций µn ∈M , для которых

µn(en) 	∈ U, n = 1, 2, . . . (2.1)

Для окрестности U ∈ H в силу равномерной квазитреугольности функций семейства
M = {µ}, µ : L → X , найдется окрестность V0 ∈ H, V0 = V (U). Построим последо-
вательность окрестностей точки x ∈ X : {Vn} ⊂ H, Vn = Vn−1∩V (Vn−1), n = 1, 2, . . .
Переходя, если нужно, к подпоследовательности, в силу леммы 1 можем считать,

что

µ̃m

( ∞∨
k=m+1

ek

)
⊂ V1, m = 1, 2, . . . (2.2)

По условию (I) существуют такие номера p1 и N1, что µn(ep1) ∈ V2, n > N1.
Аналогично найдем номера p2 и N2 такие, что p2 > p1, p2 > N1, N2 > N1 и

µn(ep2) ∈ V3, n > N2.

Продолжив процесс, по индукции построим подпоследовательности номеров {pk}
и {Nk} такие, что pk > pk−1, pk > Nk−1, k = 2, 3, . . . ,

µpm(epk
) ∈ Vk+1, m > k, (2.3)

µpk
(epk

) 	∈ U, k = 1, 2, . . . (2.4)

В силу (2.2), (2.3) и построения последовательности {Vn} ⊂ H, получим для
m = 2, 3, . . .

µpm

(m−1∨
k=1

epk

)
∈ V1, (2.5)
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µpm

( ∞∨
k=m+1

epk

)
∈ V1. (2.6)

Из (2.5) и (2.6) в силу выбора окрестности V1 ∈ H для m = 2, 3, . . . следует

µpm

( ∨
k �=m

epk

)
∈ V0. (2.7)

Положим a =
∞∨
k=1

epk
. Из (2.4) и (2.7), в силу выбора окрестности V0 ∈ H, следует

для m = 2, 3, . . .
µpm(a) 	∈ V0. (2.8)

Таким образом, для любой ортогональной последовательности {en} ⊂ L, удо-
влетворяющей условию (2.1), можно найти такой элемент a ∈ L и выделить такую
подпоследовательность {µpm}, что

µpm(a) 	∈ V0.

Пусть {en} ⊂ L — ортогональная последовательность, удовлетворяющая усло-
вию (2.1). Рассмотрим (Mk)k∈N — разбиение множества N = {1, 2, . . .} на попар-
но непересекающиеся множества такое, что каждое множество Mk, k = 1, 2, . . . ,
бесконечно. Возьмем счетную систему попарно непересекающихся ортогональных
последовательностей

{en, n ∈M1}, {en, n ∈M2}, . . . , {en, n ∈Mk}, . . . ,
для которых выполняются условия

µn(en) 	∈ U, n ∈Mk, k = 1, 2, . . .

Для каждой ортогональной последовательности {en, n ∈ Mk, } k = 1, 2, . . . по-
строим соответствующий элемент и выделим подпоследовательность функций, удо-
влетворяющиx условию (2.8). Полученную последовательность элементов из L обо-
значим через {an}.
По построению последовательность элементов {ak} ортогональна, причем для

этой последовательности и окрестности V0 ∈ H условие (I) теоремы не выполняется.
Необходимость. Пусть функции семейства M = {µ}, µ : L → X , равномерно

исчерпывающие. Тогда для любой ортогональной последовательности {en} ⊂ L и
для любой окрестности U ∈ H существует номер n0 такой, что для любого номера
n > n0

µ(en) ∈ U

для любой функции µ ∈ M . Положим k0 = n0 + 1, тогда µ(ek0) ∈ U для любой
функции µ ∈M . Теорема доказана.
Пусть (S, +, Θ) — абелева полугруппа с нулем Θ, а U — равномерность на S.

Полугруппу S = (S, +, Θ, U) называют равномерной полугруппой, если операция
сложения (x, y) → x + y, действующая из S × S в S, равномерно непрерывна. Если
S = (S, +, Θ, U) — равномерная полугруппа, то равномерность U порождается
семейством D = {d} непрерывныx псевдометрик d на S таких, что d(x + z, y +
+ z) � d(x, y) для любых x, y, z ∈ S (свойство полуинвариантности).
Пусть S = (S, +, Θ, U) — хаусдорфова равномерная полугруппа, µ : L → S.

Следуя [3], будем говорить, что функция µ
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— аддитивная, если µ(0) = Θ и µ(a ∨ b) = µ(a) + µ(b) для любых ортогональных
элементов a и b из L;

— исчерпывающая, если для любой ортогональной последовательности {ek} из
L lim

k→∞
µ(ek) = 0.

Cимволом sa(L, S) обозначим множество всех исчерпывающих аддитивных
функций, заданных на ортомодулярном частично упорядоченном множестве L со
значениями в хаусдорфовой равномерной полугруппе S [3–4].
Если M — непустое подмножество sa(L, S), то говорят, что M равномерно ис-

черпывающее, если
lim
k→∞

µ(ek) = 0

равномерно относительно µ ∈M .
Следствие 1. Пусть L — σ-ортополное ортомодулярное частично упорядочен-

ное множество. Последовательность функций {µn} из sa(L, S) является равномерно
исчерпывающей тогда и только тогда, когда для любой окрестности U нуля в S и
для любой ортогональной последовательности {en} ⊂ L существуют такой номер p
и такой элемент eko ∈ {en}, что

µn(ek0) ∈ U, n > p.

Доказательство. Пусть S = (S, +, Θ, U) — хаусдорфова равномерная по-
лугруппа. Обозначим через τ(U) топологию, соответствующую равномерности U .
Функции последовательности µn : L → S, n = 1, 2, . . . , рассматриваемые как функ-
ции со значениями в топологическом пространстве (S, τ(U)), являются равномер-
но квазитреугольными. Осталось применить теорему 1 к семейству функций M =
= {µn}, n = 1, 2, . . .
Приведем еще один пример семейства функций, для которого справедлива тео-

рема 1. Пусть G — топологическая абелева группа. Следуя [10], функцию ϕ : L→ G
будем называть k-внешней мерой, k ∈ N , если ϕ(0) = Θ и для любой окрестности
нуля V в G и любых ортогональных элементов a, b ∈ L справедливо утверждение:
если ϕ(a) ∈ V , то ϕ(a∨b)−ϕ(b) ∈ k ·V , где k ·V = {v1 +v2 + . . .+vk, vi ∈ V, i = 1, k}.
Примерами k-внешних мер являются аддитивные функции, внешние числовые

меры, квазилипшицевые функции.
Семейство k-внешних мер является семейством равномерно квазитреугольных

функций.
Следствие 2. Пусть L— σ-ортополное ортомодулярное частично упорядоченное

множество, G — топологическая абелева группа, M = {µ}, µ : L → G, — семейство
исчерпывающих k-внешних мер.
Для того чтобы функции семейства M = {µ} были равномерно исчерпывающи-

ми, необходимо и достаточно, чтобы для любой окрестности U нуля в G и любой
ортогональной последовательности {en} ⊂ L существовал элемент ek0 ∈ {en}, для
которого множество функций

{µ ∈M : µ(ek0) 	∈ U}

конечно.
Теорема 2. Пусть L — ортомодулярное частично упорядоченное множество, S

— хаусдорфова равномерная полугруппа. Пусть каждая функция ϕn : L → S, n =
= 1, 2, . . . , является исчерпывающей.
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Для того чтобы функции последовательности {ϕn} обладали свойством равно-
мерной исчерпываемости, необходимо и достаточно, чтобы для любой возрастающей
последовательности номеров {pk} функции множества последовательности {µk}, где

µk(e) = ϕpk
(e) + ϕpk+1(e), e ∈ L,

были равномерно исчерпывающими.
Доказательство. Достаточность. Предположим противное. Тогда существу-

ют псевдометрика d ∈ D, число ε > 0 и ортогональная последовательность {en} ⊂ L
такие, что

d(ϕn(en), 0) > 2ε, n = 1, 2, . . . (2.9)

Положим p1 = 1. Так как функция ϕp1 исчерпывающая, то существует номер p2 > p1

такой, что

d(ϕp1 (ep2), 0) < ε. (2.10)

Используя свойство полуинвариантности псевдометрики d, получим для любых
x, y ∈ S

d(0, x) � d(0, x+ y) + d(y, 0). (2.11)

Из (2.8) – (2.11) следует

d(ϕp2 (ep2) + ϕp1(ep2), 0) > ε.

Продолжив процесс, построим подпоследовательность номеров
{pk}, pk+1 > pk, k = 1, 2, . . . тaкую, что

d(ϕpk+1 (epk+1) + ϕpk
(epk+1), 0) > ε, k = 1, 2, . . . ,

что противоречит условию.
Так как необходимость очевидна, то теорема доказана.
Замечание 1. В случае, когда L — ортомодулярная решетка со свойством суб-

секвенциальной интерполяции, следствие 1 доказано в работе [3, c. 518] (Cafiero
Theorem).
Замечание 2. Следствие 2 содержит в себе критерий равномерной исчерпыва-

емости семейства векторных мер, доказанный в работе [2, с. 264].
Замечание 3. Для семейства неаддитивных вещественнозначных функций мно-

жества критерий Кафьеро равномерной исчерпываемости был доказан в работе [11].
Теперь этот результат может быть получен как следствие теоремы 1.
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