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w RABOTE DAETSQ KLASSIFIKACIQ PAR mANINA DLQ POLUPROSTYH WE�ESTWEN�

NYH I KOMPLEKSNYH ALGEBR lI� dOKAZYWAETSQ TEOREMA O RAZLOVENII DLQ REDUK�

TIWNYH ALGEBR lI I IZU�A�TSQ RAZLOVENIQ PAR mANINA W OB�EJ POSTANOWKE�

pONQTIQ PARY I TROJKI mANINA WOZNIKLI W RABOTAH PO KWANTOWYM GRUPPAM ��� �	�
kWAZIKLASSI�ESKIM PRIBLIVENIEM KWANTOWOJ GRUPPY QWLQETSQ GRUPPA lI� SNABVEN

NAQ GRUPPOWOJ SKOBKOJ pUASSONA� aLGEBRA lI �TOJ GRUPPY OBLADAET SLEDU��IM

SWOJSTWOM� EE SOPRQVENNOE PROSTRANSTWO TAKVE QWLQETSQ ALGEBROJ lI� I OBE ALGEB

RY lI MOGUT BYTX WLOVENY W TRETX� ALGEBRU lI� NAZYWAEMU� DUBLEM ISHODNOJ

ALGEBRY lI� �TI TRI ALGEBRY lI OBRAZU�T TROJKU mANINA� kLASSIFIKACIQ TROEK
mANINA DLQ PROSTYH ALGEBR lI BYLA PROWEDENA W RABOTE ��	 W TERMINAH RE�ENIJ
KLASSI�ESKOGO URAWNENIQ qNGA�bAKSTERA� pONQTIE PARY mANINA WOZNIKLO W RABOTE

��	 W REZULXTATE RASSMOTRENIQ BOLEE OB�IH� �EM KWANTOWYE GRUPPY� OB�EKTOW� pA

RA mANINA DOPOLNQETSQ DO TROJKI mANINA� ESLI W EE DUBLE ESTX DOPOLNITELXNAQ K
ISHODNOJ ALGEBRE lI PODALGEBRA�

w RABOTE PROWODITSQ KLASSIFIKACIQ PAR mANINA DLQ PROSTYH KOMPLEKSNYH I

WE�ESTWENNYH ALGEBR lI TEOREMY ��� I ����� oKAZYWAETSQ� �TO DLQ PROSTYH AL

GEBR lI L�BAQ PARA mANINA PRODOLVAETSQ DO TROJKI mANINA� dLQ PROIZWOLXNOJ
ALGEBRY lI �TO NEWERNO NAPRIMER� DLQ KOMMUTATIWNYH ALGEBR lI�� dLQ REDUKTIW

NYH ALGEBR lI DOKAZYWA�TSQ TEOREMY RAZLOVENIQ TEOREMY ���� I ����� SWODQ�IE
KLASSIFIKACI� K SLU�AQM PROSTYH I KOMMUTATIWNYH ALGEBR lI� rABOTA SODERVIT
OB�U� TEOREMU O RAS�EPLENII PAR mANINA TEOREMA �����

��pARY mANINA DLQ KOMPLEKSNYH REDUKTIWNYH

ALGEBR lI

oPREDELENIE ���� pUSTX d � ALGEBRA lI NAD POLEM k S NEWYROVDENNOJ add

INWARIANTNOJ SIMMETRI�ESKOJ BILINEJNOJ k
FORMOJ� �� � � � pUSTX g � PODALGEBRA

d�
gOWORQT� �TO g� d� QWLQETSQ PAROJ mANINA� ESLI g � LAGRANVEWO PODPROSTRAN


STWO OTNOSITELXNO � �� � � TO ESTX � x� y �� � DLQ WSEH x� y � g I dimg � �
� dimd��

aLGEBRU lI d NAZYWA�T DUBLEM DLQ g�

�pREDSTAWLENA DOKTOROM FIZIKO�MATEMATI�ESKIH NAUK PROFESSOROM w�e� wOSKRESENSKIM�
�pANOW aLEKSANDR nIKOLAEWI� �panov�info�ssu�samara�ru�� KaFEDRa aLGEBRY I GEOMETRII sA�

MARSKOGO GOSUDARSTWENNOGO UNIWERSITETA� ������� sAMARA� UL� aKAD� pAWLOWA� ��
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dLQ L�BOJ ALGEBRY lI g MOVNO OBRAZOWATX PARU mANINA� W KOTOROJ W KA�ESTWE
d RASSMATRIWAETSQ POLUPRQMAQ SUMMA g I EE KOPRISOEDINENNOGO PREDSTAWLENIQ W g�

KOMMUTATOR NA g� NULEWOJ�� tAKIE PARY mANINA BUDEM NAZYWATX TRIWIALXNYMI�
oPREDELENIE ���� pUSTX g�� d�� � �� � ��� I g�� d�� � �� � ��� � DWE PARY mANINA

NAD POLEM k� iZOMORFIZM ALGEBR lI � � d� �� d� BUDEM NAZYWATX IZOMORFIZMOM PAR

mANINA� ESLI �g�� � g� I SU�ESTWUET �ISLO � � k� TAKOE� �TO � �x�� �y� ��
� � � x� y � DLQ WSEH x� y � d��

oPREDELENIE ���� pUSTX g I g� � DWE PODALGEBRY lI W ALGEBRE lI d IZ OPREDE

LENIQ ���� tROJKA g� g�� d� NAZYWAETSQ TROJKOJ mANINA� ESLI g I g� � LAGRANVEWY

PODPROSTRANSTWA OTNOSITELXNO � �� � � I d � PRQMAQ SUMMA g I g� KAK LINEJNYH

PODPROSTRANSTW�
zAMETIM� �TO W �TOM SLU�AE g� d� I g�� d� OBRAZU�T PARY mANINA�
oPREDELENIE ���� rASSMOTRIM DWE TROJKI mANINA g�� g

�

�� d�� I g�� g
�

�� d��� iZO

MORFIZM ALGEBR lI � � d� �� d� BUDEM NAZYWATX IZOMORFIZMOM TROEK mANINA� ESLI
�g�� � g�� �g

�
�� � g�� I � �x�� �y� �� � � x� y ��

nA PROTQVENII WSEJ STATXI WSE ALGEBRY lI OPREDELENY NAD POLEM HARAKTERISTI

KI NULX OBY�NO NAD C ILI R��oBOZNA�IM �EREZ K�� �� FORMU kILLINGA ALGEBRY lI

g� rASSMOTRIM DWE KOMPLEKSNYE KOMMUTATIWNYE� ASSOCIATIWNYE PODALGEBRY� A� �
� C e� � C e� S ORTOGONALXNYMI IDEMPOTENTAMI e�� e� I A� � C � C e S NILXPOTENTOM
e� � ��

dLQ L�BOGO PODPROSTRANSTWA c W g OBOZNA�IM �EREZ c�K ORTOGONALXNOE DOPOLNE

NIE K c PO OTNO�ENI� K FORME kILLINGA� pUSTX g � KOMPLEKSNAQ POLUPROSTAQ AL

GEBRA lI I p� EE PARABOLI�ESKAQ PODALGEBRA� rAZLOVIM p W WIDE PRQMOJ SUMMYKAK
LINEJNYH PODPROSTRANSTW� EE NILXRADIKALA np I REDUKTIWNOJ �ASTI r� pODALGEBRA
r QWLQETSQ PRQMOJ SUMMOJ DWUH PODALGEBR lI s � �r� r	 I EE CENTRA z�

lEMMA ���� pUSTX c � PODALGEBRA W KOMPLEKNOJ POLUPROSTOJ ALGEBRE lI g I

c�K � c� tOGDA SU�ESTWUET PARABOLI�ESKAQ PODALGEBRA p� SODERVA�AQ c TAKAQ� �TO
c � s� l� np� GDE l � PODPROSTRANSTWO W z S USLOWIEM l�K � l�

dOKAZATELXSTWO� iZWESTNO ��	� �TO L�BAQ SOBSTWENNAQ PODALGEBRA POLUPROSTOJ
KOMPLEKSNOJ ALGEBRY lI LIBO POLUPROSTAQ� LIBO PARABOLI�ESKAQ� pODALGEBRA c SO

DERVITSQ W NEKOTOROJ MAKSIMALXNOJ SOBSTWENNOJ PODALGEBRE M � pREDPOLOVENIE�
�TO M POLUPROSTAQ� PRIWODIT K PROTIWORE�I�� g � M �M�K I M�K � c � M �
sLEDOWATELXNO� M � PARABOLI�ESKAQ PODALGEBRA� tOGDA M�K � NILXPOTENTNYJ

RADIKAL I c � M�K � dOKAZATELXSTWO ZAWER�AETSQ PRIMENENIEM INDUKCII K PODAL

GEBRE c�M�K W M�M�K ��

sLEDSTWIE ���� l�BAQ IZOTROPNAQ PO OTNO�ENI� K FORME kILLINGA� PODALGEB

RA g QWLQETSQ RAZRE�IMOJ PODALGEBROJ� l�BAQ LAGRANVEWA PODALGEBRA W g IMEET WID

l�n� GDE n � MAKSIMALXNAQ NILXPOTENTNAQ PODALGEBRA I l� LAGRANVEWA PODALGEBRA

W SOOTWETSTWU��EJ PODALGEBRE kARTANA�
tEOREMA ���� pUSTX g � KOMPLEKSNAQ PROSTAQ ALGEBRA lI I g� d� � PARA mA


NINA� tOGDA g� d� IZOMORFNA ODNOJ IZ SLEDU��IH PAR mANINA TIPA �� ILI ����
�� d � g � A� � g� � g�� GDE gi � gei� i � �� �� ALGEBRA lI g WKLADYWAETSQ W d KAK

DIAGONALX g � fx� x�g � fxe��xe�g I � x�� y��� x�� y�� �� c � Kx�� x��	Ky�� y���
DLQ c � C �
�� d TRIWIALXNAQ PARA mANINA� W �TOM SLU�AE DUBLX IZOMORFEN g�A� I INWARIANT

NAQ FORMA ZADAETSQ PO FORMULE � x�� ���� x�� ��� �� ��x�� � ��x���

kAVDAQ PARA mANINA DLQ PROSTOJ KOMPLEKSNOJ ALGEBRY lI DOPOLNQETSQ DO TROJ

KI mANINA�

dOKAZATELXSTWO� sNA�ALA ZAMETIM� �TO d KAK adg
MODULX� QWLQETSQ PRQMOJ



o PARAH mANINA ��

SUMMOJ DWUH �KWIWALENTNYH NEPRIWODIMYH adg
PODMODULEJ d � g� V � GDE V MOVET

BYTX OTOVDESTWLENO �EREZ v � V ��� �� v �� g� � S g� KAK g
MODULX� iSPOLXZUQ
FORMU kILLINGA� MY OTOVDESTWLQEM g� S g� l�BOJ adg
PODMODULX d IZOMORFEN PRI

SOEDINENNOMU MODUL� g�

pREDPOLOVIM� �TO d� PROSTAQ ALGEBRA lI�tOGDA� �� � �� c�K�� �� I g IZOTROPNA

PO OTNO�ENI� K FORME kILLINGA� pO cLEDSTWI� ��� g � RAZRE�IMAQ PODALGEBRA�
pROTIWORE�IE� sLEDOWATELXNO� d NE QWLQETSQ PROSTOJ ALGEBROJ lI�

pUSTX I � NENULEWOJ IDEAL W d� eGO ORTOGONALXNOE DOPOLNENIE I� PO OTNO�E

NI� K � �� � � TAKVE QWLQETSQ IDEALOM� oBA IDEALA IZOMORFNY g KAK adg
MODULI� w
�ASTNOSTI� dimg � dimI� � dimI��� pERESE�ENIE I

T
I� QWLQETSQ adg
MODULEM� KO


TORYJ QWLQETSQ NULEWYM ILI IZOMORFNYM PRISOEDINENNOMU MODUL� g� w POSLEDNEM

SLU�AE I � I� � I
T
I��

pREDPOLOVIM� �TO I
T
I� � �� tOGDA d QWLQETSQ PRQMOJ SUMMOJ PODPROSTRANSTW

I I I�� pOSKOLXKU �I� I�	 � I
T
I� � �� TO d � PRQMAQ SUMMA IDEALOW d � I � I��

lAGRANVEWA PODALGEBRA g NE MOVET SODERVATXSQ W ODNOJ KOMPONENTE d W PROTIWNOM
SLU�AE �TA PODALGEBRA MOVET BYTX RAS�IRENA DO IZOTROPNOGO W d PODPROSTRANSTWA

S POMO�X� �LEMENTA IZ I ILI I��� gOMOMORFIZMY PROEKTIROWANIQ g �� I I g �� I�

QWLQ�TSQ IZOMORFIZMAMI� dUBLX d IZOMORFEN g� � g� T�E� TIPA � IZ UTWERVDENIQ
TEOREMY� S DIAGONALXNYM WLOVENIEM g�

�TO KASAETSQ INWARIANTNOJ FORMY � �� � �� MY ZAME�AEM

� �� �� d ��� �g�� g�	� d ��� g�� �g�� d	 ��� g�� g� � � ����

oGRANI�ENIE � �� � � NA KAVDU� KOMPONENTU gi DAET INWARIANTNU� NEWYROVDENNU�

FORMU NA gi� �TA FORMA RAWNA FORME kILLINGA S TO�NOSTX� DO KONSTANTY ci � C �
mY IMEEM

� x�� y��� x�� y�� �� c�Kx�� x�� � c�Ky�� y����

fORMA � �� � � NULEWAQ NA DIAGONALI� �TO DOKAZYWAET� �TO c� � 	c� I ZAWER�AET
DOKAZATELXSTWO W SLU�AE ��

rASSMOTRIM SLU�AJ I � I�� TO ESTX I � IZOTROPNOE PODPROSTRANSTWO� nABL�DE

NIE

� d� �I� I	 ��� �d� I	� I ��� I� I �� �

WLE�ET �I� I	 � � T�E� I � KOMMUTATIWNYJ IDEAL�� pERESE�ENIE g I I NULEWOE� sLEDO

WATELXNO� d � g�I� oBOZNA�IM V �� I I OTOVDESTWIM V S g� �EREZ v � V ��� �� v ��
� v� � g�� pRISOEDINENNOE adg
DEJSTWIE g NA V SOOTWETSTWUET KOPRISOEDINENNOMU

DEJSTWI� NA g�� fORMA � �� � � RAWNA NUL� NA g I NA V I � x� v �� v�x� DLQ WSEH
x � g� v � V �

hORO�O IZWESTNO� �TO KAVDAQ PARA mANINA TIPA � ILI � DOPOLNQETSQ DO TROJKI
mANINA ��	� �

oPREDELENIE ���� bUDEM NAZYWATX PARU mANINA g�� d�� PODPAROJ PARY mANINA

g� d�� ESLI g� � PODALGEBRA g� d� � PODALGEBRA d I BILINEJNAQ FORMA NA PERWOJ

PARE POLU�AETSQ OGRANI�ENIEM BILINEJNOJ FORMY WTOROJ PARY�
oPREDELENIE ��	� bUDEM GOWORITX� �TO PARA mANINA g� d� QWLQETSQ PRQMOJ

SUMMOJ DWUH PODPAR g�� d�� I g�� d��� ESLI d � d� � d� I g � g� � g� KAK ALGEBR lI

I � d�� d� �� ��
tEOREMA ���
� pUSTX g � s� � � � � � sk � KOMPLEKSNAQ POLUPROSTAQ ALGEBRA

lI S PROSTYMI KOMPONENTAMI si� l�BAQ PARA mANINA g� d� EDINSTWENNYM OBRAZOM

RAZLAGAETSQ W PRQMU� SUMMU PODPAR si� di��
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dOKAZATELXSTWO� kAK adg
MODULX� d MOVET BYTX RAZLOVENO W PRQMU� SUMMU

d � g � V � dOPOLNITELXNYJ PODMODULX V MOVET BYTX OTOVDESTWLEN S KOPRISOEDI

NENNYM MODULEM g�� POSKOLXKU g � POLUPROSTAQ ALGEBRA lI� g I g� IZOMORFNY KAK

g
MODULI� pOLU�AEM RAZLOVENIE

d � g� V � s� � � � �� sk � V� � � � �� Vk ����

W PRQMU� SUMMU NEPRIWODIMYH adg
PODMODULEJ� dEJSTWIE si NA Vj NULEWOE DLQ i 
�
� j I DEJSTWIE si NA Vi IZOMORFNO PRISOEDINENNOMU DEJSTWI�� oBOZNA�IM �EREZ di
PODPROSTRANSTWO si � Vi� nA�A CELX � POKAZATX� �TO di � PODALGEBRA lI I d �
� d� � � � �� dk ESTX PRQMAQ SUMMA ALGEBR lI�

pOKAVEM� �TO di � PODALGEBRA lI� o�EWIDNO� �TO �si� si	 � si I �si� Vi	 � Vi�
oSTALOSX POKAZATX� �TO �Vi� Vi	 � Vi� pODPROSTRANSTWO �Vi� Vi	 ANNULIRUETSQ sj DLQ

L�BOGO j 
� i� iZ ���� ZAKL��AEM �Vi� Vi	 � Vi�
dLQ RAZLI�NYH i I j RASSMOTRIM PODPROSTRANSTWO �Vi� Vj 	� kAK si
MODULX� �Vi� Vj	

� PRQMAQ SUMMA PRISOEDINENNNYH si
MODULEJ I IZ ���� SODERVITSQ W di� �TO VE
WERNO DLQ j� pOSKOLXKU di

T
dj � �� POLU�AEM �Vi� Vj	 � �� mY IMEEM RAZLOVENIE d �

� d�� � � �� dk ALGEBRY lI d W PRQMU� SUMMU KOMMUTIRU��IH IDEALOW� aNALOGI�NO
���� POKAZYWAETSQ� �TO di ORTOGONALXNY OTNOSITELXNO � �� � ��

rAZLOVENIE d EDINSTWENNO� TAK KAK EDINSTWENNO RAZLOVENIE d KAK s
MODULQ W

PRQMU� SUMMU IZOTIPI�ESKIH KOMPONENT� �
nA�A SLEDU��AQ CELX � DOKAZATX TEOREMU O PARAH mANINA DLQ REDUKTIWNYH

ALGEBR lI� nAM PONADOBQTSQ SLEDU��IE LEMMY�
lEMMA ����� pUSTX g � KOMPLEKSNAQ POLUPROSTAQ ALGEBRA lI� nA g NET NENULE


WYH KOSOSIMMETRI�ESKIH ad
INWARIANTNYH BILINEJNYH FORM�
lEMMA ����� pUSTX d � ALGEBRA lI S NENULEWOJ INWARIANTNOJ NEWYROVDENNOJ

SIMMETRI�ESKOJ BILINEJNOJ FORMOJ � �� � �� pUSTX d�� d� � DWA PODPROSTRANSTWA

TAKIE� �TO OGRANI�ENIE � �� � � NA KAVDOE PODPROSTRANSTWO NEWYROVDENO I d � d��
� d� � ORTOGONALXNOE RAZLOVENIE d � eSLI d� I d� � PODALGEBRY lI� TO �d�� d�	 � �
T�E� IMEET MESTO PRQMAQ SUMMA ALGEBR lI��

dOKAZATELXSTWO� zAMETIM� �TO

� d�� �d�� d�	 ��� �d�� d�	� d� ��� d�� d� �� ��

� d�� �d�� d�	 ��� �d�� d�	� d� ��� d�� d� �� ��

�TO WLE�ET �d�� d�	�d� tOGDA �d�� d�	 � ���
tEOREMA ����� pUSTX g � s � z � KOMPLEKSNAQ REDUKTIWNAQ ALGEBRA lI S POLU


PROSTOJ I KOMMUTATIWNOJ �ASTQMI s I z� l�BAQ PARA mANINA g� d� EDINSTWENNYM
OBRAZOM RAZLAGAETSQ W PRQMU� SUMMU PODPAR mANINA s� ds� I z� dz��

dOKAZATELXSTWO� kAK s
MODULX� d � PRQMAQ SUMMA DWUH IZOTIPI�ESKIH PODMO

DULEJ d� � ds � dz� pERWYJ PODMODULX RAWEN ds � s � V � GDE s
MODULX V IZOMORFEN

s� wTOROJ PODMODULX dz QWLQETSQ PODPROSTRANSTWOM� SOSTOQ�IM IZ s
INWARIANTNYH
WEKTOROW� oGRANI�ENIQ � �� � � NA ds I dz NEWYROVDENY�
�AG �� ds

� � dz� dOSTATO�NO DOKAZATX� �TO ds I dz ORTOGONALXNY�

� ds � dz ��� �ds� s	� dz ��� ds � �s� dz	 ��� ds� � �� ��

�AG �� ds � PODALGEBRA� pOSKOLXKU s � PODALGEBRA I V QWLQETSQ ads
MODULEM�
DOSTATO�NO DOKAZATX� �TO �V� V 	 � V � dLQ L�BOGO � � dz RASSMOTRIM KOSOSIMMETRI

�ESKU� BILINEJNU� FORMU fv� w� �� �� �v� w	 � NA V � tAK KAK ads�� � �� TO �TA
FORMA ads
INWARIANTNA� pO LEMME ����� f � � I OTS�DA �V� V 	 � ds�
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�AG �� dz � PODALGEBRA� pODPROSTRANSTWO �dz� dz	 SOSTOIT IZ ads
INWARIANTNYH WEK

TOROW� sLEDOWATELXNO� �dz� dz	 � dz�
�AG �� lEMMA ���� ZAWER�AET DOKAZATELXSTWO��

��o RAZLOVENII PAR mANINA

oPREDELENIE ���� bUDEM GOWORITX� �TO PODPARA g�� d�� QWLQETSQ IDEALOM W PARE
g� d�� ESLI g� I d� � IDEALY W g I d� w �TOM SLU�AE g�g�� d�d�� � PARA mANINA�

pREDLOVENIE ���� pUSTX s � POLUPROSTAQ PODALGEBRA lI I d � s � V � EE

TRIWIALXNYJ DUBLX� l�BOE DIFFERENCIROWANIE ALGEBRY lI d RAWNQETSQ PO MODUL�

WNUTRENNIH DIFFERENCIROWANIJ DIFFERENCIROWANI�� KOTOROE RAWNO NUL� NA s I

SKALQRNO NA NEPRIWODIMYH KOMPONENTAH V �
dOKAZATELXSTWO� aLGEBRA lI s QWLQETSQ PRQMOJ SUMMOJ PROSTYH PODALGEBR s �

� �si� I V � �Vi � PRQMAQ SUMMA SOOTWETSTWU��IH NEPRIWODIMYH PREDSTAWLENIJ�
pUSTX � � V � s � IZOMORFIZM OTOVDESTWLENIQ V I s KAK ads
MODULEJ� dLQ

L�BYH x � s I v � V IMEET MESTO RAWENSTWO �x� �v�	 � �adxv��� oTS�DA WYTEKAET
��v�� �w�	 � �ad��v�w� I

ad��v�w � �����v�� �w�	�� ����

pUSTX � � DIFFERENCIROWANIE d� dLQ x � s I v � V OBOZNA�IM

�x� � sx � �x�
�v� � tv � 	v

S sx� tv � s I �x� 	v � V � dLQ x � s I v � V IMEEM ��x�� v	 � �x� �v�	 � �adxv���
pOSLE PODSTANOWKI POLU�AEM

�x� tv	 � tadxv� ����

�sx� v	 � �x� 	v	 � 	adxv� ����

oTOBRAVENIE v �� tv QWLQETSQ MORFIZMOM s
MODULEJ V � s� pOLU�AEM� �TO tjVi �
� 
i�jVi� DLQ NEKOTOROJ SISTEMY KONSTANT 
 � 
i� � � � �
k�� dLQ WSEH v� w � Vi IMEEM

� � ��v� w	� � ��v�� w	 � �v� �w�	 � �tv � 	v� w	 � �v� tw � 	w	 �

� �
i�v�� w	 � �v� 
i�w�	 � 
iad��v�w 	 ad��w�v� � �
i�
����v�� �w�	��

pOLU�AEM 
i � �� OTS�DA tv � � DLQ WSEH v � V � dIFFERENCIROWANIE � IMEET WID

�x� � sx � �x�
�v� � 	v�

dLQ WSEH x� y � s IZ SOOTNO�ENIQ ��x�� y	 � �x� �y�	 � ��x� y	� WYTEKAET

�sx� y	 � �x� sy	 � s�x�y�� ����

��x� y	 � �x� �y	 � ��x�y�� ����

pOLU�AEM� �TO sx QWLQETSQ DIFFERENCIROWANIEM I �x QWLQETSQ �
KOCIKLOM s SO ZNA

�ENIEM W PRISOEDINENNOM PREDSTAWLENII� pOLUPROSTAQ ALGEBRA lI IMEET TRIWIALX

NYE H�
KOGOMOLOGII ��	� sU�ESTWU�T b� � s I v� � V TAKIE� �TO sx � �b�� x	 I
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�x � �x� v�	 � adxv��� oBOZNA�IM a� � b� � v�� iMEEM �a�� x	 � �b� � v�� x	 � �x� I
�a�� v	 � �b�� v	 DLQ L�BOGO v � V � pEREPI�EM ���� SLEDU��IM OBRAZOM�

��b�� x	� v	 � �x� 	v	 � 	adxv� ����

wY�ITAEM IZ ���� ��b�� x	� v	 � �x� �b�� v		 � �b�� �x� v		� POLU�AEM

�x� 		 adb��v�	 � 		 adb���x� y	��

TO ESTX 	 	 ada� � V �� V QWLQETSQ MORFIZMOM s
MODULEJ� �TOT MORFIZM SKALQREN

NA NEPRIWODIMYH KOMPONENTAH V �

	 	 ada� jVi � ci idjVi �

dIFFERENCIROWANIE � 	 ada� SOWPADAET S DIFFERENCIROWANIEM �c� KOTOROE NULEWOE
NA s I SKALQRNOE vi � civi NA Vi��

tEOREMA ���� pUSTX s� d� � PARA mANINA S POLUPROSTOJ ALGEBROJ lI s� eSLI
s� d� � IDEAL W NEKOTOROJ PARE mANINA g� a�� TO g� a� RAS�EPLQETSQ W PRQMU�

SUMMU s� d� I EGO DOPOLNENIQ�
dOKAZATELXSTWO� pUSTX d � g � g� kAVDOE DIFFERENCIROWANIE d WNUTRENNEE�

oTS�DA DLQ L�BOGO x � a SU�ESTWUET bx � d TAKOJ� �TO �LEMENT y � x 	 bx KOMMU

TIRUET S d� �LEMENTY fyg OBRAZU�T DOPOLNITELXNU� PODALGEBRU� KOMMUTIRU��U�
S d� pARA s� d� RAS�EPLQETSQ�

eSLI d � TRIWIALXNYJ DUBLX� TO DLQ L�BOGO x � a SU�ESTWUET bx � d TAKOJ� �TO
�LEMENT y � x 	 bx OBLADAET SLEDU��IMI SWOJSTWAMI� adys� � � I adyvi � 
ivi NA
Vi� nABL�DENIE

� �� �s� y	� Vi ��� s� �y� Vi	 �� 
i � s� Vi �

WLE�ET 
i � �� �LEMENTY fyg OBRAZU�T DOPOLNITELXNU� PODALGEBRU� KOMMUTIRU�

�U� S d� pARA s� d� RAS�EPLQETSQ��

��sLU�AJ WE�ESTWENNYH ALGEBR lI

pUSTX g � WE�ESTWENNAQ PROSTAQ ALGEBRA lI� iZWESTNO� �TO g ILI WE�ESTWENNAQ

FORMA KOMPLEKSNOJ PROSTOJ ALGEBRY lI ILI g DOPUSKAET KOMPLEKSNU� STRUKTURU�
w �TOM SLU�AE ONA IZOMORFNA OWE�ESTWLENNOJ KOMPLEKSNOJ PROSTOJ ALGEBRE lI�

oBOZNA�IM �EREZ gC KOMPLEKSIFIKACI� ALGEBRY lI g I �EREZ � � KOMPLEKSNOE

SOPRQVENIE gC NAD g� rASSMOTRIM WE�ESTWENNYE KOMMUTATIWNYE ASSOCIATIWNYE AL

GEBRY� A�R� � Re� � Re�� POROVDENNYE ORTOGONALXNYMI IDEMPOTENTAMI e� I e� �
A� � R�Re S e� � � �TO WE�ESTWENNYE FORMY A� I A���

tEOREMA ���� l�BAQ PARA mANINA g� d� S WE�ESTWENNOJ PROSTOJ ALGEBROJ lI g

IMEET WID�
�� d � g�A�R� � ge� � ge� S BILINEJNOJ FORMOJ KAK I W KOMPLEKSNOM SLU�AE TEO

REMA �����
�� �TOT SLU�AJ TOLXKO DLQ WE�ESTWENNYH FORM� d � gC S � �� � �� c �ImK�� ��� c � R�
�� TRIWIALXNYJ SLU�AJ� POLUPRQMAQ SUMMA g I EE KOPRISOEDINENNOGO PREDSTAWLE

NIQ�

kAVDAQ PARA mANINA DLQ PROSTOJ WE�ESTWENNOJ ALGEBRY lI DOPOLNQETSQ DO

TROJKI mANINA�
dOKAZATELXSTWO� dLQ WE�ESTWENNOJ PARY mANINA g� d� PARA gC� dC� QWLQETSQ

KOMPLEKSNOJ PAROJ mANINA� zDESX d � dC�� I g � gC�� � gC���



o PARAH mANINA ��

A� rASSMOTRIM SLU�AJ� KOGDA g � WE�ESTWENNAQ FORMA KOMPLEKSNOJ PROSTOJ

ALGEBRY lI gC�
pREDPOLOVIM� �TO dC � DUBLX TIPA �� TO ESTX dC � gC� � gC� � GDE gCi � gCei� nA


POMNIM� �TO gC WKLADYWAETSQ W dC DIAGONALXNYM OBRAZOM x �� xe��xe�� oBOZNA�IM
�EREZ � SOPRQVENIE dC NAD d� oGRANI�ENIE � NA gC SOWPADAET S �� dLQ WSEH x � gC

POLU�AEM

�x�e� � �x�e� � �x� � �xe� � xe�� � �xe�� � �xe��� ����

zAMETIM� �TO OBRAZY �gCei� QWLQ�TSQ PROSTYMI KOMPLEKSNYMI PODALGEBRAMI W

dC� aLGEBRA lI dC IMEET EDINSTWENNOE RAZLOVENIE W PRQMU� SUMMU IDEALOW� eSLI
�gCei� � gCei� TO IZ ���� IMEEM �xei� � �x�ei� pOLU�AEM

d � dC�� � ge� � ge��

eSLI �gCe�� � �gCe�� SOOTW� �gCe�� � �gCe���� TO IZ���� �xe�� � �x�e� I

�x�e� � �x�e�� dUBLX

d � dC�� � fxe� � �x�e� � x � gCg

IZOMORFEN gC I

� xe� � �x�e�� ye� � �y�e� �� Kx� y� 	K�x�� �y�� � � ImKx� y��

sLU�AJ dC � dC � dCe RASSMATRIWAETSQ ANALOGI�NO�
B� rASSMOTRIM SLU�AJ� KOGDA g � PROSTAQ ALGEBRA S KOMPLEKSNOJ STRUKTUROJ�

pUSTX i � x� xi� i� � 	� � KOMPLEKSNAQ STRUKTURA NA g� rAS�IRENIE POLQ KONSTANT
ALGEBRY lI g DO POLQ KOMPLEKSNYH �ISEL C � Rj�� j� � 	� DAET dC � dp� dq� GDE
p � ��ij

� I q � ��ij
� � ORTOGONALXNYE IDEMPOTENTY� sOPRQVENIE � DEJSTWUET NA dC

SLEDU��IM OBRAZOM� �xp� � xq I �xq� � xp� kAK WY�E� gC� dC� � PARA mANINA

I IZ TEOREMY ���� RAZLAGAETSQ W PRQMU� SUMMU KOMPLEKSNYH PAR mANINA gp� d��
I gq� d��� �TI PARY SOPRQVENY OTNOSITELXNO �� sLEDOWATELXNO� ONI IME�T OB�IJ
TIP � ILI �� pREDPOLOVIM� �TO ONI IME�T TIP �� TO ESTX d� � gp�e� � gp�e� I
d� � gq�f� � gq�f� S ORTOGONALXNYMI IDEMPOTENTAMI e�� e� I f�� f�� kAVDYJ OBRAZ
�gp�ei� QWLQETSQ PROSTOJ ALGEBROJ lI� mY MOVEM PREDPOLOVITX� �TO �gp�ei� �
� gq�fi� oGRANI�ENIE � NA DIAGONALX SOWPADAET S ��

xqf� � xqf� � xq � �xp� � �xp� � �xpe�� � �xpe���

pOLU�AEM �xpe�� � xqf� I �xpe�� � xqf�� oKON�ATELXNO

d � dC�� � fd� �d� � d � dCg � fxe� � ye� � x� y � gg � ge� � ge��

sLU�AJ DUBLQ TIPA � RASSMATRIWAETSQ ANALOGI�NO�
KAVDAQ PARA mANINA TIPA �� � ILI � DOPOLNQETSQ DO TROJKI mANINA ��	�
tEOREMA ���� l�BAQ PARA mANINA DLQ WE�ESTWENNOJ REDUKTIWNOJ ALGEBRY lI

g � s��� � ��sk�z ZDESX si � PROSTYE KOMPONENTY I z� KOMMUTATIWNAQKOMPONENTA�
EDINSTWENNYM OBRAZOM RAZLAGAETSQ W PRQMU� SUMMU d � ds� � � � � � dsk � dz PAR

mANINA�
dOKAZATELXSTWO POLU�AETSQ IZ EDINSTWENNOSTI RAZLOVENIQ PARY mANINA DLQ

KOMPLEKSNOJ REDUKTIWNOJ ALGEBRY lI�
rABOTA PODDERVANA GRANTOM rffi ������������
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