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differencialxnogo wkl��eniq

dlq zada� s neprerywnoj prawoj �astx��

c� ���� n�a� zAJ�IKOWA�

w STATXE RASSMOTRENA ZADA�A POSTROENIQ TO�NOGO SWERHU DIFFERENCIALX�

NOGO WKL��ENIQ DLQ SLU�AQ MEDLENNYH PEREMENNYH� KOGDA PRAWAQ �ASTX NEPRE�

RYWNA PO FAZOWOJ PEREMENNOJ RAWNOMERNO PO WREMENI� dOKAZATELXSTWO TEOREMY

O TO�NOM SWERHU DIFFERENCIALXNOM WKL��ENII OSNOWANO NA TEOREME OB APPROK�

SIMACII SWERHU� dLQ POSTROENIQ PRAWOJ �ASTI APPROKSIMIRU��EGO DIFFEREN�

CIALXNOGO WKL��ENIQ ISPOLXZUETSQ OPREDELENIE USREDNENNOJ OPORNOJ FUNKCII

�EREZ WERHNIJ PREDEL� RAWNOMERNYJ PO NA�ALXNYM USLOWIQM�

pRIWEDEN PRIMER POSTROENIQ TO�NOGO SWERHU DIFFERENCIALXNOGO WKL��E�

NIQ DLQ ZADA�I S NEPRERYWNOJ PRAWOJ �ASTX�� A TAKVE PRIMER� POKAZYWA��IJ

SU�ESTWENNOSTX USLOWIQ RAWNOMERNOSTI WERHNEGO PREDELA IZ OPREDELENIQ USRED�

NENNOJ OPORNOJ FUNKCII�

wWEDENIE

pOSTROENIE PRAWOJ �ASTI APPROKSIMIRU��EGO DIFFERENCIALXNOGO WKL��ENIQ

SWQZANO S WY�ISLENIEM USREDNENNOJ OPORNOJ FUNKCII 	
�

Mfc�F� �g�x� � lim
���

�

�

t���Z
t�

c�F �t� x�� � dt� ��

dLQ ZADA� S BYSTRYMI I MEDLENNYMI PEREMENNYMI W 	�� RASSMOTRENO POSTROENIE
TO�NOGO SWERHU DIFFERENCIALXNOGO WKL��ENIQ DLQ ISHODNOGO WKL��ENIQ S LIP�I�
CEWOJ PRAWOJ �ASTX� I POKAZANO� �TO ESLI PREDEL �� NE SU�ESTWUET� TO USREDNENNU�
OPORNU� FUNKCI� MOVNO OPREDELITX SLEDU��IM OBRAZOM�

Mfc�F� �g��� � lim
���

�

�

����Z
��

c�F �t� ��� � dt� ��

GDE WERHNIJ PREDEL SU�ESTWUET RAWNOMERNO PO NA�ALXNYM USLOWIQM ���� �� � D��
w 	�� BYLA DOKAZANA TEOREMA OB APPROKSIMACII SWERHU DIFFERENCIALXNOGO WKL��

�ENIQ S POLUNEPRERYWNOJ SWERHU PRAWOJ �ASTX� DLQ SLU�AQ MEDLENNYH PEREMENNYH

I OPREDELENIQ �� USREDNENNOJ OPORNOJ FUNKCII Mfc�F� �g�
�pREDSTAWLENA DOKTOROM FIZIKO�MATEMATI�ESKIH NAUK PROFESSOROM o�p� fILATOWYM�
�zAJ�IKOWA nADEVDA aNATOLXEWNA �zana�ssu�samara�ru�� KAFEDRA URAWNENIJ MATEMATI�ESKOJ

FIZIKI sAMARSKOGO GOSUDARSTWENNOGO UNIWERSITETA� ������� sAMARA� UL� aKAD� pAWLOWA� ��



pOSTROENIE TO�NOGO SWERHU DIFFERENCIALXNOGO WKL��ENIQ ��

w DANNOJ STATXE DLQ �ASTNOGO SLU�AQ� KOGDA DIFFERENCIALXNYE WKL��ENIQ SO�
DERVAT TOLXKO MEDLENNYE PEREMENNYE� A OTOBRAVENIE IZ PRAWOJ �ASTI ISHODNOGO

WKL��ENIQ NEPRERYWNO PO FAZOWOJ PEREMENNOJ x RAWNOMERNO OTNOSITELXNO WREMENI
t� PRIWODITSQ TEOREMA O POSTROENII TO�NOGO SWERHU DIFFERENCIALXNOGO WKL��ENIQ�
pREDLAGAEMAQ TEOREMA OSNOWANA NA SLEDSTWII TEOREMY OB APPROKSIMACII SWERHU IZ

	�� DLQ SLU�AQ NEPRERYWNOJ PRAWOJ �ASTI ISHODNOGO WKL��ENIQ�

��pOSTANOWKA ZADA�I

rASSMOTRIM ZADA�U kO�I DLQ DIFFERENCIALXNOGO WKL��ENIQ �dw

dx�dt � �F �t� x� x�t� � x�� �


GDE � � ��� a�� a � �� OTOBRAVENIE F � D� � Kv�Rm OPREDELENO NA MNOVESTWE

D� � R� � P I PRINIMAET NEPUSTYE KOMPAKTNYE WYPUKLYE ZNA�ENIQ IZ EWKLIDOWA

PROSTRANSTWARm� OBLASTX P � Rm� nA�ALXNYE DANNYE �t�� x� � R��P�mNOVESTWO
WSEH RE�ENIJ TIPA kARATEODORI ZADA�I �
� OPREDELENNYH NA OTREZKE T �t�� � �
� 	t�� t� � ����� � � �� BUDEM OBOZNA�ATX SIMWOLOM X�t�� x�� ��

dALEE RASSMOTRIM ZADA�U APPROKSIMACII SWERHU 	
� DIFFERENCIALXNOGO WKL��E�
NIQ �
 W NEKOTOROJ OBLASTI P� � P S POMO�X� BOLEE PROSTOJ ZADA�I

d��dt � �F���� ��t� � x�� ��

GDE F� � P � Kv�Rm� �TO OZNA�AET� �TO �	 � � ��� � � �� � ��� ��� WYPOLNQ�
ETSQ USLOWIE� DLQ L�BOGO RE�ENIQ x�t ZADA�I �
 SU�ESTWUET RE�ENIE ��t ZADA�
�I �� TAKOE� �TO kx�t � ��tkm 
 	 �t � T �t�� � DLQ L�BYH NA�ALXNYH USLOWIJ

�t�� x� � R��P�� zDESX k�km � EWKLIDOWA NORMA W PROSTRANSTWE Rm SO SKALQRNYM

PROIZWEDENIEM 
 �� � � �
dIFFERENCIALXNOE WKL��ENIE �� BUDEM NAZYWATX TO�NYM W ZADA�E APPROKSIMA�

CII SWERHU DIFFERENCIALXNOGO WKL��ENIQ �
 W KLASSE L��m�P � ESLI WKL��ENIE

�� APPROKSIMIRUET SWERHU ZADA�U �
� PRI �TOM L�BAQ DRUGAQ APPROKSIMIRU��AQ

SWERHU ZADA�A IZ KLASSA L��m�P  APPROKSIMIRUET SWERHU TAKVE I TO�NOE dw� dIF�
FERENCIALXNOE WKL��ENIE �� NAZYWAETSQ TO�NYM W OBLASTI P� � P� ESLI NA�ALXNOE
USLOWIE x� W ZADA�AH �
� �� MOVNO WZQTX PROIZWOLXNO W OBLASTI P��

oTOBRAVENIQ F I F� BERUTSQ IZ KLASSOW N �m�D� I L��m�P  SOOTWETSTWEN�
NO� �TOBY OPREDELITX UKAZANNYE KLASSY� NAPOMNIM� �TO WZAIMNOE RASPOLOVENIE

OGRANI�ENNYH MNOVESTW A�B � R
m HARAKTERIZUETSQ POLUOTKLONENIEM �TIH MNO�

VESTW ��A�B � inff	 � � � A � 	B��g I OTKLONENIEM MNOVESTW ��A�B �
� maxf��A�B� ��B�Ag�

kLASS N �m�D� SOSTAWLQ�T IZMERIMYE PO t � R� OTOBRAVENIQ F � D� �
Kv�Rm TAKIE� �TO � DLQ NEKOTOROJ POSTOQNNOJ C � C�F  � � IMEET MESTO NE�
RAWENSTWO jF �t� x�tj � supfkfkm � f � F �t� xg � C PO�TI WS�DU PO t � R� I PRI

L�BOM x � P� TO ESTX OTOBRAVENIE F RAWNOMERNO OGRANI�ENO� � �	 � � � � � TAKOE�
�TO ESLI kx � x�k 
 � x � D� TO WYPOLNQETSQ NERAWENSTWO ��F �t� x� F �t� x� 
 	
SRAZU DLQ WSEH t � R�� TO ESTX OTOBRAVENIE F NEPRERYWNO PO x RAWNOMERNO OTNOSI�
TELXNO t�

kLASS L��m�P  OBRAZU�T IZMERIMYE PO t OTOBRAVENIQ F� � P � Kv�Rm TA�
KIE� �TO � OTOBRAVENIE F� RAWNOMERNO OGRANI�ENO S KONSTANTOJ C � C�F��
� FUNKCIQ F� UDOWLETWORQET USLOWI� lIP�ICA S OB�EJ POSTOQNNOJ l � l�F�� TO
ESTX �x�� x� � P ��F �x�� F �x� � lkx� � x�k PO�TI DLQ WSEH t � R��



�� n�a� zAJ�IKOWA

nAPOMNIM� �TO WE�ESTWENNAQ FUNKCIQ c�A�� WEKTORNOGO ARGUMENTA � � Rm

NAZYWAETSQ OPORNOJ FUNKCIEJ OGRANI�ENNOGO MNOVESTWA A � R
m I OPREDELQETSQ

FORMULOJ c�A�� � supf
 a� � �� a � Ag� oPREDELIM TEPERX USREDNENNU� OPORNU�

FUNKCI� 	���

Mfc�F� �g��� � lim
���

�

�

����Z
��

c�F �t� ��� � dt� ��

PRI�EM Mfc�F� �g RAWNOMERNa PO WEKTORAM ���� �� � D� I � � Rm� k�k � ��
tAKIM OBRAZOM� WWEDENA FUNKCIQ Mfc�F� �g� KOTORAQ QWLQETSQ OPORNOJ K MNOVES�
TWU F��� I OPREDELQET PRAWU� �ASTX DIFFERENCIALXNOGO WKL��ENIQ �� W KLASSE
L��m�P �

��oSNOWNAQ TEOREMa

rASSMOTRIM SLEDU��IE USLOWIQ�
uSLOWIE �a� DLQ NEKOTOROJ NEPUSTOJ OBLASTI P� � P ��� � � TAKOE� �TO DLQ L�BO�
GO x � X�t�� x�� � WYPOLNQETSQ WKL��ENIE 	x�t��� � P � t � T �t�� ��
uSLOWIE �b� RAWNOMERNO PO WEKTORAM ���� �� � D� I � � Rm� k�k � �� SU�ESTWU�
ET WERHNIJ PREDEL ���
uSLOWIE �c� OTOBRAVENIE F�� OPREDELQEMOE USREDNENNOJ OPORNOJ FUNKCIEJ ��� PRI�
NADLEVIT KLASSU L��m�P �

tEOREMA� pUSTX OTOBRAVENIE F IZ dw ��� PRINADLEVIT KLASSU N �m�D�� I
WYPOLNQ�TSQ USLOWIQ �a���c�� tOGDA dw ��� QWLQETSQ TO�NYM SWERHU DLQ ZADA�I

��� W OBLASTI P� � P W KLASSE OTOBRAVENIJ L��m�P �
dOKAZATELXSTWO�

sOGLASNO SLEDSTWI� IZ TEOREMY OB APPROKSIMACII SWERHU DIFFERENCIALXNOGO

WKL��ENIQ S POLUNEPRERYWNOJ PRAWOJ �ASTX�� DOKAZANNOJ W 	��� dw �� APPROKSIMI�
RUET SWERHU ZADA�U �
� tEPERX OSTAETSQ DOKAZATX� �TO ONO QWLQETSQ TO�NYM SWERHU

DLQ ISHODNOGO DIFFERENCIALXNOGO WKL��ENIQ�
dOKAZATELXSTWO PROWEDEM OT PROTIWNOGO� pREDPOLOVIM� �TO dw �� NE QWLQET�

SQ TO�NYM SWERHU DLQ �
� tOGDA NAJDETSQ OTOBRAVENIE F� � L��m�P  TAKOE� �TO
DIFFERENCIALXNOE WKL��ENIE

d��dt � �F���� ��t� � x� ��

APPROKSIMIRUET SWERHU ZADA�U �
 W OBLASTI P�� NO USLOWIE F��x � F��x �x � P�
NE WYPOLNQETSQ W NEKOTOROJ TO�KE x� � P�� �TO OZNA�AET� �TO PRI DOSTATO�NO MALOM
	� � � NAJDETSQ WEKTOR �� � Rm� k��k � � �

c�F��x�� ��� c�F��x�� �� � 	��

w SILU SU�ESTWOWANIQ RAWNOMERNOGO WERHNEGO PREDELA �� SU�ESTWUET POSLEDOWA�
TELXNOSTX ��

�
�

�j

t���jZ
t�

vj�t� x� dt

��
�

TAKAQ� �TO

c

�
� �

�j

t���jZ
t�

vj�t� x� dt� ��

�
A� c�F��x�� �� � 	�� j � �� �� 
� � � � �



pOSTROENIE TO�NOGO SWERHU DIFFERENCIALXNOGO WKL��ENIQ ��

tOGDA

�

�
� �

�j

t���jZ
t�

vj�t� x� dt� F��x�

�
A � 	�� j � �� �� 
� � � � � ��

pOSKOLXKU F �t� x NEPRERYWNO ZAWISIT OT x� TO BLIVAJ�AQ K vj�t� x� TO�KA vj�t� x �

kx�t� x�k 
 �

BUDET TOVE NEPRERYWNO ZAWISETX OT x 	�� TEOREMA 
�� c� ����� A TAKVE OTMETIM� �TO
FUNKCIQ vj�t� x IZMERIMA PO t � �x � P� j � �� �� 
� � � � 	�� TEOREMA ��� S� �����

pOSKOLXKU OTOBRAVENIE F �t� x NEPRERYWNO PO x RAWNOMERNO OTNOSITELXNO t� TO
DLQ NEKOTOROGO � 
 � � C� GDE C � KONSTANTA IZ USLOWIQ RAWNOMERNOJ OGRANI�EN�
NOSTI OTOBRAVENIJ F I F�� IZ NERAWENSTWA �� SLEDUET OCENKA

�

�
� �

�j

t���jZ
t�

vj�t� x�t dt� F��x�t

�
A � 	��� j � �� �� 
� � � � � ��

GDE x�t � NEPRERYWNAQ FUNKCIQ� GRAFIK KOTOROJ PRINADLEVIT OBLASTI 	t�� t���j��
�B�x�� �� GDE B�x�� � � ZAMKNUTYJ �AR PROSTRANSTWA Rm S CENTROM W TO�KE x�
RADIUSA ��

oPREDELIM �� IZ USLOWIQ APPROKSIMACII SWERHU ZADA�I �
 ZADA�EJ �� I

� � ��� ���� wYBEREM NOMER j TAKOJ� �TOBY WYPOLNQLOSX USLOWIE �j � ���� zA�
FIKSIRUEM �TOT NOMER I POLOVIM � � �j� v�t� x � vj�t� x� x�t � B�x�� ��

zADA�A

dx�dt � � v�t� x� x�t� � x�

IMEET NEKOTOROE RE�ENIE x�t� KOTOROE MOVNO S�ITATX OPREDELENNYM NA PROMEVUTKE

T �t�� �� POSKOLXKU jF �t� xj� C�
pUSTX ��t � RE�ENIE ZADA�I ��� KOTOROE APPROKSIMIRUET RE�ENIE x�t PRI

ZADANNOJ TO�NOSTI 	 �
� 
 	 
 minf���� �	���Cg�

TO ESTX WYPOLNQETSQ NERAWENSTWO

kx�t� ��tk 
 	 � t � T �t�� �� ��

GDE � � ��� ���� �� � ���	�
wYBEREM ���	 TAK� �TOBY �� � �� WYPOLNQLOSX

�
C�

� ���

pOLOVIM � � ��C�� zA S�ET WYBORA �ISLA � POLAGAEM ��C 
 �� SLEDOWATELXNO�

T �t�� �� � � 	t�� t� � ��C�� � T �t�� ��

tOGDA � t � 	t�� t� ���� x�t � B�x�� ��� SPRAWEDLIWY OCENKI�

kx�t� x�k � �C � ��

k��t� x�k � k��t � x�tk� kx�t� x�k � 	 � ��� � ��
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oTS�DA DLQ x�t I ��t WYPOLNQETSQ OCENKA ���
pO TEOREME OB OTDELIMOSTI WYPUKLYH KOMPAKTNYH MNOVESTW 	�� c��
� IZ �� SLE�

DUET� �TO SU�ESTWU�T DWE PARALLELXNYE GIPERPLOSKOSTI �� I ��� KAVDAQ IZ KOTO�

RYH RAZDELQET TO�KU v � �

�

t���R
t�

v�t� x�t dt I MNOVESTWO F����t� PRI�EM RASSTOQNIE

MEVDU GIPERPLOSKOSTQMI RAWNO 	����
pUSTX e � EDINI�NYJ NORMALXNYJ WEKTOR GIPERPLOSKOSTEJ �� I ��� WYBRANNYJ

TAK� �TOBY WYPOLNQLOSX NERAWENSTWO


 e� v � f� �� 	���� f� � F����t�

oTS�DA IMEEM�


 e� x��� ��� ��
 e� � v�� �

t���Z
t�

���t dt �� �� 	��� �
� 	�
�C

� 	�

tAKIM OBRAZOM� kx�� � ���k � 	 PRI � � ���� pOLU�ENNOE NERAWENSTWO PRO�
TIWORE�IT ��� sLEDOWATELXNO� NA�E PREDPOLOVENIE O�IBO�NO� I DIFFERENCIALXNOE
WKL��ENIE �� TO�NO APPROKSIMIRUET ZADA�U �
 SWERHU� �TO I TREBOWALOSX DOKAZATX�

zAME�ANIE� DLQ TOGO �TOBY APPROKSIMIRU��EE SWERHU WKL��ENIE BYLO TO��
NYM� DOSTATO�NO� �TOBY EGO PRAWAQ �ASTX PRINADLEVALA KLASSU Na�m�P � TO ESTX
PODMNOVESTWU OTOBRAVENIJ KLASSAN �m�D�� NE ZAWISQ�IH OT WREMENI t�sLEDU��EE
UTWERVDENIE USTANAWLIWAET� BUDET LI TO�NYM SWERHU DIFFERENCIALXNOE WKL��ENIE�
OPREDELQEMOE USREDNENNOJ OPORNOJ FUNKCIEJMfc�F� �g� W SLU�AE� KOGDA ZADA�I SWQ�
ZANY USLOWIEM APPROKSIMACII�

uTWERVDENIE�pUSTX OTOBRAVENIQ F I F� IZ dw ��� I ��� PRINADLEVAT KLAS�
SAM N �m�D� I Na�m�P  SOOTWETSTWENNO� I WYPOLNQ�TSQ USLOWIQ �A�� �b�� zADA�A
��� APPROKSIMIRUET SWERHU ZADA�U ��� W OBLASTI P� � P� tOGDA dw ��� QWLQETSQ
TO�NYM SWERHU DLQ WKL��ENIQ ��� W OBLASTI P� W KLASSE OTOBRAVENIJ Na�m�P �

��pRIMER

dLQ ILL�STRACII TEOREMY PRIWEDEM SLEDU��IJ PRIMER�
rASSMOTRIM DIFFERENCIALXNOE WKL��ENIE�

dx�dt � �F �t� x� x�� � x�� ���

GDE F �t� x � A�tC�x � f�t PRINADLEVIT KLASSU NEPRERYWNYH OTOBRAVENIJ�
A�tC�x � R��R� Kv�R� GDE A�t I C�x TAKIE� �TO

A�t �

	
�� t 
 ��
�k exp��kt� t � ��

C�x �

��
�

�� x � ��
	��
p
x � � � 
 x � ��

	�� �� � x � ��

GDE C�x � NEPRERYWNOE OTOBRAVENIE� NE UDOWLETWORQ��EE USLOWI� lIP�ICA� A
FUNKCI� f�t � R�� R POSTROIM SLEDU��IM OBRAZOM�

f�t �

	
�� t � 	��n���n����
�� t � ���n�����n��� n � �� �� �� � � � �



pOSTROENIE TO�NOGO SWERHU DIFFERENCIALXNOGO WKL��ENIQ ��

PRI�EM TAK� �TOBY EE SREDNEGO NE SU�ESTWOWALO� TO ESTX

�

��j

��jZ
�

f�t dt � pj�
�

��j��

��j��Z
�

f�t dt � qj�

p � ���j� q � �� ����j � �� j � �� �� 
� � � � � �� � �� � �� tOGDA

lim
���

�

�

�Z
�

f�t dt � �� lim
���

�

�

�Z
�

f�t dt � ��

tEPERX POSTROIM PRAWU� �ASTX TO�NOGO SWERHU DIFFERENCIALXNOGO WKL��ENIQ�
uSREDNENNAQ OPORNAQ FUNKCIQ

Mfc�F� �g �
	

�� � � ��
�� � � �

OPREDELQET OTREZOK 	�����
pOSKOLXKU WYPOLNENY USLOWIQ �a��c PREDSTAWLENNOJ TEOREMY� TO POLU�ENNOE

WKL��ENIE

d��dt � �	�� ��� ��� � x�

QWLQETSQ TO�NYM W ZADA�E APPROKSIMACII SWERHU DIFFERENCIALXNOGO WKL��ENIQ

����
zAME�ANIE� USLOWIE �b QWLQETSQ SU�ESTWENNYM� dLQ TOGO �TOBY PROWERITX �TO

UTWERVDENIE� DOSTATO�NO W PREDYDU�EM PRIMERE W KA�ESTWE f�t WZQTX SLEDU��U�
FUNKCI��

f�t �

	
�� t � 	��n���n����
�� t � ���n�����n��� n � �� �� �� � � � �

�

��j

��jZ
�

f�t dt � p�
�

��j��

��j��Z
�

f�t dt � q�

� 
 p 
 q 
 �� �� � �� � �� tOGDA

lim
���

�

�

�Z
�

f�t dt � p� lim
���

�

�

�Z
�

f�t dt � q�

uSLOWIE RAWNOMERNOSTI WERHNEGO PREDELA PO NA�ALXNOMU WREMENI IZ OPREDELENIQ

USREDNENNOJ OPORNOJ FUNKCII ZDESX NE WYPOLNQETSQ�
pOSTROIM PRAWU� �ASTX APPROKSIMIRU��EGO DIFFERENCIALXNOGO WKL��ENIQ�

uSREDNENNAQ OPORNAQ FUNKCIQ

Mfc�F� �g �
	

p� � � ��
q� � � �

OPREDELQET OTREZOK 	p�q�� pOLU�ENNOE WKL��ENIE

d��dt � �	p� q�� ��� � x�

NE TOLXKO NE QWLQETSQ TO�NYM W ZADA�E APPROKSIMACII SWERHU DIFFERENCIALXNOGO

WKL��ENIQ ���� NO I NE QWLQETSQ APPROKSIMIRU��IM SWERHU DLQ ����
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THE EXACT UPPER DIFFERENTIAL INCLUSION

CONSTRUCTION FOR THE PROBLEMS

WITH CONTINUOUS RIGHT�HAND SIDE
�

c� ���� N�A� Zaychikova�

In this paper the exact upper di�erential inclusion construction problem for

a slow variables case is considered� when the right�hand side is continuous on a

phase variable uniformly with respect to time� The proof of the theorem about

exact upper di�erential inclusion is based on the upper approximation theorem�

For an approximating di�erential inclusion right�hand side construction is used the

averaged supporting function de�nition through uniform on the initial conditions

upper limit�

The exact upper di�erential inclusion construction example for the problem

with a continuous right�hand side is given� One more example given shows that the

upper limit uniformity condition from the averaged supporting function de�nition

is essential�
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