
wESTNIK sAMgu � eSTESTWENNONAU�NAQ SERIQ� ����� � ������ �

matematika

udk ����� � �����

zada�a gilxdena�me�erskogo�

traektorii dwiveniq

c� ���� l�m� bERKOWI�	� o�l� sTARINOWA�

zADA�A gILXDENA�mE�ERSKOGO ISPOLXZUETSQ DLQ OPISANIQ �WOL�CII DWOJ�

NYH ZWEZD PRI WEKOWOJ POTERE MASSY ZA S�ET FOTONNOJ I KORPUSKULQRNOJ AK�

TIWNOSTI� oNA SLUVIT TAKVE MATEMATI�ESKOJ MODELX� DLQ RAZLI�NYH SLU�AEW

DINAMIKI DWUH TEL PEREMENNOJ MASSY�

w DANNOJ RABOTE RASSMOTRENY ZAKONY IZMENENIQ MASSY� DOPUSKA��IE PRI�

WEDENIE URAWNENIJ DWIVENIQ K STACIONARNOMU WIDU� pOSTROENY TRAEKTORII

OTNOSITELXNOGO DWIVENIQ KAK DLQ RANEE IZWESTNYH ZAKONOW mE�ERSKOGO I

�DDINGTONA�dVINSA� TAK I DLQ DRUGIH ZAKONOW IZMENENIQ MASSY�

wWEDENIE

tRUDNOSTI ISSLEDOWANIQ NESTACIONARNYH ZADA� NEBESNOJ MEHANIKI PROQWLQ�TSQ

UVE W PROSTEJ�EM SLU�AE ZADA�I DWUH TEL� oDNA IZ NIH ZAKL��AETSQ W TOM	 �TO
W OTLI�IE OT KLASSI�ESKOJ SITUACII S POSTOQNNYMI MASSAMI ZDESX WOZMOVNO MNO

VESTWO RAZLI�NYH POSTANOWOK� �TO WYZWANO TEM	 �TO HARAKTER REAKTIWNYH SIL	 PO

QWLQ��IHSQ WSLEDSTWIE IZMENENIQ MASS KOMPONENTOW SISTEMY	 MOVET BYTX WESXMA
RAZNOOBRAZNYM� nO KAVDOJ MATEMATI�ESKOJ POSTANOWKE SOOTWETSTWUET OPREDELENNOE
MNOVESTWO FIZI�ESKIH POSTANOWOK�

oDNOJ IZ NAIBOLEE IZWESTNYH W NEBESNOJ MEHANIKE QWLQETSQ NESTACIONARNAQ ZADA

�A gILXDENA�mE�ERSKOGO �gm
 ��	 ��	 cISTEMATI�ESKOE ISSLEDOWANIE KOTOROJ BYLO
NA�ATO g�n� dUBO�INYM E�E W ���� G �SM� TAKVE ��	 ��
� �TA ZADA�A ISPOLXZUET

SQ DLQ OPISANIQ DWIVENIQ DWUH TEL � TO�EK PEREMENNOJ MASSY BEZ U�ETA WLIQNIQ

WE�ESTWA	 ISPUSKAEMOGO ODNIM TELOM NA DRUGOE	 W PREDPOLOVENII	 �TO IZMENENIE
MASSY KAVDOGO TELA PROISHODIT IZOTROPNO� zADA�A gm SLUVIT TAKVE MATEMATI

�ESKOJ MODELX� DLQ RAZLI�NYH SLU�AEW DINAMIKI TEL PEREMENNOJ MASSY	 KOGDA IH
NX�TONOWSKOE WZAIMODEJSTWIE ZNA�ITELXNO PREWOSHODIT REAKTIWNYE SILY ILI KOGDA

IMEETSQ WOZMU�A��AQ SILA TIPA �TRENIQ�	 KOMPENSIRU��AQ REAKTIWNYE SILY	 A
TAKVE W RQDE DRUGIH SLU�AEW ��	 �	 ��� rE�X IDET OB URAWNENII DWIVENIQ WIDA

�r � ���t
 r
r�

� ��


�bERKOWI� lEW mEJLIHOWI� �berk�ssu�samara�ru�� DEJSTWITELXNYJ �LEN aKADEMII NELINEJNYH
NAUK� KAFEDRA ALGEBRY I GEOMETRII sAMARSKOGO GOSUDARSTWENNOGO UNIWERSITETA� ������� sAMARA�
UL� aKAD� pAWLOWA� ��

�sTARINOWAoLXGA lEONARDOWNA�KAFEDRA TEORETI�ESKOJMEHANIKIsAMARSKOGOGOSUDARSTWENNOGO
A�ROKOSMI�ESKOGO UNIWERSITETA�



� l�m� bERKOWI�� o�l� sTARINOWA

GDE r � �x� y
 � RADIUS
WEKTOR OTNOSITELXNOGO DWIVENIQ ODNOJ MATERIALXNOJ TO�KI
OTNOSITELXNO DRUGOJ W PLOSKOSTI ORBITY	 r � jrj� RASSTOQNIE MEVDU TO�KAMI	 ��t

� NEKOTORAQ FUNKCIQ WREMENI� oTMETIM	 �TO K �TOMU VE URAWNENI� PRIWODIT I

KOSMOGONI�ESKAQ GIPOTEZA dIRAKA O WEKOWOM IZMENENII GRAWITACIONNOJ POSTOQNNOJ

�SM� Dirac ���	 Vinti ���
�
iZWESTNY SLEDU��IE SLU�AI IZMENENIQ MASSY�

��t
 � ��t � �
��� ��t
 � ��t� �
����� ��t
 � ��t� � �t � �
����� ��


DOPUSKA��IE INTEGRIROWANIE ZADA�I gILXDENA�mE�ERSKOGO ��
 W KWADRATURAH��TI
SLU�AI �ASTO NAZYWA�T SOOTWETSTWENNO PERWYM	 WTORYM I OB�EDINENNYM ZAKONAMI

i�w� mE�ERSKOGO ��	 ���� uSTANOWLENNYE �ISTO MATEMATI�ESKIM PUTEM	 ONI POLU

�ILI FIZI�ESKOE OBOSNOWANIE	 KOGDA NA OSNOWANII TEORII WNUTRENNEGO STROENIQ I

�WOL�CII ZWEZD BYL OTKRYT DIFFERENCIALXNYJ ZAKON �DDINGTONA�dVINSA ����

�� � �k�� � ��


pRI � � � IMEEM PERWYJ	 A PRI � � � � WTOROJ ZAKON mE�ERSKOGO�
�tAKIM OBRAZOM� MY MOVEM S�ITATX� ESLI UGODNO� ZAKON i�w� mE�ERSKOGO ZA�

KONOM PRIRODY� NO MNE LI�NO KAVETSQ	 � PISAL g�n� dUBO�IN ���	 � �TO WOZMOV�

NY I DRUGIE ZAKONY IZMENENIQ MASS NEBESNYH TEL� OTKRYTX KOTORYE WOZMOVNO

TOLXKO PUTEM T�ATELXNOGO NABL�DENIQ�� eSLI � � �	 MASSA ��t
 IZMENQETSQ PO
LINEJNOMU	 A PRI � � � � PO �KSPONENCIALXNOMU ZAKONAM� wYSKAZAW GIPOTEZU O TOM	
�TO W PRIRODE WOZMOVNY ZAKONY IZMENENIQ MASSY	 OTLI�NYE OT ZAKONOW ��
	 ��
	
g�n� dUBO�IN ��� DAL KA�ESTWENNYJ ANALIZ TRAEKTORIJ DWIVENIQ W ZADA�E ��
 PRI
RAZLI�NYH PREDPOLOVENIQH O HARAKTERE IZMENENIQ ��t
�

�� aWTONOMIZACIQ ZADA�I gILXDENA�mE�ERSKOGO

w RABOTAH ��	 �	 �� RASSMOTRENA PROBLEMA PREOBRAZOWANIQ ZADA�I gm K AWTONOM

NOMU WIDU I POLU�ENY ZAKONY IZMENENIQ MASSY	 DOPUSKA��IE TAKOE PREOBRAZOWANIE�
w DANNOJ RABOTE WPERWYE POSTROENY TRAEKTORII OTNOSITELXNOGO DWIVENIQ DLQ RAZ

LI�NYH SLU�AEW IZMENENIQ MASSY�

lEMMA �� dLQ TOGO	 �TOBY ZADA�U ��
 PREOBRAZOWANIEM kUMMERA�lIUWILLQ �kl


r � v�t
��� d� � u�t
dt ��


PRIWESTI K AWTONOMNOMU WIDU

���� � b���
� � b��� � ��� ��

��
� ��


NEOBHODIMO I DOSTATO�NO	 �TOBY IMELI MESTO SOOTNO�ENIQ�

�

�

�u

u
� �

�

�
�u

u

��

� �

�
	u� � �� 	 � b�� � �b�� ��


�v � b�v
�� � �� b� � �� ��


�v � b�
b�
�

v���
tR

t�

v��dt

��
� �� b� �� �� ��




zADA�A gILXDENA�mE�ERSKOGO� TRAEKTORII DWIVENIQ �

PRI�EM v�t
 I u�t
 SWQZANY SOOTNO�ENIQMI�

v�t
 � ju�t
j���� exp
�
���

�
b�

tZ
t�

u�t
dt

�
A � ��


�v � b�u
��t
v � �� ���


��t
 � ��u
��t
v��t
� ���


dOKAZATELXSTWO� nEOBHODIMOSTX� pRIMENIW K ��
 PREOBRAZOWANIE ��
	 POLU

�IM

���� �
�

u�

�
�
�v

v
u� �u

�
��� �

�v

u�v
�� � � ��t


u�v�
��

��
� ���


sOPOSTAWLENIE URAWNENIJ ���
 I ��
 POZWOLQET USTANOWITX ZAWISIMOSTI ���
 I ���
�
pRIRAWNQW KO�FFICIENTY PRI ���	 PRIDEM K LINEJNOMU URAWNENI� OTNOSITELXNO v�

�v �

�
��

�

�u

u
� b�

�
u

�
v� ���


INTEGRIRUQ KOTOROE	 POLU�IM FORMULU ��
� pODSTAWIW FORMULU ��
 W WYRAVENIE

���
	 POLU�IM URAWNENIE ��
� wYBRAW W ���
 W KA�ESTWE NEZAWISIMOJ PEREMENNOJ u	
POLU�IM URAWNENIE bERNULLI

�u � ��u �v

v
� b�u

��

KOTOROE IMEET RE�ENIQ

u � v��� ESLI b� � �� ���


u � � v��

b�
tR

t�

v��dt

� ESLI b� �� �� ���


pODSTAWIW FORMULY ���
 ILI ���
 W WYRAVENIE ���
	 POLU�IM URAWNENIQ ��
 ILI ��
�
dOSTATO�NOSTX� pUSTX WYPOLNENY UTWERVDENIQ LEMMY �� tOGDA PREOBRAZOWA


NIEM ��
 URAWNENIE ��
 PRIWODITSQ K WIDU ���
� pOSKOLXKU WYPOLNENY USLOWIQ ��
�
���
	 TO URAWNENIE ���
 STANOWITSQ TOVDESTWENNYM ��
� uRAWNENIE ��
 BUDEM NAZY

WATX URAWNENIEM kUMMERA��WARCA	 ��
 � URAWNENIEM eRMAKOWA	 A PREOBRAZOWANIE

r � juj���� exp
�
���

�
b�

tZ
t�

udt

�
A ��� d� � udt ���


� PREOBRAZOWANIEM kUMMERA�lIUWILLQ � W �ESTX AWTOROW	 ZANIMAW�IHSQ UKAZAN

NYMI URAWNENIQMI I PREOBRAZOWANIEM�

eSLI b� � �	 PREOBRAZOWANIE ���
 STANOWITSQ PREOBRAZOWANIEM nEHWILA

r � juj������� d� � udt� ���


KOTOROE FAKTI�ESKI RANEE PRIMENQLOSX lIUWILLEM�



� l�m� bERKOWI�� o�l� sTARINOWA

tEOREMA � ���� dLQ TOGO �TOBY ZADA�U ��
 PREOBRAZOWANIEM ���
 �PRI b� � �

PRIWESTI K WIDU

���� � b��� � ��� ��

��
� ���


NEOBHODIMO I DOSTATO�NO	 �TOBYMASSA ��t
 UDOWLETWORQLA DIFFERENCIALXNOMU URAW

NENI�

��� �

�
��� � b��

� � �� ���


PRI �TOM PREOBRAZOWANIE ���
 PRINIMAET WID

r � ����t
��� d� � ���t
dt� ���


dOKAZATELXSTWO� nEOBHODIMOSTX� tAK KAK W SILU ���
 v�t
 � u����	 TO FOR

MULA ���
 PRIMET WID ��t
 � ��u

���	 OTKUDA	 ESLI POLOVITX �� � �	 POLU�IM

u�t
 � ���t
� v�t
 � ����t
� ���


pODSTAWIW ���
 W URAWNENIQ ��
	��
	 POLU�IM ���
	 ���
�
dOSTATO�NOSTX� pUSTX ��t
 UDOWLETWORQET ���
� pODSTANOWKAMI

��t
 � u��� ��t
 � v��

URAWNENIE ���
 PRIWODITSQ K WIDU ��
 I ��
 SOOTWETSTWENNO� a �TO QWLQETSQ KRITE

RIEM PRIWODIMOSTI ��
 K ���
 PREOBRAZOWANIEM nEHWILA ���
�

sLEDSTWIE �� dLQ TOGO �TOBY ZADA�U ��
 PREOBRAZOWANIEM ��
 PRIWESTI K WIDU

���� � ��� ��

��
� ���


NEOBHODIMO I DOSTATO�NO	 �TOBY ��t
 IZMENQLOSX SOGLASNO PERWOMU ZAKONU mE�ER

SKOGO ��
�

dEJSTWITELXNO	 PRI b� � � IZ ���
 POLU�AETSQ ���
 I URAWNENIE ���
 PRINIMAET
WID

��� �

�
��� � �� ���


oB�IM INTEGRALOM �TOGO URAWNENIQ I QWLQETSQ PERWYJ ZAKON mE�ERSKOGO ��
�
tEOREMA � ���� dLQ TOGO	 �TOBY ZADA�U ��
 PREOBRAZOWANIEM ���
 PRIWESTI K

WIDU ���
 �PRI b� �� �
	 NEOBHODIMO I DOSTATO�NO	 �TOBY MASSA ��t
 UDOWLETWORQLA
INTEGRODIFFERENCIALXNOMU URAWNENI�

�� � �

�
��� �

�

�

�
�b�� � 	

� ��

�b�
�

�
tR

t�

��dt

��
� �� ���


PRI �TOM PREOBRAZOWANIE kl ���
 IMEET WID

r � ���

�
��b�

tZ
t�

��dt

�
A

���

��� d� � ��

�
���b�

tZ
t�

��dt

�
A
��

dt� ���




zADA�A gILXDENA�mE�ERSKOGO� TRAEKTORII DWIVENIQ �

dOKAZATELXSTWO� nEOBHODIMOSTX� pODSTAWIW ��
 W ���
	 BUDEM IMETX

��t
 � ��u
��� exp

�
��b�

tZ
t�

udt

�
A � �� � �� ���


OTKUDA POLU�IM URAWNENIE bERNULLI OTNOSITELXNO u�

�u � �
��

�
u� �b�u

�� b� �� ��

RE�ENIEM KOTOROGO QWLQETSQ

u � ��

�
���b�

tZ
t�

��dt

�
A
��

� ���


pODSTAWIW ���
 W ��
	 ���
	 POLU�IM SOOTWETSTWENNO ���
 I ���
�
dOSTATO�NOSTX� pUSTX MASSA ��t
 UDOWLETWORQET URAWNENI� ���
� iZ ���
 W SILU

���
 IMEEM

��t
 � b��
�

v��

�
� tZ

t�

v��dt

�
A
��

�

pODSTAWLQQ �TO WYRAVENIE I ���
 W ���
	 POLU�AEM ��
 I ��
 SOOTWETSTWENNO� a �TO

QWLQETSQ KRITERIEM PRIWODIMOSTI ��
 PREOBRAZOWANIEM ��
 K WIDU ��
�
uRAWNENIQ ���
 I ���
 BUDEM NAZYWATX SOOTWETSTWENNO DIFFERENCIALXNYM I IN


TEGRODIFFERENCIALXNYM ZAKONAMI IZMENENIQ MASSY	 IZ KOTORYH KONE�NYE FORMULY
MOGUT BYTX POLU�ENY PUTEM INTEGRIROWANIQ�

�� nAHOVDENIE ZAKONOW IZMENENIQ MASSY

dLQ POSTROENIQ ZAKONOW IZMENENIQ MASSY NAM NEOBHODIMO NAJTI W QWNOM WIDE

PREOBRAZOWANIQ kUMMERA�lIUWILLQ �nEHWILA
� a DLQ �TOGO NEOBHODIMO ZNATX RE�E

NIQ URAWNENIJ kUMMERA��WARCA ��
 I eRMAKOWA ��
�

lEMMA � ����� oB�EE RE�ENIE URAWNENIQ kUMMERA��WARCA ��
 IMEET WID

u�t
 � ���t� ��

�����t� ��


��� 	 � ����� � ����

� 
 �� ���


u�t
 � �At� � Bt� C
��� 	 � B� � �AC � �� ���


u�t
 � ��t� �
��� 	 � �� ���


dOKAZATELXSTWO� sPRAWEDLIWOSTX FORMUL ���
����
 PROWERQETSQ NEPOSREDSTWEN

NOJ PODSTANOWKOJ�

w DALXNEJ�EM BUDUT ISPOLXZOWANY SLEDU��IE �ASTNYE SLU�AI RE�ENIQ u�t
�

u�t
 � ��t� �
��� 	 � ��� ���


u�t
 � �� 	 � �� ���




�� l�m� bERKOWI�� o�l� sTARINOWA

lEMMA � �����
A
 oB�EE RE�ENIE URAWNENIQ eRMAKOWA ��
 OPISYWAETSQ SLEDU��IMI FORMULAMI�

v�t
 �
p
���t� ��
���t� ��
� ��b� � ����� � ����


� 
 �� ���


v�t
 �
p
At� � Bt �C� ��b� � B� � �AC � �� ���


v�t
 � �t� �� b� � �� ���


WAVNYMI �ASTNYMI SLU�AQMI QWLQ�TSQ FORMULY

v�t
 �
p
�t� �� ���


v � �� ���


B
 oB�EE RE�ENIE INTEGRODIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ ��
 OPISYWAETSQ FOR

MULAMI�

v�t
 � ���t� ��

�

�
� b�

�
p
� ���t � ��


�

�
� b�

�
p
� � b� � R� 	 � ����� � ����


� 
 �� ���


v�t
 �
p
���t� ��
���t� ��
 exp

�
� i�

�
p
	
ln

				��t� ��
��t� ��

				
�
� b� � i�� ���


v�t
 �
p
At� �Bt �C exp

�
� b�p

	
arctan

�At� Bp
j	j

�
� 	 � B� � �AC � �� ���


v�t
 � ��t� �
 exp

�
� b�
��

��t� �


�
� 	 � �� ���


v�t
 � ��t� �

�

�
� b�

�� � b� � R� ���


v�t
 �
p
�t� � exp

�
� i�

��
ln j�t� �j

�
� b� � i�� 	 � ��� ���


v�t
 � exp���

�
b�t
� 	 � � ���


�WS�DU b� PRINIMAET KAK WE�ESTWENNYE	 TAK I �ISTO MNIMYE ZNA�ENIQ
�
dOKAZATELXSTWO�

A
 TAK KAK URAWNENIQ ��
 I ��
 SWQZANY MEVDU SOBOJ PREOBRAZOWANIEM v � u����	
TO IZ ���
����
 POLU�IM FORMULY ���
����
	 A IZ ���
	 ���
 FORMULY ���
	 ���
�

B
 W SILU ��
 IZ ���
����
 POLU�IM SOOTNO�ENIQ ���
����
	 A IZ ���
����
 FORMULY
���
����
�

wMESTO NELINEJNYH URAWNENIJ ��
 I ��
 DLQ MNOVITELQ PREOBRAZOWANIQ BUDEM
RASSMATRIWATX LINEJNOE URAWNENIE ���
 S PEREMENNYM KO�FFICIENTOM u��t
	 KOTO

RYJ MOVNO WY�ISLITX	 ISHODQ IZ FORMUL ���
����
� pRI �TOM PRIDEM K URAWNENI�

lIUWILLQ �NAZYWAEMOMU TAKVE URAWNENIEM bEZGA
�

�v �
d

�at� � bt� c

v � �� a� b� c� d� const� ���


lEMMA ��

�� pUSTX 	 � ����� � ����
� 
 �	 TOGDA URAWNENIE lIUWILLQ PRINIMAET WID

�v �
�

�

�
����� � ����


� � b��
�
���t� ��


�����t� ��

��v � �



zADA�A gILXDENA�mE�ERSKOGO� TRAEKTORII DWIVENIQ ��

I IMEET W KA�ESTWE FUNDAMENTALXNOJ SISTEMY RE�ENIJ �fsr

FORMULY ���
	 ESLI b� �� � � WE�ESTWENNOE�
FORMULY ���
	 ESLI b� � i�� I

FORMULY�

�p
���t� ��
���t � ��
�

p
���t� ��
���t� ��
 ln

				��t� ��
��t� ��

				
�
	 ESLI

b� � ��
�� pUSTX 	 � B� � �AC � �	 URAWNENIE lIUWILLQ PRINIMAET WID

�v �
�

�
�B� � �AC � b�

�

�At� � Bt � C
��v � �

I IMEET W KA�ESTWE fsr

FORMULY ���
	 ESLI b� �� ��

FORMULY

�
p
At� �Bt � C�

p
At� � Bt �C arctan

�At� Bp
j	j

�
� ESLI b� � ��

�� pUSTX 	 � �	 TOGDA URAWNENIE lIUWILLQ PRIMET WID

�v � �

�
b�
���t� �
��v � �

I IMEET W KA�ESTWE fsr

FORMULY ���
	 ESLI b� �� �� I
FORMULY ��t� �� �
 � ESLI b� � ��
�� pUSTX 	 � �� 
 �	 TOGDA URAWNENIE lIUWILLQ WYROVDAETSQ W URAWNENIE

�JLERA�lEVANDRA

�v �
�

�
��� � b��
��t� �
��v � �

I IMEET W KA�ESTWE fsr

FORMULY ���
	 ESLI b� �� � � WE�ESTWENNOE�
FORMULY ���
	 ESLI b� � i�	
FORMULY

�p
�t� ��

p
�t� � ln j�t� �j� � ESLI b� � ��

�� pUSTX 	 � �� u � �	 TOGDA URAWNENIE lIUWILLQ WYROVDAETSQ W URAWNENIE S
POSTOQNNYMI KO�FFICIENTAMI

�v � �

�
b�
�
v � �

I IMEET W KA�ESTWE fsr

FORMULY ���
	 ESLI b� �� �	 I
FORMULY ��� t
 � ESLI b� � ��
tEOREMA � ��	 ��� wSE MATEMATI�ESKIE ZAKONY IZMENENIQ MASSY ��t
 W ZADA�E

��
	 DOPUSKA��EJ PRIWEDENIE K AWTONOMNOMU WIDU ��
 PREOBRAZOWANIEM ��
	 DA�TSQ
KONE�NYMI URAWNENIQMI

��t
 � ���t� ��

��

�
� �b�

�
p
� ���t� ��


��

�
� �b�

�
p
� � b� � R� ���


��t
 � ���t� ��

� �

� ���t � ��

� �

� exp

�
�i ��

�
p
	
ln

				��t� ��
��t� ��

				
�
�

b� � i�� 	 � b�� � �b� � ����� � ����

� 
 �� �� �� �� �� �� �� ���


��t
 � �At� � Bt �C
�
�

� exp

�
� �b�pj	j arctan �At� Bpj	j

�
� 	 � B� � �AC � �� ���




�� l�m� bERKOWI�� o�l� sTARINOWA

��t
 � ��t� �
�� exp

�
��b�
��

�

�t� �

�
� 	 � �� ���


��t
 � ��t� �
��

�
� �b�

�� � b� � R� ���


��t
 � ��t� �
�
�

� exp

�
�i��

��
ln j�t� �j

�
� Im b� � i�� 	 � ��� ���


��t
 � �� exp���

�
b�t
� 	 � � ���


�WS�DU	 GDE NE OGOWORENO OSOBO	 b� PRINIMAET KAK WE�ESTWENNYE	 TAK I �ISTO MNIMYE
ZNA�ENIQ
�

dOKAZATELXSTWO� nA OSNOWE FORMULY ���
 �LEMMA �
	 SWQZYWA��EJ MASSU ��t
 S
QDROM u�t
 I MNOVITELEM v�t
 PREOBRAZOWANIQ ��
	 WY�ISLQEMYH SOGLASNO LEMMAM �
I �	 ILI LEMMAM � I �	 POLU�IM KONE�NYE URAWNENIQ DLQ ZAKONOW IZMENENIQ MASSY �

sLEDSTWIE �� wE�ESTWENNAQ MASSA ��t
 W ZADA�E ��
	 PRIWODIMOJ K ��
 PREOB

RAZOWANIEM ��
	 NE MOVET IZMENQTXSQ PO PERIODI�ESKOMU ZAKONU I NE MOVET BYTX

KOLEBL��EJSQ�
iZ TEOREM � I � PRI b� � � WYTEKAET
tEOREMA �� dLQ TOGO �TOBY ZADA�A ��
 PREOBRAZOWANIEM ��
 PRIWODILASX K WIDU

���� � b���
� � ��� ��

��
� ���


NEOBHODIMO I DOSTATO�NO	 �TOBY MASSA ��t
 UDOWLETWORQLA INTEGRO�
DIFFERENCIALXNOMU URAWNENI�

��� �
���

�
�

���

g

�
tR

t�

��dt

� � �� ���


I OPISYWALASX SLEDU��IMI KONE�NYMI URAWNENIQMI�

��t
 � �t� �� ���


��t
 � ��t� �
��� ���


��t
 � ���t� ��
���t � ��

��� ���


tAKIM OBRAZOM	 MOVNO SDELATX WYWOD� DLQ TOGO �TOBY ZADA�A gm ��
 PRI POMO�I
PREOBRAZOWANIQ kUMMERA�lIUWILLQ ��
 PRIWODILASX K AWTONOMNOMU WIDU	 ZAKONY
IZMENENIQ MASSY ��t
 DOLVNY PREDSTAWLQTX SOBOJ RE�ENIQ SLEDU��IH NELINEJNYH

DIFFERENCIALXNOGO I INTEGRODIFFERENCIALXNOGO URAWNENIJ�

��� �
���

�
�

b� ���b��
�
�

�k � �b�
R
��dt
�

� �� b�� b�� k � const� ���


��� �
���

�
� b��

� � �� b� � �� ���


I OPISYWATXSQ KONE�NYMI FORMULAMI

���t
 � ���t� ��

��

�
� �b�

�
p
�� ���t� ��


��

�
� �b�

�
p
�� � 	� 
 �� ���




zADA�A gILXDENA�mE�ERSKOGO� TRAEKTORII DWIVENIQ ��

���t
 � �At� � Bt� C
�
�

� exp

�
� �b�p�	�

arctan
�At� Bp�	�

�
� 	� � �� ���


���t
 � ��t � �
�� exp

�
��b�
��

�

�t� �

�
� 	� � �� � �� �� ���


���t
 � ��t� �
�
�

�
� �b�

�� � 	� � �� 
 �� ���


���t
 � exp���

�
b�t
� 	� � �� � � �� ���


zAMETIM	 �TO OPISANNYE ZAKONY IZMENENIQ MASSY ���
����
 OHWATYWA�T ZAKONY
mE�ERSKOGO ��
	 A TAKVE DIFFERENCIALXNYJ ZAKON �DDINGTONA�dVINSA ��
�

�� kONKRETNYE PRIMERY

pRIMER �� rASSMOTRIM PREOBRAZOWANIE NESTACIONARNOJ ZADA�I gm ��
 K AWTO

NOMNOMU WIDU	 ESLI MASSA MATERIALXNOJ TO�KI IZMENQETSQ PO SLEDU��EMU ZAKONU�

��t
 � ��t� �
����t� �
����� ���


KOTORYJ SOOTWETSTWUET FORMULE ���
 S PARAMETRAMI �� � �	 �� � �	 �� � �	 �� � �	
	� � ����� � ����
� � �� qDRO u�t
 I MNOVITELX v�t
 PREOBRAZOWANIQ kUMMERA�
lIUWILLQ DLQ ZADA�I ��
	 ���
 BUDUT IMETX WID

u � ���t� ��

�����t � ��


���

v � ���t� ��

�

�
� b�

�
p
�� ���t � ��


�

�
� b�

�
p
�� �

tAKIM OBRAZOM	 ZADA�A ��
	 ���
 PRIWODITSQ K AWTONOMNOJ FORME PREOBRAZOWANIEM
kUMMERA�lIUWILLQ	 IME��IM W �TOM SLU�AE WID

r �
��t� �
���

�t� �
���
��� d� �

dt

��t � �
�t� �

� ���


tOGDA

dr

dt
�

��t� �
�����t� �
�


�t � �
���
�� �

��t� �
���

�t� �
���
d��

d�
� ���


d�r

dt�
� �t � �
������t� �
����

�
d���

d��
� �

d��

d�
�

�

�
��

�
� ���


A SOOTWETSTWU��EE AWTONOMNOE DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE�

���� � ���� �
�

�
�� � � ��

��
� �� � ��� �
� ���


pOSTROIM FAZOWYE TRAEKTORII NESTACIONARNOJ I SOOTWETSTWU��EJ STACIONARNOJ

ZADA� DLQ ZAKONA IZMENENIQ MASSY ���
 �SM� RIS� �
�
nA�ALXNYE USLOWIQ DLQ FAZOWYH KOORDINAT STACIONARNOJ ZADA�I WOZXMEM W WIDE�

���
 � �	 ���
 � �	 ����
 � �	 ����
 � �� sOGLASNO FORMULAM ���
	 ���
 NA�ALXNYE
USLOWIQ SOOTWETSTWU��EJ NESTACIONARNOJ ZADA�I PRIMUT WID� x��
 � �	 y��
 � �	
�x��
 � �

�
	 �y��
 � �

�
� nESTACIONARNU� ZADA�U BUDEM RASSMATRIWATX NA PROMEVUTKE



�� l�m� bERKOWI�� o�l� sTARINOWA

t � ��� ���	 TOGDA STACIONARNAQ ZADA�A DOLVNA BYTX RASSMOTRENA NA PROMEVUTKE

� � ��� ln ��

��
�	 T� K�

� �

��Z
�

dt

��t � �
�t� �

� ln

��

��
�

nA RIS� � POKAZANY TRAEKTORII OTNOSITELXNOGO DWIVENIQ MATERIALXNOJ TO�KI NE

STACIONARNOJ ZADA�I gm ��
	 ���
 I SOOTWETSTWU��EJ STACIONARNOJ ZADA�I ���
�

pRIMER �� rASSMOTRIM PREOBRAZOWANIE NESTACIONARNOJ ZADA�I gm ��
 K AWTO

NOMNOMU WIDU	 ESLI MASSA MATERIALXNOJ TO�KI IZMENQETSQ PO SLEDU��EMU ZAKONU�

��t
 �
exp��

�
arctan t
p
t� � �

� ���


KOTORYJ SOOTWETSTWUET FORMULE ���
 S PARAMETRAMI A � �	 B � �	 C � �	 	� � B� �
� �AC � ��	 b� � �� oPREDELIM QDRO u�t
 PREOBRAZOWANIQ kUMMERA�lIUWILLQ IZ
URAWNENIQ kUMMERA��WARCA ���

�

�

�u

u
� �

�

�
�u

u

��

� u� � ��

qDRO u�t
 I MNOVITELX v�t
 PREOBRAZOWANIQ kUMMERA�lIUWILLQ DLQ ZADA�I ��
	 ���

BUDUT IMETX WID

u �
�

t� � �
� v �

p
t� � � exp

�
arctan t

�

�
�

tAKIM OBRAZOM	 ZADA�A ��
	 ���
 PRIWODITSQ K AWTONOMNOJ FORME PREOBRAZOWANIEM
kUMMERA�lIUWILLQ

r �
p
t� � � exp

�
arctan t

�

�
��� d� �

dt

t� � �
� ���


tOGDA POLU�IM
dr

dt
�

exp��
� arctan t
p
t� � �

�
�t� �

�
�� �

d��

d�

�
� ���


d�r

dt�
�

exp��
� arctan t


�t� � �
���

�
d���

dt�
�

d��

d�
�

�

�
��

�
� ���


COOTWETSTWU��EE AWTONOMNOE DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE BUDET IMETX WID

���� � ��� �
�

�
�� � � ��

��
� ���


pOSTROIM FAZOWYE TRAEKTORII NESTACIONARNOJ I SOOTWETSTWU��EJ STACIONARNOJ

ZADA�I DLQ ZAKONA IZMENENIQ MASSY ���
 �SM� RIS� �
�
nA�ALXNYE USLOWIQ DLQ FAZOWYH KOORDINAT STACIONARNOJ ZADA�I WOZXMEM W WIDE�

���
 � �	 ���
 � �	 ����
 � �	 ����
 � �� pO FORMULAM ���
 ���
 WY�ISLIM NA�ALXNYE

USLOWIQ SOOTWETSTWU��EJ NESTACIONARNOJ ZADA�I� x��
 � �	 y��
 � �	 �x��
 � �

�
	

�y��
 � �

�
� nESTACIONARNU� ZADA�U BUDEM RASSMATRIWATX NA PROMEVUTKE t � ��� ���	

TOGDA SOGLASNO FORMULE ���
 STACIONARNAQ ZADA�A DOLVNA BYTX RASSMOTRENA NA PRO

MEVUTKE � � ��� arctan���	 T� K�

� �

��Z
�

dt

t� � �
� arctan ���



zADA�A gILXDENA�mE�ERSKOGO� TRAEKTORII DWIVENIQ ��

nA RIS� � POKAZANY TRAEKTORII OTNOSITELXNOGO DWIVENIQ MATERIALXNOJ TO�KI NE

STACIONARNOJ ZADA�I gm ��
	 ���
 I SOOTWETSTWU��EJ STACIONARNOJ ZADA�I ���
�

pRIMER �� rASSMOTRIM PREOBRAZOWANIE NESTACIONARNOJ ZADA�I gm ��
 K AWTO

NOMNOJ ZADA�E	 ESLI MASSA MATERIALXNOJ TO�KI IZMENQETSQ PO PERWOMU ZAKONU mE

�ERSKOGO S PARAMETRAMI � � ����	 � � ��

��t
 �
�

����t� �
���


�ZAKON �DDINGTONA�dVINSA S � � � ILI ZAKON ���
 S PARAMETRAMI b� � �	 b� �
� �
� pRIWEDEM ZADA�U ��
	 ���
 K AWTONOMNOJ FORME PRI POMO�I PREOBRAZOWANIQ

kUMMERA�lIUWILLQ� dLQ OPREDELENIQ u�t
 I v�t
 ISPOLXZUEM FORMULY ����

u�t
 � ���t
 �
�

��t� �
�
� v�t
 � ����t
 � �t� ��

pREOBRAZOWANIE kUMMERA�lIUWILLQ �nEHWILA
 BUDET IMETX WID

r � ��t� �
��� d� �
dt

��t� �

� ���


pRIMENQQ EGO K ��
	 POLU�IM SOOTWETSTWU��EE AWTONOMNOE DIFFERENCIALXNOE URAW

NENIE

���� � � ��

��
� ���


TAK KAK
dr

dt
� ����

�

�t� �

d��

d�
� ���


d�r

dt�
�

�

��t� �
�
d���

d��
� ���


pOSTROIM FAZOWYE TRAEKTORII NESTACIONARNOJ I SOOTWETSTWU��EJ STACIONARNOJ

ZADA�I DLQ ZAKONA IZMENENIQ MASSY ���
 �SM� RIS� �
�
nA�ALXNYE USLOWIQ DLQ FAZOWYH KOORDINAT STACIONARNOJ ZADA�I WOZXMEM� ���
 �

� �	 ���
 � �	 ����
 � �	 ����
 � � �KEPLEROWSKOE DWIVENIE PO �LLIPSU
� sOGLASNO
FORMULAM ���
	 ���
 NA�ALXNYE USLOWIQ SOOTWETSTWU��EJ NESTACIONARNOJ ZADA�I�
x��
 � �	 y��
 � �	 �x��
 � ����	 �y��
 � ����� nESTACIONARNU� ZADA�U BUDEM RAS

SMATRIWATX NA PROMEVUTKE t � ��� ����	 TOGDA STACIONARNAQ ZADA�A DOLVNA BYTX

RASSMOTRENA NA PROMEVUTKE � � ��� ���	 TAK KAK

� �

��Z
�

dt

�����t� �
�
� ���

nA RIS� � POKAZANY TRAEKTORII OTNOSITELXNOGO DWIVENIQ MATERIALXNOJ TO�KI NE

STACIONARNOJ ZADA�I gm ��
	 ���
 I SOOTWETSTWU��EJ STACIONARNOJ ZADA�I ���
�

pRIMER �� rASSMOTRIM PREOBRAZOWANIE NESTACIONARNOJ ZADA�I gm ��
 K AWTO

NOMNOJ FORME	 ESLI MASSA MATERIALXNOJ TO�KI IZMENQETSQ PO WTOROMU ZAKONU mE

�ERSKOGO S PARAMETRAMI � � ����	 � � �

��t
 �
�

����t� �
� ���




�� l�m� bERKOWI�� o�l� sTARINOWA

�TOT ZAKON SOOTWETSTWUET ZAKONU �DDINGTONA�dVINSA S � � � ILI ZAKONU IZMENENIQ
MASSY ���
 S b� � b� � �� oPREDELQEM QDRO u�t
 I MNOVITELX v�t
 PREOBRAZOWANIQ
kUMMERA�lIUWILLQ PO FORMULAM

u�t
 � ���t
 �
�

�t� �
� v�t
 � ����t
 �

p
�t� ��

pREOBRAZOWANIE kUMMERA�lIUWILLQ DLQ ZADA�I ��
	 ���
 BUDET IMETX WID

r �
p
�t� � ��� d� �

dt

�t� �
� ���


pRIMENQQ ���
 K ��
	 POLU�IM

dr

dt
�

�p
�t� �

�
�

�
�� �

d��

d�

�
� ���


d�r

dt�
�

�

��t� �
���

�
d���

d��
� ��

�
��

�
� ���


���� � ��

�
�� � � ��

��
� ���


pOSTROIM FAZOWYE TRAEKTORII NESTACIONARNOJ I SOOTWETSTWU��EJ STACIONARNOJ

ZADA�I DLQ ZAKONA IZMENENIQ MASSY ���
 �SM� RIS� �
�
nA�ALXNYE USLOWIQ DLQ FAZOWYH KOORDINAT STACIONARNOJ ZADA�I WOZXMEM W WIDE�

���
 � �	 ���
 � �	 ����
 � �	 ����
 � �� sOGLASNO FORMULAM ���
	 ���
 NA�ALXNYE USLO

WIQ SOOTWETSTWU��EJ NESTACIONARNOJ ZADA�I� x��
 � �	 y��
 � �	 �x��
 � �����	 �y��
 �
� ������ nESTACIONARNU� ZADA�U BUDEM RASSMATRIWATX NA PROMEVUTKE t � ��� ����	
TOGDA STACIONARNAQ ZADA�A DOLVNA BYTX RASSMOTRENA NA PROMEVUTKE � � ��� ��� ln��	
TAK KAK

� �

��Z
�

dt

����t� �
� ��� ln��

nA RIS� � POKAZANY TRAEKTORII OTNOSITELXNOGO DWIVENIQ MATERIALXNOJ TO�KI NE

STACIONARNOJ ZADA�I gm ��
	 ���
 I SOOTWETSTWU��EJ STACIONARNOJ ZADA�I ���
�

pRIMER �� rASSMOTRIM PREOBRAZOWANIE NESTACIONARNOJ ZADA�I gm ��
 K AWTO

NOMNOMU WIDU	 ESLI MASSA MATERIALXNOJ TO�KI IZMENQETSQ PO SLEDU��EMU ZAKONU�

��t
 � e�����t� ���


SOOTWETSTWU��EMU ZAKONU �DDINGTONA�dVINSA S � � � ILI ZAKONU IZMENENIQ MAS

SY ���
 S PARAMETROM b� � � �

���
� sOGLASNO URAWNENI� kUMMERA��WARCA QDRO u�t


PREOBRAZOWANIQ kUMMERA�lIUWILLQ DLQ ZADA�I ��
	 ���
 PRIMET WID u�t
 � �� mNO

VITELX PREOBRAZOWANIQ kUMMERA�lIUWILLQ v�t
 OPREDELIM PO FORMULE

v�t
 � juj���� exp�b�
�

Z
u�t
dt
 � exp�� t

���

���

tAKIM OBRAZOM	 ZADA�A ��
	 ���
 PREOBRAZOWANIEM kUMMERA�lIUWILLQ

r � e� t
��� ��� d� � dt ���




zADA�A gILXDENA�mE�ERSKOGO� TRAEKTORII DWIVENIQ ��

PRIWODITSQ K AWTONOMNOJ FORME

���� � �

���
���

�

�����
�� � � ��

��
� ���


T� K� IME�T MESTO SOOTNO�ENIQ�

dr

dt
�

�
� �

���
���

d��

d�

�
e�

t
��� � ���


d�r

dt�
� e� t

���

�
d���

d��
� �

���

d��

d�
�

�

�����
��

�
� ���


pOSTROIM FAZOWYE TRAEKTORII NESTACIONARNOJ I SOOTWETSTWU��EJ STACIONARNOJ

ZADA� DLQ ZAKONA IZMENENIQ MASSY ���
 �SM� RIS� �
�
nA�ALXNYE USLOWIQ DLQ FAZOWYH KOORDINAT STACIONARNOJ ZADA�I WOZXMEM� ���
 �

� �	 ���
 � �	 ����
 � �	 ����
 � �� sOGLASNO FORMULAM ���
	 ���
 NA�ALXNYE

USLOWIQ SOOTWETSTWU��EJ NESTACIONARNOJ ZADA�I IME�T WID� x��
 � �	 y��
 � �	
�x��
 � � �

����
	 �y��
 � �� �

����
� nESTACIONARNU� ZADA�U ��
	 ���
 BUDEM RASSMATRIWATX

NA PROMEVUTKE t � ��� ����	 TOGDA STACIONARNAQ ZADA�A ���
 DOLVNA BYTX RASSMOTRE

NA NA �TOM VE PROMEVUTKE � � ��� ����	TAK KAK � � t�nA RIS� �� POKAZANY TRAEKTORII
DWIVENIQ MATERIALXNOJ TO�KI NESTACIONARNOJ ZADA�I gm ��
	 ���
 I SOOTWETSTWU

��EJ STACIONARNOJ ZADA�I ���
�

lITERATURA

��� Gylden H� Die bahnbewegungen in einem systeme von zwei korpern in dem fall	
das die massen veranderungen unterworfen sind�� Astron� Nachr� ����� V� ���	
P� ����������

��� Meshcherskii J� Ein special fall des Gylden�schen problems�� Astron� Nachr� �����
V� ���	 No� ����	 P� ��������

��� dUBO�IN g�n� o FORME TRAEKTORIJ W ZADA�E O DWUH TELAH S PEREMENNYMI MAS

SAMI�� aSTRON� VURNAL� ����� t� �� wYP� ���� s� ��������

��� dUBO�IN g�n� nEBESNAQ MEHANIKA� aNALITI�ESKIE I KA�ESTWENNYE METODY� �
E
IZD�	 PERERAB� m�	 nAUKA	 �����

��� bERKOWI� l�m� zADA�A gILXDENA�mE�ERSKOGO I ZAKONY IZMENENIQ MASSY��
dOKL� an sssr� ����� t� ����� �� s� ����������

��� Berkovich L�M� Gylden�Meshcherskii problem�� Celestial Mechanics� ����� V� ���
P� ��������

��� bERKOWI� l�m� oB INTEGRIRUEMOSTI ZADA�I gILXDENA
mE�ERSKOGO�� pRIKL�
mAT� mEH� ����� t� ��� � �� s� ��������

��� Dirac P�A�M� The cosmological constants�� Nature� ����� V� ���� No� ����� r� ����
��� Vinti J�P� Newtonian cosmology with a varying gravitational constant�� Celestial

Mechanics� ����� V� ��� No� �� P� ��������
���� mE�ERSKIJ i�w� rABOTY PO MEHANIKE TEL PEREMENNOJ MASSY� gOSTEHIZDAT	 �����
���� Jeans J�H� Cosmogonic problems associated with a secular decrease of mass��

Monthly Notices Roy� Astron� Soc� ����� V� ��� No� ��
���� bERKOWI� l�m� pREOBRAZOWANIE OBYKNOWENNYH LINEJNYH DIFFERENCIALXNYH

URAWNENIJ� kUJBY�EW� iZD
WO kUgu	 �����



�� l�m� bERKOWI�� o�l� sTARINOWA



zADA�A gILXDENA�mE�ERSKOGO� TRAEKTORII DWIVENIQ ��



�� l�m� bERKOWI�� o�l� sTARINOWA



zADA�A gILXDENA�mE�ERSKOGO� TRAEKTORII DWIVENIQ ��



�� l�m� bERKOWI�� o�l� sTARINOWA



zADA�A gILXDENA�mE�ERSKOGO� TRAEKTORII DWIVENIQ ��

THE PROBLEM OF GYLDEN�MESHCHERSKII�

TRAJECTORIES OF MOVEMENT

c� ���� L�M� Berkovich	� O�L� Starinova�

The Gylden�Meshcherskii problem is used for a description of double stars evo�

lution for want of to secular loss of mass at the expense of photon and corpuscular

activity� It is also mathematical model for various cases of dynamics of two skew

�elds of variable mass�

In the present work the laws of mass variation supposing reduction are consid�

ered the equations of movement to a stationary form� The trajectories relative are

constructed movements as for want of before known the laws of Eddington�Jeans�

and for want of other laws of mass variation �
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