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MI USTOJ�IWYH �LLIPTI�ESKI KONTURIROWANNYH MER I IH LOGARIFMI�ESKIMI
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wWEDENIE� fORMULIROWKA OSNOWNYH REZULXTATOW
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ZUQ �TO SOOTNO�ENIE� MY DOKAZYWAEM �STATISTI�ESKU�	 NEZAWISIMOSTX I USILENNYJ
ZAKON BOLX�IH �ISEL DLQ POSLEDOWATELXNOSTI LOGARIFMI�ESKIH PROIZWODNYH� UMNO�
VENNYH NA FIKSIROWANNU� SLU�AJNU� WELI�INU�

w NASTOQ�EJ RABOTE� S�ITAQ EE PRODOLVENIEM RABOTY 
��� MY IMEEM DELO S USTOJ�
�IWYMI �LLIPTI�ESKI KONTURIROWANNYMI MERAMI W GILXBERTOWOM PROSTRANSTWE�oD�
NAKO PRIWEDENNYE ZDESX REZULXTATY MOVNO RASPROSTRANITX I NA BOLEE OB�IE KLASSY

SMESEJ GAUSSOWSKIH MER� KOTORYE IZU�ALISX W RABOTAH 
�����
pUSTX H  WE�ESTWENNOE SEPARABELXNOE GILXBERTOWO PROSTRANSTWO SO SKALQRNYM

PROIZWEDENIEM ��� �� I BORELEWSKOJ ��ALGEBROJ B�H 	� bUDEM RASSMATRIWATX��f��Bg
 USTOJ�IWU� �LLIPTI�ESKI KONTURIROWANNU� MERU NA fH �B�H 	g �� ���� �
 	 S HA�
RAKTERISTI�ESKIM FUNKCIONALOM

���y	 � exp
n
��By� y� ���

o
� y � H �

GDE B � H � H  LINEJNYJ SAMOSOPRQVENNYJ POLOVITELXNO OPREDELENNYJ QDERNYJ

OPERATOR I kerB � f�g�

�pREDSTAWLENA DOKTOROM FIZIKO�MATEMATI�ESKIH NAUK PROFESSOROM s�w� aSTA�KINYM�
��ATSKIH sERGEJ qKOWLEWI� �shatskih�ssu�samara�ru�� KAFEDRA FUNKCIONALXNOGO ANALIZA I TE�

ORII FUNKCIJ sAMARSKOGO GOSUDARSTWENNOGO UNIWERSITETA� ���	��� sAMARA� UL� aKAD� pAWLOWA� ��



��� s�q��ATSKIH

sAMU MERU ��f��Bg MOVNO ZADATX S POMO�X� PREDSTAWLENIQ �ENBERGA 
�� ��

��fA�Bg �

�Z
�

��fA��
�Bgg

�
��

�
�
�

�
� �

�
� d��

GDE A � B�H 	� ��f���
�Bg  GAUSSOWSKAQ CENTRIROWANNAQ MERA S KOWARIACIONNYM

OPERATOROM ��B� g
�
�� �� � �

�
 PLOTNOSTX ODNOMERNOGO KRAJNEGO USTOJ�IWOGO RASPRE�

DELENIQ S POKAZATELEM �
� � ��� �
 �SM� 
��	�

nAPOMNIM OPREDELENIQ PROIZWODNOJ I LOGARIFMI�ESKOJ PROIZWODNOJ DLQ SIGMA�
ADDITIWNOJ MERY NA fH �B�H 	g 
�� ���

oPREDELENIE� pROIZWODNOJ MERY � PO NAPRAWLENI� h � H NAZYWAETSQ MERA dh��
OPREDELQEMAQ RAWENSTWOM

dh� fAg � lim
t��

� fA� thg � � fAg

t
� �A � B�H 	�

eSLI MERA � DIFFERENCIRUEMA PO NAPRAWLENI� h� TO MERA�PROIZWODNAQ dh� AB�
SOL�TNO NEPRERYWNA OTNOSITELXNO � I SU�ESTWUET PROIZWODNAQ rADONA�nIKODIMA

�
�
h �x	 ��

d�dh�	

d�
�x	� x � H �

KOTORAQ NAZYWAETSQ LOGARIFMI�ESKOJ PROIZWODNOJ MERY � PO NAPRAWLENI� h � H �
pUSTX feng  ORTONORMIROWANNYJ BAZIS �O�N�B�	 PROSTRANSTWA H � SOSTOQ�IJ IZ

SOBSTWENNYH WEKTOROW OPERATORA B�

Ben � ��nen� �n � �� n � ���� ��	

GDE ��n  SOBSTWENNYE �ISLA�
w DALXNEJ�EM NAM PONADOBITSQ KWADRATI�NYJ FUNKCIONAL s���x	 I MNOVESTWO

��

s���x	 �� lim
n��

�

n

nX
k��

�x� ek�
�

��k
� ��	

� ��
�
x � H � � � s���x	 � ��

�
�

bUDEM RASSMATRIWATX B�H 	�IZMERIMYE FUNKCIONALY KAK SLU�AJNYE WELI�INY

NA WEROQTNOSTNOJ �TROJKE� fH �B�H 	� ��f��Bgg� kROME TOGO� WWEDEM ��ALGEBRY� PO�
ROVDENNYE SISTEMAMI SLU�AJNYH WELI�IN

Fm�� � � � �x� em� � �x� em��� � ���	 �

F� �
�T

m��
Fm�� ��OSTATO�NAQ� ��ALGEBRA	�

rASSMOTRIM FUNKCI� RASPREDELENIQ� SOOTWETSTWU��U� PROEKCII MERY ��f��Bg
NA LINEJNU� OBOLO�KU WEKTOROW e�� ���� en�

F
���
����n�x�� ���� xn	 � ��fh � H � �h� e�� � x�� ���� �h� en� � xn�Bg�

wWEDEM F
���
ij���������n�xi j x�� ���� bxi� ���� xn	  USLOWNU� FUNKCI� RASPREDELENIQ SLU�AJNOJ

WELI�INY �x� ei� OTNOSITELXNO SISTEMY SLU�AJNYH WELI�IN

�x� e�� � ���� ��x� ei� � ���� �x� en� �



nEKOTORYE SWOJSTWA LOGARIFMI�ESKIH PROIZWODNYH �LLIPTI�ESKI KONTURIROWANNYH MER ���

GDE b ZNAK PROPUSKA �LEMENTA�
pEREJDEM K FORMULIROWKAM OSNOWNYH REZULXTATOW� wNA�ALE RASSMOTRIM USTOJ�

�IWYE MERY S POKAZATELEM � � ��� �
 �

tEOREMA �� ��	 � � F�� ��f��Bg � ��
��	 FUNKCIONAL s���x	 QWLQETSQ F��IZMERIMYM I

��fs
�
��x	 � u�Bg �

u

�Z
�

g
�
t�
�

�
� �
�
dt� ��	

��	 DLQ L�BOGO � � ��� �
 I L�BOGO x � � �xj � �x� ej� � j � ���	

lim
n��

F
���
ij���������n�xi j x�� ���� bxi� ���� xn	 � �

�
��i�

��
ei �x	s��x	

�
�

GDE � ��	  STANDARTNOE GAUSSOWSKOE RASPREDELENIE�

��	 ��f�i�
��
ei �x	s��x	 � u�Bg � ��u	 � i � ����

��	 SLU�AJNAQ WELI�INA ���ei �x	s��x	 �OTNOSITELXNO MERY ��f��Bg 	 NE ZAWISIT
OT SEMEJSTWA

�x� e�� � ���� ��x� ei� � ���� �x� en� � ��� �

sLEDSTWIE� pUSTX MNOVESTWO PERWYH n NATURALXNYH �ISEL RAZBITO NA DWA NE�
PERESEKA��IHSQ I UPORQDO�ENNYH PO WOZRASTANI� PODMNOVESTWA

f�� ���� ng � fi�� ���� ikg
�
fj�� ���� jn�kg� � � k � n� g�

tOGDA

lim
n��

F
���
i����ikjj����jn�k

�xi� � ���� xik jxj� � ���� xjn�k 	 �

kY
m��

�
�
��im�

��
eim

�x	s��x	
�
�

zAME�ANIE� uTWERVDENIE P��� OSTANETSQ SPRAWEDLIWYM� ESLI WMESTO O�N�B� feng
SOBSTWENNYH WEKTOROW OPERATORA B RASSMATRIWATX PROIZWOLXNYJ O�N�B� ffng� MINI�

MALXNYJ OTNOSITELXNO NORMY j � j� � �B�� ��
�

� � T�E� �SM� 
�� ���	 ffng � H� 

ZAMYKANIE H PO NORME j � j� � �B���� ��
�

� � pRI �TOM SEMEJSTWA FUNKCIJ RASPREDE�

LENIQ F
���
����n I F

���

ij�����i���n
BUDUT SOOTWETSTWOWATX PROEKCII MERY ��f��Bg NA LINEJNU�

OBOLO�KU WEKTOROW f�� ���� fn� w �TOJ SITUACII PREDELXNAQ SLU�AJNAQ WELI�INA s���x	
NE ZAWISIT OT WYBORA BAZISA ffng � H� � pO�TOMU MOVNO S�ITATX� �TO s���x	 PO�
PREVNEMU OPREDELQETSQ FORMULOJ ��	�

tEOREMA �� oTNOSITELXNO USTOJ�IWOJ MERY ��f��Bg SISTEMA SLU�AJNYH WELI�
�IN

fs���x	� ���e� �x	s��x	� ���� ���en �x	s��x	� ���g� x � H ��	

NEZAWISIMA I ��f��Bg�PO�TI NAWERNOE

lim
n��

�

n

nX
i��

��i 
�
��
ei �x	�

� � s��� �x	� ��	

dLQ GAUSSOWSKIH CENTRIROWANNYH MER ��f��Bg SPRAWEDLIWA
tEOREMA �� eSLI ffng MINIMALXNYJ OTNOSITELXNO NORMY j � j� O�N�B� GILXBER�

TOWA PROSTRANSTWA H � TO DLQ ��f��Bg�PO�TI WSEH x � H �xj � �x� ej�� j � ���	

lim
n��

F
���

ij����bi���n
�xijx�� ���� bxi� ���� xn	 � �

	
�

���fi �x	

�B��fi� fi�
�

�



�



��� s�q��ATSKIH

wSPOMOGATELXNYE REZULXTATY

I DOKAZATELXSTWO TEOREM

wNA�ALE PRIWEDEM IZWESTNYE FAKTY� OTNOSQ�IESQ K WY�ISLENI� LOGARIFMI�ES�
KIH PROIZWODNYH GAUSSOWSKIH I USTOJ�IWYH �LLIPTI�ESKI KONTURIROWANNYH MER�

tEOREMA ��

��� dLQ GAUSSOWSKOJ MERY �� � ��f��Bg W GILXBERTOWOM PROSTRANSTWE H SEMEJSTWO

WSEH WEKTOROW DIFFERENCIRUEMOSTI SOWPADAET S PROSTRANSTWOM H� � B
�

� H I DLQ

L�BOGO h � H�
�
��
h �x	 � ��hB�x	� x � H �

GDE �hB�x	  LINEJNYJ IZMERIMYJ FUNKCIONAL W PROSTRANSTWE H � KOTORYJ ODNO�
ZNA�NO OPREDELQETSQ SWOIM SUVENIEM NA H� �

�hB�x	 � �B��h� x� � x � H� �

��� dLQ USTOJ�IWOJ �LLIPTI�ESKI KONTURIROWANNOJ MERY �� � ��f��Bg W GILX�
BERTOWOM PROSTRANSTWE H SEMEJSTWO WSEH WEKTOROW DIFFERENCIRUEMOSTI SOWPADAET

S PROSTRANSTWOM H� � B
�

� H I DLQ L�BOGO h � H� I DLQ ���PO�TI WSEH x

�
��
h �x	 � �

�hB�x	

s���x	
�

zAME�ANIE� uTWERVDENIE P��� HORO�O IZWESTNO �SM�� NAPRIMER� 
��	� UTWERVDE�
NIE P��� FAKTI�ESKI QWLQETSQ PEREFORMULIROWKOJ REZULXTATOW IZ 
�� �� �� DLQ USTOJ�
�IWYH �LLIPTI�ESKI KONTURIROWANNYH MER W GILXBERTOWYH PROSTRANSTWAH� sLEDUET
OTMETITX� �TO USLOWIE SUMMIRUEMOSTI LOGARIFMI�ESKOJ PROIZWODNOJ �

��
h �x	 OTNO�

SITELXNO MERY ��f��Bg
�Z
�

t�
�

� g
�
t�
�

�
� �
�
dt � ��

LEGKO WYWODITSQ IZ TOGO FAKTA� �TO WWIDU P��� TEOREMY � SLU�AJNAQ WELI�INA

�i�
��
ei �x	s��x	 IMEET STANDARTNOE GAUSSOWSKOE RASPREDELENIE� A NEZAWISIMAQ OT NE�

SLU�AJNAQ WELI�INA s���x	  USTOJ�IWOE RASPREDELENIE� OPREDELQEMOE FORMULOJ ��	�
pEREJDEM K USLOWNYM FUNKCIQM RASPREDELENIQ� dOKAZATELXSTWA PUNKTOW �� I ��

TEOREMY � BYLI DANY AWTOROM W RABOTE 
���kROME TOGO� W �TOJ RABOTE DLQ USTOJ�IWYH
�LLIPTI�ESKI KONTURIROWANNYH MER W GILXBERTOWOM PROSTRANSTWE BYLI USTANOWLE�
NY SLEDU��IE UTWERVDENIQ�

tEOREMA ��

��� oTNOSITELXNO MERY ��f�g SISTEMA SLU�AJNYH WELI�IN�
s���h	�

�x� e��

��s��x	
� ����

�x� en�

�ns��x	
� ���

�
NEZAWISIMA� A SLU�AJNYE WELI�INY

�x� en�

�ns��x	
� n � �� �� ���

IME�T GAUSSOWSKOE RASPREDELENIE S NULEWYM MATEMATI�ESKIM OVIDANIEM I EDINI��
NOJ DISPERSIEJ�

��� dLQ L�BOGO � � ��� �
 I L�BOGO x � � �xj � �x� ej� � j � ���	

lim
n��

F
���
ij���������n�xi j x�� ���� bxi� ���� xn	 � �

�
xi

�is��x	

�
�



nEKOTORYE SWOJSTWA LOGARIFMI�ESKIH PROIZWODNYH �LLIPTI�ESKI KONTURIROWANNYH MER ���

I SLU�AJNAQ WELI�INA
�x� en�

�ns��x	
OTNOSITELXNO MERY ��f�g NE ZAWISIT OT SEMEJSTWA

�x� e�� � ���� ��x� ei� � ���� �x� en� � ��� �

dLQ DOKAZATELXSTWA OSTAW�EJSQ �ASTI TEOREMY � OTMETIM SLEDU��EE OBSTO�
QTELXSTWO� WWIDU RAWENSTWA ��	 ei  SOBSTWENNYJ WEKTOR OPERATORA B� PO�TOMU
B��ei � ���i ei� I LINEJNYJ IZMERIMYJ FUNKCIONAL �B��ei� x � DLQ ���PO�TI
WSEH x � H SOWPADAET S LINEJNYM NEPRERYWNYM FUNKCIONALOM ���i �ei� x�� oTS�DA�
ISPOLXZUQ P��� TEOREMY �� DLQ ���PO�TI WSEH x � H POLU�AEM RAWENSTWO

���ei �x	 � �
�ei� x�

��i s
�
��x	

� ��	

tAKIM OBRAZOM� PP� ����� TEOREMY � QWLQ�TSQ PROSTYM SLEDSTWIEM RAWENSTWA ��	
I UTWERVDENIJ TEOREMY ��

dOKAZATELXSTWO TEOREMY � PROWODITSQ ANALOGI�NO� nEZAWISIMOSTX SISTEMY ��	
QWLQETSQ PROSTYM SLEDSTWIEM RAWENSTWA ��	 I P��� TEOREMY �� nAKONEC� UTWERVDENIE
��	� U�ITYWAQ RAWENSTWO ��	 I P��� TEOREMY �� SLEDUET IZ USILENNOGO ZAKONA BOLX�IH
�ISEL W FORME bORELQ 
����

dOKAZATELXSTWO TEOREMY �� wOSPOLXZUEMSQ IZWESTNYM SWOJSTWOM USLOWNYx GAUS�
SOWSKIH RASPREDELENIJ W GILXBERTOWOM PROSTRANSTWE �SM�� NAPRIMER� 
��	�

ESLI O�N�B� ffng � H� � TO DLQ ��f��Bg�PO�TI WSEH x � H �xj � �x� ej�� j � ���	

lim
n��

F
���

ij����bi���n
�xijx�� ���� bxi� ���� xn	 � �

	
�

� �fi	B�x	

�B��fi� fi�
�

�



�

GDE � �fi	B�x	  LINEJNYJ IZMERIMYJ FUNKCIONAL NA PROSTRANSTWE H � KOTORYJ OD�
NOZNA�NO OPREDELQETSQ SWOIM SUVENIEM NA H� �

� �fi	B�x	 � �B��fi� x� � x � H� �

tAKIM OBRAZOM� UTWERVDENIE TEOREMY � SLEDUET IZ P��� TEOREMY ��

lITERATURA

�� �ATSKIH s�q� uSTOJ�IWYE �LLIPTI�ESKI KONTURIROWANNYE MERY W GILXBERTO�

WOM PROSTRANSTWE� ASIMPTOTI�ESKIE SWOJSTWA USLOWNYH RASPREDELENIJ�� iZW�
raen� sER� mmmiu� ����� t��� � �� s� ������


�� sUDAKOW w�n� gEOMETRI�ESKIE PROBLEMY TEORII BESKONE�NOMERNYH RASPREDELE�
NIJ�� tRUDY mian� ����� t����� ��� S�


�� nORIN n�w�� sMOLQNOW o�g� nESKOLXKO REZULXTATOW O LOGARIFMI�ESKIH PROIZ�
WODNYH MER NA LOKALXNO WYPUKLOM PROSTRANSTWE��mATEM� ZAMETKI� ����� t����
wYP��� s� ��������


�� Norin N�V� Ito�Wick decomposition for the mixtures of gaussian measures��
Frontiers in Pure and Appl�Probab� II� ����� P� ��������


�� bOGA�EW w�i� gAUSSOWSKIE MERY� m�� nAUKA� ����� ��� S�


�� zOLOTAREW w�m� oDNOMERNYE USTOJ�IWYE RASPREDELENIQ�m�� nAUKA� ����� ��� c�


�� dALECKIJ ��l�� fOMIN s�w� mERY I DIFFERENCIALXNYE URAWNENIQ W BESKONE��
NOMERNYH PROSTRANSTWAH� m�� nAUKA� ����� ��� c�


�� bOGA�EW w�i�� sMOLQNOW o�g� aNALITI�ESKIE SWOJSTWA BESKONE�NOMERNYH RAS�
PREDELENIJ�� uSPEHI MATEM� NAUK� ����� t���� wYP��� s� �����



��� s�q��ATSKIH


�� Shatskikh S�Ya� Conditional quantiles of gaussian measures in hilbert spase�� Jour�
of Math� Sci� ����� V���� No��� P� ����������


��� sKOROHOD a�w� iNTEGRIROWANIE W GILXBERTOWOM PROSTRANSTWE� m�� nAUKA� �����
��� c�


��� �IRQEW a�n� wEROQTNOSTX� m�� nAUKA� ����� ��� c�

SOME PROPERTIES OF LOGARITHMIC DERIVATIVES OF

STABLE ELLIPTICALLY CONTOURED MEASURES
�

c� ���� S�Ya� Shatskih�

The paper is devoted to the study of asymptotic properties of conditional distri�

butions which are generated by �nite�dimensional projections of stable elliptically

contoured measures in real Hilbert space� The connection between conditional dis�

tributions of stable elliptically contoured measures and their logarithmic derivatives

is stated� The statistic independence and the strong law of large numbers for the

sequence of logarithmic derivatives multiplied by the �xed random variable are

proved�

pOSTUPILA W REDAKCI� ���IX������
W OKON�ATELXNOM WARIANTE  ���XI������

�Communicated by Dr� Sci� �Phys� 
 Math�� Prof� S�V� Astashkin�
�Shatskih Sergey Yakovlevich �shatskih�ssu�samara�ru�� Dept� of Functional Analysis and Theory of

Functions� Samara State University� Samara� ���	��� Russia�


