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kAK WIDNO IZ DANNOGO RAWENSTWA� PRI IZMENENII PARAMETRA 
 FUNKCIQ �RMITA�lA�
GERRA�gAUSSA Gn�m
x� y j�	�� OSTAETSQ NEIZMENNOJ� LI�X POWORA�IWAQSX I IZMENQQSX
W MAS�TABE� �TO POZWOLQET POSTAWITX WOPROS O NAHOVDENII FUNKCIJ� INWARIANTNYH
K ASTIGMATI�ESKIM WOZDEJSTWIQM� PODOBNO TOMU� KAK W RABOTE ��� BYL POSTAWLEN I
RE�EN WOPROS O FUNKCIQH� UDOWLETWORQ��IH URAWNENI� �REDINGERA 
�� I STRUK�
TURNO USTOJ�IWYH K IZMENENIQM PARAMETRA l� fORMULA 
��� POKAZYWAET� �TO ZADA�A
OB ASTIGMATI�ESKI�INWARIANTNYH FUNKCIQH IMEET NEPUSTOE MNOVESTWO RE�ENIJ�

zAKL��ENIE

w RABOTE PREDLOVENO OB�EDINENIE FUNKCIJ �RMITA�gAUSSA I lAGERRA�gAUSSA
POSREDSTWOM WWEDENIQ DOPOLNITELXNOGO WE�ESTWENNOGO PARAMETRA I ISSLEDOWANY NE�
KOTORYE SWOJSTWA POLU�ENNOGO TAKIM OBRAZOM SEMEJSTWA Gn�m
x� y j��� nAJDENY IN�
TEGRALXNOE I DIFFERENCIALXNOE PREDSTAWLENIQ� REKURRENTNYE FORMULY� NEKOTORYE
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rIS� �� iNTENSIWNOSTI I FAZY FUNKCIJ �RMITA�lAGERRA�gAUSSA G����x� y� z � rei�� PRI
RAZLI�NYH ZNA�ENIQH PARAMETROW r I �

KONE�NYE SUMMY I PREOBRAZOWANIQ TIPA fURXE� sREDI WSEH REZULXTATOW STOIT OSO�
BO OTMETITX FORMULU 
��� PREOBRAZOWANIQ FUNKCIJ �RMITA�gAUSSA W FUNKCII lA�
GERRA�gAUSSA� KOTORAQ QWILASX OSNOWOPOLAGA��EJ DLQ PREDLOVENNOGO OB�EDINENIQ
KLASSOW FUNKCIJ�

nA SAMOM DELE� WSE WY�EIZLOVENNYE REZULXTATY SLEDUET RASSMATRIWATX KAK

WWODNU� �ASTX W IZU�ENII FUNKCIJ �RMITA�lAGERRA�gAUSSA� POSKOLXKU FUNKCII
Gn�m
x� y j�� DOPUSKA�T OBOB�ENIE WIDA 
SM� RIS� ��

Gn�m
x� y� z�
def
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rIS� �� �OKON�ANIE�

I z � L�BOE KOMPLEKSNOE �ISLO� OTLI�NOE OT NULQ� pOSKOLXKU Gn�m
x� y� e
i�� �

� Gn�m
x� y j��� TO FORMULA 
��� DAET WOZMOVNOSTX RASPROSTRANITX FUNKCII �R�
MITA�lAGERRA�gAUSSA S EDINI�NOJ OKRUVNOSTI jzj 	 �� GDE ONI BYLI OPREDELENY

PERWONA�ALXNO� NA WS� KOMPLEKSNU� PLOSKOSTX�
pROWEDENNOE W DANNOJ RABOTE ISSLEDOWANIE SODERVIT MNOGIE MOMENTY OB�EJ TEO�

RII I NOSIT W KAKOJ�TO MERE HARAKTER ISTORI�ESKOJ POSLEDOWATELXNOSTI� IMENNO TAK
NA�INALOSX IZU�ENIE FUNKCIJ Gn�m� PONIMANIE NEOBHODIMOSTI z�PARAMETRIZACII
PRI�LO POZDNEE� kROME TOGO� PEREHOD ei� 	
 z NE WSEGDA OPRAWDAN� W RQDE SLU�AEW
ZAMENA Gn�m
x� y j�� NA Gn�m
x� y� z� NE DAET NI�EGO NOWOGO� POROJ DAVE ZAGROMOVDAQ
KONE�NYJ REZULXTAT� tEM NE MENEE� TOLXKO OBOB�ENIE 
��� POZWOLQET SOSTAWITX OPI�
SANIE SWOJSTW I TRANSFORMACIJ FUNKCIJ �RMITA�lAGERRA�gAUSSA WO WSEJ POLNOTE�
W �ASTNOSTI� OB�QSNITX SU�ESTWOWANIE STOLX POHOVIH I RAZLI�NYH ODNOWREMENNO
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a b c

rIS� �� iNTENSIWNOSTX �a�� FAZA �b� FUNKCII �RMITA�lAGERRA�gAUSSA I EE OPTI�ESKAQ RE�
ALIZACIQ �c�� fAZOWOE RASPREDELENIE POKAZYWAET NALI�IE U FUNKCII DWENADCATI PROSTYH

IZOLIROWANNYH NULEJ� wOSEMX NULEJ� RASPOLAGA��IHSQ W CENTRALXNOJ �ASTI� IME�T TIP

z� POSKOLXKU PRI OBHODE WOKRUG KAVDOGO IZ NIH PROTIW �ASOWOJ STRELKI POLU�AETSQ NABEG

FAZY ���� �ETYRE NULQ NA PERIFERII IME�T TIP z � T� K� DLQ NIH PODOBNYJ OBHOD DAET

NABEG FAZY ���� tO�KA W CENTRE NE QWLQETSQ NULEM� PRISUTSTWIE LI�X �ERNOGO I BELOGO

CWETOW W EE OKRESTNOSTI GOWORIT O TOM� �TO TAM PROISHODIT SKLEJKA FAZ � � 	 I � � ��

FORMUL KAK
min�n�m�X

k��

�kk�

�
m

k

��
n

k

�
Hn�m��k
x� 	 Hn
x�Hm
x��

min�n�m�X
k��


���kk�
�
m

k

��
n

k

�
Hn�k
x�Hm�k
x� 	 Hn�m
x��

oBSUVDENIE FUNKCIJ �RMITA�lAGERRA�gAUSSA HO�ETSQ ZAKON�ITX SLEDU��IM ZA�
ME�ANIEM� fUNKCII Gn�m
x� y� z� PRI jzj �	 � WOZNIKA�T W OPTI�ESKIH �KSPERIMENTAH
KAK SAMOSTOQTELXNYE OB�EKTY� KOTORYE PERWONA�ALXNO 
NA STADII ��PARAMETRIZA�
CII� RASSMATRIWALISX KAK LINEJNYE KOMBINACII FUNKCIJ Gn�m
x� y j��� pRIMER NA
RIS� � POKAZYWAET� �TO SREDI PREDSTAWITELEJ Gn�m
x� y� z 	 rei�� NAHODQTSQ NE TOLXKO
FUNKCII lAGERRA�gAUSSA� IME��IE KOLXCEWU� FORMU INTENSIWNOSTI� NO I FUNKCII
S INTENSIWNOSTX� W FORME GRANICY KWADRATA� tEM SAMYM� ��PEREHOD 
PRI r 	 �� OT
FUNKCIJ �RMITA�gAUSSA� DOPUSKA��IH RAZDELENIE PEREMENNYH W WIDE f�
x�f�
y�� K
FUNKCIQM lAGERRA�gAUSSA� DOPUSKA��IM ANALOGI�NOE RAZDELENIE PEREMENNYH W PO�
LQRNYH KOORDINATAH� DOPOLNQETSQ r�PEREHODOM 
PRI FIKSIROWANNOM ��� SOOTWETSTWU�
��IM TRANSFORMACII INTENSIWNOSTI IZ KRUGOWOJ W KWADRATNU�� �TO OB�EDINENIE
FUNKCIONALXNOJ I WIZUALXNOJ TO�EK ZRENIQ QWLQETSQ E�E ODNIM DOWODOM W POLXZU

TEORETI�ESKOGO IZU�ENIQ FUNKCIJ �RMITA�lAGERRA�gAUSSA W FORMULIROWKE 
����
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HERMITE�LAGUERRE�GAUSSIAN FUNCTIONS�

c� ���� E�G� Abramochkin�

A unity of two�dimensional Hermite�Gaussian and Laguerre�Gaussian func�
tions is proposed by introducing an additional parameter� Continuous changing
of the introduced parameter allows to transform Hermite�Gaussian functions into
Laguerre�Gaussian functions keeping some important properties of both function
families� for example� the orthogonality in the space L��R

��� The functions �called
Hermite�Laguerre�Gaussian functions� are investigated similar to classic orthogo�
nal polynomials� Some properties of this function family �including algebraic and
integral representations� the Rodrigues formula� and symmetry properties with re�
spect to the introduced parameter� are obtained� It is shown that the functions are
invariant with respect to some integral transformations of Fourier type�
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