
wESTNIK sAMgu � eSTESTWENNONAU�NAQ SERIQ� ����� � ������ ���

mehanika

udk �����

malye uprugoplasti�eskie deformacii
kompozicionnogo materiala� haoti�eski

armirowannogo �llipsoidalxnymi
wkl��eniqmi

c� ���� w�s� gLU�ENKOW�� l�a� sARAEW�� ��w� hOHRQKOWA�

mETODAMI MEHANIKI SLU�AJNO�NEODNORODNYH SRED ISSLEDU�TSQ UPRUGOPLAS�

TI�ESKIE SWOJSTWA KOMPOZICIONNOGO MATERIALA� SODERVA�EGO RAZORIENTIROWAN�

NYE �LLIPSOIDALXNYE WKL��ENIQ RAZLI�NYH KONFIGURACIJ� uSTANOWLENY �F�

FEKTIWNYE OPREDELQ��IE URAWNENIQ KOMPOZITA I WY�ISLENY EGO MAKROSKOPI�

�ESKIE PARAMETRY�

w PUBLIKUEMOJ RABOTE OBOB�A�TSQ REZULXTATY� POLU�ENNYE W 	�
� DLQ KOMPOZITOW
S �LLIPSOIDALXNYMI WKL��ENIQMI ODNOJ FORMY NA SLU�AJ KOMPOZICIONNYH MATE�
RIALOW� SODERVA�IH �LLIPSOIDALXNYE WKL��ENIQ RAZLI�NYH KONFIGURACIJ� pUSTX
RASSMATRIWAEMYJ KOMPOZICIONNYJ MATERIAL OBRAZOWAN DWUMQ KOMPONENTAMI� SOEDI�
NENNYMI MEVDU SOBOJ S IDEALXNOJ ADGEZIEJ� PERWYJ IZ KOTORYH IGRAET ROLX MATRI�
CY � Vm
 WTOROJ� Vf � ROLX OTDELXNYH WKL��ENIJ� PRI�EM

Vf �

nX
s��

Vs�

GDE Vs � HAOTI�ESKI RASPREDELENNYE W MATRICE �LLIPSOIDALXNYE WKL��ENIQ S GLAW�

NYMI POLUOSQMI a
�s�
� � a

�s�
� � a

�s�
� �

iSHODNYE LOKALXNYE URAWNENIQ UPRUGOPLASTI�ESKOGO DEFORMIROWANIQ ZAPI�EM

W WIDE�
sij � ��m�f �

p
eklekl� eij �

�pp � �Km�f�pp�
���

zDESX �m�f �
p
eklekl� � NELINEJNYE MODULI PLASTI�NOSTI SDWIGA
 Km�f � OB��

EMNYE MODULI
 sij � �ij � �
��kk � eij � �ij � �

��kk � DEWIATORNYE �ASTI TENZOROW

NAPRQVENIJ I DEFORMACIJ
 �ij � �ij � TENZORY NAPRQVENIJ I MALYH UPRUGOPLASTI�
�ESKIH DEFORMACIJ
 INDEKSY m I f SOOTWETSTWU�T MATRICE I WKL��ENIQM�

�gLU�ENKOW wQ�ESLAW sERGEEWI�� KAFEDRA WYS�EJ MATEMATIKI I INFORMATIKI sAMARSKOGO GO�

SUDARSTWENNOGO UNIWERSITETA� ������� G�sAMARA� UL� aKAD� pAWLOWA� �� gluschenkov�ssu�samara�ru
�sARAEW lEONID aLEKSANDROWI�� KAFEDRA WYS�EJ MATEMATIKI I INFORMATIKI sAMARSKOGO GOSU�

DARSTWENNOGO UNIWERSITETA� ������� G�sAMARA� UL� aKAD� pAWLOWA� �� sarayev�ssu�samara�ru
�hOHRQKOWA �LIQ wLADIMIROWNA� KAFEDRA WYS�EJ MATEMATIKI I INFORMATIKI sAMARSKOGO GO�

SUDARSTWENNOGO UNIWERSITETA� ������� G�sAMARA� UL� aKAD� pAWLOWA� �



��� w�s�gLU�ENKOW� l�a�sARAEW� ��w�hOHRQKOWA

sTRUKTURU KOMPOZITA BUDEM OPISYWATX INDIKATORNYMI FUNKCIQMI �m�r�� �f �r��
�s�r�� �s � �� � � � � n�� RAWNYMI EDINICE W OB�EMAH Vm� Vf � Vs� I NUL� WNE �TIH OB�EMOW

SOOTWETSTWENNO� zDESX r � �x�� x�� x�� � RADIUS�WEKTOR�
pOLOVENIE RAZORIENTIROWANNYH W PROSTRANSTWE �LLIPSOIDALXNYH WKL��ENIJ

BUDEM OPISYWATX HARAKTERISTI�ESKIMI FUNKCIQMI �s�a�r�� �a � �� � � � � sa�� RAWNYMI
EDINICE W OB�EMAH Vs�� �LLIPSOIDALXNYH WKL��ENIJ NAPRAWLENIQ � KONFIGURACII s�
tOGDA O�EWIDNO WYPOLNQ�TSQ SOOTNO�ENIQ

�f �r� �
nX

s��

�s�r�� �s�r� �

s�X
���

�s���r�� Vs �

s�X
���

Vs���

lINEARIZUEM ISHODNYE URAWNENIQ ���� PRENEBREGAQ FLUKTUACIQMI DEFORMACIJ W
PREDELAH OB�EMOW MATRICY I OB�EMOW �LLIPSOIDALXNYH WKL��ENIJ KONFIGURACIJ

s� POLOVIW

�m�f �s �
q
heklim�f �sheklim�f �s�

zDESX I DALEE UGLOWYMI SKOBKAMI OBOZNA�ENY SREDNIE ZNA�ENIQ PO SOOTWETSTWU��IM

OB�EMAM�
pOSLE LINEARIZACII URAWNENIQ ��� ZAPI�UTSQ W WIDE

sij �r� � ��m ��m� � �	�f 

nX

s��

�s�r�eij �r� � �pp �r�Km � �	Kf 

nX

s��

�s�r��pp �r� � ���

GDE

	�f 
 � �f ��f �� �m��m�� 	Kf 
 � Kf �Km�

pREOBRAZUEM SISTEMU URAWNENIJ� SOSTOQ�U� IZ URAWNENIJ ���� URAWNENIJ RAWNO�
WESIQ �ij�j�r� � � I FORMUL kO�I ��ij�r� � ui�j�r� � uj�i�r�� SWQZYWA��IH KOMPONEN�
TY TENZORA DEFORMACIJ S KOMPONENTAMI WEKTORA SKOROSTEJ PEREME�ENIJ� W SISTEMU
URAWNENIJ W SKOROSTQH PEREME�ENIJ

�m ����u
�

i�pp �
�
Km � �

��m
�
u

�

p�pi � �
�

ip�p � ��

�ij �r� � �� 	�f 

nP

s��
�s�r�eij �r�� �ij 		f 


nP
s��

�s�r��pp �r� �

	f � Kf � ��f
� �

���

s POMO�X� TENZORA gRINA �TA SISTEMA URAWNENIJ ZAMENQETSQ SISTEMOJ INTEG�
RALXNYH URAWNENIJ

�
�

ij�r� �

Z
V

Gik�lj �r� r�� �
�

kl �r��dr�� ���

uSREDNIM SOOTNO�ENIE ��� PO POLNOMU OB�EMU

h�iji � ��mh�iji� �ij	mh�ppi� �	�f 


nX
s��

csh�ijis � �ij 		f 


nX
s��

csh�ppis� ���

zDESX cs � Vs
V� iZ SOOTNO�ENIQ ��� WIDNO� �TO DLQ NAHOVDENIQ �FFEKTIWNYH
SOOTNO�ENIJ NEOBHODIMO WY�ISLITX SREDNIE DEFORMACII h�ijis�

dLQ �TOGO OPREDELIM MOMENTYD
�

�

s���
�

ij

E
�

Z
V

Gik�lj �r��
D
�

�

s���r�t
�

kl �r� r��
E
dr�� ���



mALYE UPRUGOPLASTI�ESKIE DEFORMACII KOMPOZICIONNOGO MATERIALA ��� ���

wOSPOLXZUEMSQ TEM� �TO FUNKCII �s�a�r� OPISYWA�T TOLXKO �LLIPSOIDALXNYE

WKL��ENIQ ODNOGO NAPRAWLENIQ� I BUDEM S�ITATX� �TO KORRELQCIONNYE FUNKCII IME�
�T WID

D
�

�

s���r��
�

kl �r� r��
E
� f

�s���
kl

�
x��

	as�

� �

x��

	as�

� �

x��

	as�

�

�
�

�TO DOPU�ENIE QWLQETSQ OBOB�ENIEM GIPOTEZY SILXNOJ IZOTROPII NA SLU�AJ �L�
LIPSOIDALXNOJ ANIZOTROPII W ODNOM NAPRAWLENII�

tOGDA INTEGRALY ��� WY�ISLQ�TSQ TO�NO� I IH ZNA�ENIQ WYRAVA�TSQ FORMULAMI

D
�

�

s���
�

ij

E
�

cs��Z
�s���
ijkl

��m

h
h�klis�� � cf h�klif

i
� ���

GDE

Z
�s���
ijkl � S

�s���
ijkl � �ij

�m
� � �m

S
�s���
ppkl � S

�s���
ijkl

� KOMPONENTY TENZORA ��ELBI� ZAPISANNYE W LABORATORNOJ SISTEME KOORDINAT �L�
LIPSOIDALXNYH WKL��ENIJ NAPRAWLENIQ ��

pODSTAWLQQ WYRAVENIE ��� W IZWESTNOE SOOTNO�ENIE 	�
� POLU�IM

h�ijis�� � Q
�s���
ijmrP

�s���
mrkl

�
nX

q��

c qh�kliq
�
�Q

�s���
ijkl h�kli� ���

zDESX

P
�s���
ijkl �

�

��m

h
�	�f 
Z

�s���
ijkl � �kl		f 
Z

�s���
ijpp

i
�

Q
�s���
ijkl �

h
Iijkl � P

�s���
ijkl

i
��

�

uMNOVIM URAWNENIE ��� NA cs�� I� SUMMIRUQ PO WSEM NAPRAWLENIQM �� ZAPI�EM
URAWNENIQ DLQ DEFORMACIJ� USREDNENNYH PO Vf

h�ijif � aijklh�kli ���

W KOTORYH TENZOR aijkl ZADAETSQ SOOTNO�ENIQMI

aijkl � c��
f

�
cmIijkl �

nX
s��

K
�s�
ijmr

�
�� nX

s��

K
�s�
mrkl� K

�s�
ijkl �

s�X
���

cs��Q
�s���
ijkl �

pODSTAWLQQ ��� W ���� POLU�IM MAKROSKOPI�ESKIJ ZAKON UPRUGOPLASTI�ESKOGO DE�
FORMIROWANIQ RASSMATRIWAEMOGO KOMPOZICIONNOGO MATERIALA

h�iji � E�

ijkl ��m��f ���� � � ��n� h�kli� ����

GDE

E�

ijkl � ��mIijkl � 	m�ij�kl � cf 	�	�f 
Iijkl � 		f 
�ij�kl
aijkl

� �FFEKTIWNYJ TENZOR MODULEJ PLASTI�NOSTI�
pOSKOLXKU W SOOTNO�ENIE ���� WHODQT WELI�INY �m�f �s� TO DLQ RAS�ETA DEFORMA�

CIONNYH HARAKTERISTIK KOMPOZITA PRI KONKRETNYH SPOSOBAH NAGRUVENIQ EGO NEOBHO�
DIMO RE�ATX SOWMESTNO S URAWNENIQMI ���� pRI �TOM SLEDUET ZADAWATX WID FUNKCIJ



��� w�s�gLU�ENKOW� l�a�sARAEW� ��w�hOHRQKOWA

���m�f �s�� KOTORYJ OPREDELQETSQ NA OSNOWE �KSPERIMENTALXNYH DANNYH W SOOTWET�
STWII S DEFORMACIONNYMI SWOJSTWAMI MATERIALOW KOMPONENTOW�

wAVNYM �ASTNYM SLU�AEM OB�IH SOOTNO�ENIJ ���� QWLQETSQ MODELX KOMPOZITA� W
KOTOROM �LLIPSOIDALXNYE WKL��ENIQ ORIENTIROWANY RAWNOWEROQTNO� w �TOM SLU�AE

cs�� � cs�� � � � � � cs�sa � pRI �TOM TENZORY �ETWERTOGO RANGA

K
�s�
ijkl �

s�X
���

cs��Q
�s���
ijki

BUDUT IZOTROPNYMI� I IH OB�EE PREDSTAWLENIE BUDET IMETX WID�

K
�s�
ijkl � cs ��sIijkl � �s�ij�kl� �

�s �
�

��

h
�Q�s�

pqpq �Q�s�
ppqq

i
� �s �

�

��

h
Q�s�
pqpq � �Q�s�

ppqq

i
�

pODSTAWLQQ �TI SOOTNO�ENIQ W TENZORNOE URAWNENIE ��� I WYDELQQ OB�EMNU� I

DEWIATORNU� �ASTI� NAHODIM DEFORMACII� USREDNENNYE PO OB�EMAM WKL��ENIJ

heijis �
�s

cm �
nP

s��
cs�s

heiji� h�ppis �

s

cm �
nP

s��
cs
s

h�ppi�

heijif �

nP
s��

cs�s

cf cm � cf
nP

s��
cs�s

heiji� h�ppif �

nP
s��

cs
s

cf cm � cf
nP

s��
cs
s

h�ppi�


s � �s � ��s�

����

tOGDA SOOTNO�ENIQ ���� PRINIMA�T WID�

hsiji � ��� ��m��f ���� � � � ��n� heiji� �� � �m � 	�f 


nP
s��

cs�s

cm �
nP

s��
cs�s

�

h�ppi � �K� ��m��f ���� � � � ��n� h�ppi� K� � Km � 	Kf 


nP
s��

cs
s

cm �
nP

s��
cs
s

�

����

iZ ���� I PRAWILA SMESEJ SLEDUET

�s �
�s

cm �
nP

s��
cs�s

e� �f �

nP
s��

cs�s

cf cm � cf
nP

s��
cs�s

e�

�m �
�

cm �
nP

s��
cs�s

e�

����

rE�ATX SISTEMU ���� NEOBHODIMO POSLE ZADANIQ WIDA FUNKCIJ ���m�f �s� NA OS�
NOWE �KSPERIMENTALXNYH DANNYH� WY�ISLQQ INWARIANTY �s� �s� POLU�ENNYE POSLE

OBRA�ENIQ TENZOROW Iijkl � P
�s�
ijkl�



mALYE UPRUGOPLASTI�ESKIE DEFORMACII KOMPOZICIONNOGO MATERIALA ��� ���

lITERATURA

	�
 mAKAROWA i�s�� sARAEW l�a� k TEORII MALYH UPRUGOPLASTI�ESKIH DEFORMACIJ

HAOTI�ESKI ARMIROWANNYH KOMPOZICIONNYH MATERIALOW�� pmtf� ����� � ��
s� ��������

	�
 sARAEW l�a� mODELIROWANIE MAKROSKOPI�ESKIH SWOJSTW MNOGOKOMPONENTNYH

KOMPOZICIONNYH MATERIALOW� sAMARA� iZD�WO �sAMARSKIJ UN�T�� ����� ��� S�

SMALL ELASTIC�PLASTIC DEFORMATIONS OF
COMPOSITE MATERIAL CHAOTICALLY REINFORCED

BY ELLIPSOIDAL INCLUSIONS

c� ���� V�S� Gluschenkov�� L�A� Sarayev�� J�V� Khokhryakova	

Elastic�plastic properties of composite material� containing chaotically oriented

ellipsoidal inclusions� are investigated by methods of the mechanics of randomly

inhomogeneous media� The e�ective constitutive equations of composite material

are obtained and its macroscopic parameters are determined�

pOSTUPILA W REDAKCI� ���IV�����

W OKON�ATELXNOM WARIANTE � ���VI������

�Gluschenkov Vyacheslav Sergeyevich� Dept� of Higher Mathematics and Information Science� Samara

State University� Samara� ������� Russia� glushenkov�ssu�samara�ru
�Sarayev Leonid Alexandrovich� Dept� of Higher Mathematics and Information Science� Samara State

University� Samara� ������� Russia� saraev�ssu�samara�ru
�Khokhryakova Julia Vladimirovna� Dept� of Higher Mathematics and Information Science� Samara

State University� Samara� ������� Russia


